
 82 

УДК 517.91 

            М.Ф. Стасюк, О.О. Власій  
Національний університет “Львівська політехніка”, кафедра вищої математики 
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Отримано еквівалентне тричленне рекурентне співвідношення для уза-
гальненого квазідиференціального рівняння другого порядку. 

The equivalent trinomial recurrence relation is obtained for second order quasi-
differential equation with generalized coefficients. 

1. Розглянемо  квазідиференціальне рівняння  другого порядку 

[ ] )x(yl 2 ϕ= , (1) 

де 
[ ] yaya)yaya(yl 11010100

2 −′+′+′−≡  .  (2) 

На коефіцієнти рівняння (1) накладемо такі обмеження : 

1) )x(a 1
00
− – обмежена і вимірна на деякому відкритому інтервалі RI ⊂ ; 

2) )x(a10 , )x(a01 – квадратично  сумовні за Лебегом на I ; 

3)  )x(b)x(a 1111 ′= , )x(f)x( ′=ϕ  – міри, породжені неперервними справа функціями обме-
женої на I  варіації )x(b11′  і )x(f  відповідно ( 11b , )I(Bf loc

+⊂  ) . 

Вираз  
[ ]  yaya)x(y 1000
1 +′=  (3) 

називається квазіпохідною диференціального виразу (2). За допомогою вектора 
[ ] )x(y    ),x(y(colony 1=  квазідиференціальне рівняння (1) зводиться до системи 

)x(Fy)x(Ay ′+⋅=  , (4) 
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))x(f,0(colon)x(F ′=′  .  

Нехай  ),x(B α  – фундаментальна матриця однорідної системи 

y)x(Ay ⋅=′  . (5) 

Відомо [1] , що матриця ),x(B α є розв’язком інтегрального рівняння 

∫+=
x

)(dC),x(BE),x(B
α

ααα  (6) 

і вагова матриця-функція )x(C  через вимоги на коефіцієнти рівняння (1) в точці розриву 

kx  має стрибок 
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Фундаментальна матриця для системи (5) має таку структуру [1]: 
{ }

[ ]{ } [ ] 
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),x(K),x(K

),x(K),x(K
),x(B

111
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αα
αα

α  , (8) 

де ),x(K α  – функція Коші однорідного квазідиференціального рівняння [ ] 0yl2 = , 
[ ] ),x(K 1 α  – її квазіпохідна (3) по змінній x  в сенсі виразу [ ]yl2  ; { } ),x(K 1 α  – квазіпохідна 

функції ),x(K α  по змінній α  в сенсі спряженого дo  [ ]yl2   виразу 

[ ] ( ) yayayayayl 11100100
*
2 +′+′+′−=  ,  

для якого 
{ } yaya)x(y 0100
1 +′=  , (9) 

а [ ]{ }11K  – мішана похідна в сенсі (2) по змінній x  і в сенсі (9) по змінній α . 

Відомо [1], що розв’язок неоднорідної системи (4), який набуває в точці Ix0 ∈  

значення [ ] )x(y),x(y(colon)x(y 0
1

00 = , записується у формі Коші 

∫+=
x

x

00

0

)(Fd),x(B)x(y)x,x(B)x(y αα  . 
(10) 

Виберемо тепер довільні три впорядковані точки 1nn1n xxx +− <<   з інтервалу I . 

Використовуючи форму розв’язку (10) та властивість фундаментальної матриці 
)x,0x(B))x(CE()x,x(B 0kk0k −+= ∆  , (11) 

отримуємо 
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де )x(yy ii = , )x,x(BB jij,i = ; [ ]{ } ),x(K 11 α  – друга змішана квазіпохідна. 

Враховуючи структуру фундаментальної матриці (8) і розписавши покоординатно 
формулу (12), одержимо формули 
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У формулі (13) замінимо n  на 1n + ,  1n −  на n  і підставимо  вирази для [ ]1
ny , [ ]1

1ny −  у 

формулу (14). Зробивши необхідні перетворення, одержимо остаточну рекурентну формулу 
для квазідиференціального рівняння (1) : 
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Якщо вихідне квазідиференціального рівняння (1) однорідне, то відповідна йому 
рекурентна формула має вигляд 
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Зауважимо, що формула (15) для рівняння (1) є не наближеною, а точною (еквіва-
лентною), тобто довільний частинний розв’язок  рівняння (1) в даній точці збігається з 
одержаним за формулою (15) і навпаки. 

2. Покажемо, як еквівалентну рекурентну формулу (6) можна застосувати в якості наб-
лиженого методу розв’язання задач на власні значення, пов’язаних з диференціальними 
рівняннями iз змінними коефіцієнтами. 

Приклад 1. Розглянемо задачу на власні значення 
0y)xsin1(py =++′′  , (17) 

0)(y)0(y == π  . (18) 
 Рівнянню (17) відповідає така система : 
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Розіб’ємо відрізок  [ π;0 ] на  n  рівних частин точками ix ; 

π≡<<<<<<<≡ −+ n1n1kk10 xx...xx...xx0  .  

Довжина одного відрізка (крок) дорівнює 
n

h
π

= . Aпроксимуємо функцію )x(c21  так 

[2]: 
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Стрибок функції )x(cn
21  в точці khxk =  визначається такою формулою: 

khcosh)1kcos(h)x(cM k
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Оскільки [ ] 0C
2n ≡∆ , то виконується необхідна та достатня умова коректності 

відповідної системи [1], тому така апроксимація можлива. 
Апроксимоване рівняння має вигляд 

∑
=

=−+′′
n

1k
nkkn 0y)xx(Mpy δ  . (19) 

 Для знаходження власних значень задачі (9), (8) використаємо формулу (16). 

Для рівняння (19) введемо квазіпохідну [ ] yy 1 ′= , тоді { } yy 1 ′−= . Очевидно, що 

функція Коші має вигляд 
αα −= x),x(K  ,  

а 
h)x,x(K)x,x(K 1kkk1k == −+  ,  

{ } [ ] { }[ ] ;0),x(K   ;1),x(K   ;1),x(K 1111 ≡≡≡ ααα   

Одержані вирази підставимо у рекурентну формулу (16) і, після відповідних 
спрощень, маємо таку еквівалентну рекурентну формулу: 

0yy)2phM(y 1kkk1k =+−+ −+  . (20) 

 Використовуючи крайові умові (18) і триточкову формулу (20), можна знайти власні 
значення задачі (17), (18). Для цього покладемо, наприклад, 1y1 = . Тоді знайдемо 

проміжок, на якому функція )p(yn  змінює знак. Так ми одержимо межі, в яких знаходиться 
одне із власних значень. Тоді знайдемо власне значення із потрібною точністю, викорис-
товуючи метод поділу відрізка навпіл. Результати обчислень наведені в табл. 1, які 
порівнюються з відомими [3], [4]. 

Таблиця 1  
Власні значення задачі (7), (8) 

 Mетод Вайнштейна Mетод Фікера Mетод Рітца Авторський результат 

1p    0.54031883   0.54031789   0.54031885  0.540318877 

2p  - - -  2.37174805 

3p    5.4486360   5.4477473   5.4486362  5.4486358 

4p  - - -  9.762195318 

5p   15.312608  15.292913  15.312608 15.31260518 

Задача (7), (8) має  певний фізичний зміст. Це є рівняння поперечних коливань струни, 
кінці якої закріплені. Якщо ж на струні в деяких точках ix  зосереджені маси km , то 

рівняння (7) набуває такого вигляду: 

0y)xx(mxsin1py n

z

1k
kkn =







−+++′′ ∑

=

δ  . (21) 

З крайовими умовами (18) внаслідок апроксимації такого рівняння ми одержимо 

0y)xx(m)xx(Mpy n
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δδ  . (22) 
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Зауваження. 
Якщо в рівнянні (21) покласти, що всі маси дорівнюють нулю, то одержимо 

попередню задачу (17), (18). Отже, задача (17), (18) є частинним випадком задачі (21), (18). 
Результати виконаних перетворень та обчислень наведені у табл. 2, де для 

конкретності покладемо   k     1mk ∀=  . 

Таблиця 2  
Власні значення задачі (11), (8) 

 z = 1 z = 2 z = 3 z = 0 

1p   0.39386644866  0.35234972369  0.31732211169  0.54031887 

2p   2.3717434602  1.3903411748  1.2905886220  2.37174605 

3p   4.0913851066  5.3581507327  2.6017420115  5.4486358 

4p   9.7621100014  7.5897020092  9.3589147693  9.762195318 

5p  12.031058709  9.4270212045 11.998860390 15.31260518 

де 5,...,1i     ,pi =  – власні значення;  z  – кількість точок зосереджених мас. 

Приклад 2. У роботі [3]  розглядається крайова задача 

( ) 0pyyx1 =+
′
′⋅+  , (23) 

 0)1(y)0(y ==  (24) 
для квазідиференціального рівняння (23) введемо квазіпохідну 

[ ] yx1y 1 ′⋅+= ,  

тоді 
{ } yx1y 1 ′⋅+−= .  

Відповідна до рівняння (23) система має вигляд 
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Розіб’ємо відрізок [0; 1] на  n  рівних частин точками ix  

1xx...xx...xx0 n1n1kk10 ≡<<<<<<<≡ −+   .  

На кожному відрізку [ 1kk x,x + ], 1n,0k −=  функцію ∫ ==
x

0

12 xdt1)x(c  апроксимуємо 

так: k
n
12 x)x(c =  . При цьому стрибок функції n

12c  в точці kx  такий: 

hxx)x(cM k1kk
n
12k =−== +∆  .  

Отже, апроксимоване рівняння має вигляд 

( ) ∑
=

=−+
′
′⋅+

n

1k
kk 0)xx(Mpyx1 δ  . (25) 

Будуємо функцію Коші  для рівняння ( ) 0yx1 =
′
′⋅+  . Легко перевірити, що 

( )αα +++= 1x12),x(K  ,  
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( )k1kk1k x1x12)x,x(K +++= ++  ,  

( )1kk1kk x1x12)x,x(K −− +++=  ,  
[ ] { } [ ]{ } 0),x(K     ;1),x(K     ;1),x(K 1111 ≡≡≡ ααα  .  

Підставимо знайдені дані у формулу (16), після спрощення одержимо рекурентну 
формулу для рівняння (25) 
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Аналогічно, як і в попередньому прикладі, дістанемо наближення мінімального 
власного значення задачі (23), (24) 

898455775.11pp min1 ==  .  

Зауваження. 
Для власного значення 1p  відомі [4] такі оцінки: 

00455.12p88655.11 1 ≤≤  ,  

де нижня оцінка одержана методом функції Гріна,  а верхня – методом Рітца. 
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МЕТОД ПАРАМЕТРІВ ВІДШУКАННЯ НИЖНЬОЇ МЕЖІ НУЛІВ 
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Розглядається використання методу параметрів для відшукання нижньої 
межі нулів алгебраїчних многочленів від двох дійсних змінних. 

We consider the using of the method of parameters for finding the lower bound of  
zeros of the algebraic polinomials of two real variables. 

У [1] запропонований універсальний метод локалізації за модулем нулів многочленів, 
степеневих рядів і рядів Лорана, який в літературі називається методом параметрів. За до-
помогою цього методу можна одержати як частковий випадок багато (якщо не всі!) відомих 
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