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Розглядаються властивості І – радикалів. Одержано умови на кільце, які 
рівносильні умові напівтривіальності усіх І – радикалів. 

The properties of I-radicals are considered. In the paper there are obtained 
necessary and sufficient conditions for a ring over which every I-radical is semi-trivial. 

Всі кільця будемо вважати асоціативними з одиницею 01 ≠ , а модулі розглядаються 
тільки ліві унітарні. Нехай R  - кільце. 

Категорія лівих R  - модулів позначається через ModR − . 
Нагадаємо, що напередрадикалом у категорії ModR −  називається таке правило r , за 

яким кожному лівому R -модулю C  ставиться у відповідність деякий підмодуль ( )Cr  так, 

що для довільного R - гомоморфізму DCf →:  виконується співвідношення 

( )( ) ( )DrCrf ⊆ . 

Якщо 21, rr  – напередрадикали, то вони визначають напередрадикали 21rr  і 21 : rr  

такими правилами: 
( ) ( )( )CrrCrr 2121 =  для всякого ModRC −∈ ; 

( )( ) ( )( )CrCrCrr 1221 :  для всякого ModRC −∈ . 

Напередрадикал називається ідемпотентним, якщо rrr = . 
Напередрадикал r  називається радикалом, якщо rrr =: . 
З напередрадикалом r  пов'язані два класи лівих R  - модулів, а саме 

( ) ( ){ }
( ) ( ){ }.0

,

=−∈=

=−∈=

CrModRCrF

CCrModRCrT
 

Напередрадикал r  називається тривіальним, якщо виконується одна з умов 
1. ( ) MMr =  для всякого ModRM −∈ ; 

2. ( ) 0=Mr  для всякого ModRM −∈ . 

Будемо вважати, що напередрадикал r  розщеплюється, якщо для всякого лівого  R  - 
модуля M   ( )Mr  виділяється прямим доданком в M . 

Клас R -модулів T  називається радикальним, якщо він замкнений відносно гомо-
морфних образів, прямих сум і розширень. 

Пропозиція 1 ([1]) Порівняння ( )rTr → ; rT → , ( ) { }∑ ⊆′∈′= MMTMMr  визна-
чають бієктивну відповідність між ідемпотентними радикалами і радикальними класами 
категорії ModR − . 

Пропозиція 2 ([8])  Нехай I  – лівий ідеал в R . Тоді ( )IT  – радикальний клас в  

ModR − . 
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Нехай I – лівий ідеал кільцяR . Позначимо через Ir   ідемпотентний радикал, який 

відповідає радикальному класові ( )IT . 

Означення 1 (О.Л.Горбачук). Ідемпотентний радикал Ir  називається  I - радикалом. 

У праці [6] було показано, що  IRI rr =  для всякого лівого ідеалу I  кільця R . 

Доведемо деякі допоміжні результати. 
Лема 1. Нехай I – лівий ідеал в R . Тоді для всякого лівого R -модуля M  

( ) IMMrI ⊆ . 

Доведення. Нехай M  – лівий R -модуль. Тоді ( ) ( ) IMMIrMr II ⊆= . 

Лема 2. Нехай I – лівий ідеал в R . Тоді  { } ( )IrFIMModRM ⊆=−∈ 0 . 

Доведення. Нехай K  – лівий R -модуль, для якого 0=IK . Тоді за лемою 1 маємо, що 
( ) 0=⊆ IKKrI . 

Лема 3. Нехай I – лівий ідеал в R . Тоді  ( ) { }0=−∈= IMModRMrF I  в тому і тільки 

тому випадку, коли ( ) IMMrI =  для кожного лівого R -модуля M . 

Доведення. (⇒ ). Нехай ( ) { }0=−∈= IMModRMrF I .  Тоді за пропозицією 2.3.б.[5, 

с.16] для всякого лівого R -модуля M  

( ) ( ){ } { } IMMIMMMMMIMMMrI =′⊆⊆′∩==′⊆′∩= 0 . 

(⇐ ) Це очевидно. 
Означення 2. Підмножина S  кільцяR  називається T -нільпотентною справа, якщо 

для всякої послідовності ,..., 21 aa  в S  існує таке n , що  

0,..., 21 =naaa . 

Пропозиція 3 ([2])  Нехай I – лівий ідеал в R . Тоді  умови еквівалентні 
(1) I  T -нільпотентний справа; 
(2) MIM ≠  для всякого ненульового лівого R -модуля M . 

 Лема 4. Нехай  I – лівий ідеал кільця R . Для того, щоб 0rrI = , необхідно і достатньо, 

щоб I  був T -нільпотентним справа. 
 Доведення. (⇒ ). Нехай 0rrI = . Тоді ( ) ( ) { }00 == rTrT I  . Далі використаємо пропо-

зицію 3. 
(⇐ )  Викоритати пропозицію 3 і потім пропозицію 1. 
 Лема 5. Нехай I – лівий ідеал кільця R . Для того, щоб RI rr = , необхідно і достатньо, 

щоб RIR = . 
 Доведення. (⇒ ). Нехай RI rr = . Тоді ( ) ( )IR rTrTR =∈ , тобто RIR = . 

(⇐ ) Нехай RIR = . Оскільки IRI rr = , то RI rr = . 

 Теорема 1 ([6]). Для того, щоб в категорії ModR −  було точно два I -радикали, 
необхідно і достатньо, щоб радикал Джекобсона ( )RJ  був T  - нільпотентний справа, а 
кільце ( )RJR  – простим кільцем. 

 Доведення. Безпосередньо використати леми 4-5. 
 Умови теореми 1 не є ліво – право симетричними. 
 Приклад 1. Нехай F  – поле, а ( )FMω  – множина всіх матриць зі зліченною 

кількістю рядків і стовпців, причому кожний рядок містить скінченну кількість ненульових 
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елементів з F . Нехай A  – підкільце в ( )FMω , яке породжене множиною N  всіх строго 

нижніх трикутних матриць разом з одиничною матрицею. Добре відомо, що ( )AJN =  і 
( ) FAJA ≅ , де ( )AJ  T  - нільпотентний справа, але не T  - нільпотентний зліва. 

 Нехай I  – власний ідеал в R  і IRR →:ϕ  – природний кільцевий гомоморфізм. 

Якщо T  - радикальний клас в ModR − , то { }0=−∈∩= IMModRMTTϕ  – радикальний 

клас в ModIR − . 

Нехай IU ⊇  – ідеал в R . Легко бачити, що ( ) ( ) { }0=−∈∩= IMModRMUTUTϕ  – 

радикальний клас для IU -радикалу в ModIR − . 

 Теорема 2. Нехай I  і U  – ідеал кільця R  і UIR ⊆≠ . Тоді такі умови еквівалентні: 
  (1) UI rr = ; 

  (2) IU  - T  - нільпотентний справа ідеал кільця IR ; 

  (3) для всякої послідовності ,..., 21 aa  в U  існує n  таке, що Iaaa n ∈..., 21 . 

 Доведення. (2) ⇔ (3) Це очевидно. 

(1) ⇒  (2). Нехай UI rr = .Оскільки ( ) ( )UTIT = , то ( ) ( ) { }0=−∈∩= IMModRMITUTϕ . За 

лемою 2 маємо, що ( ) { }0=UTϕ . За лемою 4 тоді матимемо, що IU -T - нільпотентний 

справа ідеал . 
(2) ⇒  (1). Нехай IU -T  - нільпотентний справа ідеал в IR . Використавши лему 4, 

одержимо, що ( ) { } { }00 ==−∈∩ IMModRMUT . Нехай M  – лівий R -модуль такий, що 

MUM = , MIM ≠ . Тоді ( ) { } { }000 ==−∈∩∈≠ IMModRMUTIMM , тобто ми одер-

жали протиріччя. Отже, ( ) ( )UTIT = . За пропозицією 1 UI rr = . 

 Нехай nRRRR ⊕⊕⊕= ...21  – кільцевий розклад для R  і r  - ідемпотентний ра-
дикал в ModR − . Розглянемо наступні класи: 

( ) ( ){ }rTMMRRRRRModRMT niii ∈=++++++−∈= +− ,0...... 1121 , де { }ni ,...2,1∈ . 

 Зрозуміло, що ( )rTi  - радикальний клас деякого ідемпотентного радикалу в ModRi − . 

 Ідемпотентний радикал jr  називається j -проекцією r , якщо ( ) ( )rTrT jj = . Очевидно, 

що для всякого { }nj ,...,2,1∈  jr  розщеплюється, якщо r  розщеплюється. 

 Лема 6. Нехай nRRRR ⊕⊕⊕= ...21  – кільцевий розклад для R  і r - I -радикал в 

ModR −  , який визначається лівим ідеалом I  кільця R . Тоді для кожного { }nj ,...,2,1∈  jr  є 

IR j -радикалом в ModR j − . 

 Доведення. Якщо ( )rTM j∈ , то 

( ) MIMRIMIMRIMRRRRIMR jnjjj ===+++++= +− ...... 111 . 

Навпаки, якщо MIMR j = , то очевидно, що ( )rTM j∈ . 

 Лема 7. Нехай nRRRR ⊕⊕⊕= ...21  – кільцевий розклад для R  і для кожного 

{ }nj ,...2,1∈  jI  – лівий ідеал кільця jR . Тоді ( )
jn IjII rr =++...1
, де ( )nII IIr

n
++−++ ...1...1

 – 

радикал в ModR −  і 
jIr  є jI – радикал в ModR j −  { }( )nj ,...,2,1∈ . 
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 Доведення. Нехай M  – лівий R -модуль. Тоді 
( ) ( ) ,0......,... 1111 MMIMRRRRMMII jnjjn =⇔=+++++=++ +−  

( ) 0...... 111 =+++++ +− MRRRR njj . 

 Лема 8. Нехай nRRRR ⊕⊕⊕= ...21  – кільцевий розклад для R . Для того щоб всі I -

радикали розщеплювалися в ModR − , необхідно і достатньо, щоб для довільного  
{ }nj ,...,2,1∈  всі I -радикали розщеплювалися в ModR j − . 

 Доведення. (⇒ ) Припустимо, що всі I -радикали в ModR −  розщеплюються. Нехай 

jI  – лівий ідеал в jR   і  
jIρ - jI -радикал в ModR j − . Зрозуміло, що ( )

jII jj
r=ρ , де 

jIρ - jI - 

радикал в ModR − , то 
jIr  розщеплюється. Тоді маємо, що його проекція 

jIρ  також 

розщеплюється. 
(⇐ ) Тепер припустимо, що для довільного { }nj ,...,2,1∈  всі jI -радикал в ModR j −  

розщеплюються.   
 Нехай I  – довільний лівий ідеал в R . Тоді  

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ),.........

.........

......

111

1111

111 1

nInnI

nnIInnII

nnIRJRn

HHMrHHMRMRr

HHMRrMRrHMRrHMRr

HMRrHMRrMRMRM
n

⊕⊕⊕=⊕⊕⊕⊕⊕=
=⊕⊕⊕⊕⊕=⊕⊕⊕⊕=

=⊕⊕⊕⊕=⊕⊕=

 

де M  – довільний лівий R -модуль, IR j
r - IR j –радикал в ModR j −  { }( )nj ,...,12∈  і Ir - I  – 

радикал в ModR − . 
 Теорема 3. Якщо всі I -радикали розщеплюються в ModR − , то для кільця R  існує 
деякий нерозкладний розклад 

nRRRR ⊕⊕⊕= ...21 . 

 Доведення. Припустимо, що всі I -радикали в ModR −  розщеплюються, а кільце  R  
не має нерозкладного розкладу. Тоді існують деякі ненульові ідеали ,...,,, 2121 RRRR ′′  такі, 
що 

.,...,, 21221221 RRRRRRRRR ′′⊕′′=′′⊕′=⊕=  

Розглянемо ідеал ...111 ⊕′′⊕′⊕= RRRI  . Зрозуміло,  що II =2 . Тепер розглянемо I - 

радикал Ir  в ModR − . За лемою 1 ( ) IRrI ⊆ . Оскільки II =2 , то ( )RrI I⊆ . Звідси маємо, 

що ( ) IRrI = . Оскільки Ir  розщеплюється, то HIR ⊕=  для деякого лівого ідеалу H  

кільця R . Тоді ( ),...0,0... 11111 ≠′≠⊕′′⊕′⊕⊕= RRRRRHR  – протиріччя. 

 Наслідок 1. Нехай R  – кільце. Для того, щоб всі I -радикали розщеплювалися в 
ModR − , необхідно і достатньо, щоб існував нерозкладений розклад кільця 

nRRRR ⊕⊕⊕= ...21  і для всякого { }nj ,...,2,1∈  всі I -радикали в ModR j −  

розщеплювалися. 
 Доведення. Безпосередньо використати лему 8 і теорему 3. 
 Означення 3. Нехай r  – ідемпотентний радикал в  ModR − . r  називається 
напівтривіальним, якщо існує такий кільцевий розклад nRRRR ⊕⊕⊕= ...21 , що для 

довільного { }nj ,...,2,1∈  jr  – тривіальний ідемпотентний радикал в ModR j − . 
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 Теорема 4. Нехай R – кільце. Для того, щоб всі I -радикали в ModR −  були 
напівтривіальні, необхідно і достатньо, щоб існував нерозкладний кільцевий розклад 

nRRRR ⊕⊕⊕= ...21  такий, що для кожного { }nj ,...,2,1∈  всі I -радикали в ModR j −  були 

тривіальні. 
 Доведення (⇒ ) Припустимо, що всі I -радикали в ModR −  напівтривіальні. Тоді всі 
I -радикали в ModR −  розщеплюються і за теоремою 3 R  має нерозкладний кільцевий 
розклад 

        nRRRR ⊕⊕⊕= ...21 .                                                  (1) 

Нехай S  – лівий ідеал кільця iR  і sρ - S –радикал в ModRi − . За лемою 7 маємо, що 

( ) sisr ρ= , де sr - S –радикал в ModR − . Оскільки Sr   напівтривіальний, то існує такий 

кільцевий розклад 
        kRRRR ′⊕⊕′⊕′= ...21 ,                                                 (2) 

що для всякого { }kj ,...,2,1∈  кожна j  - проекція sr  є тривіальним напередрадикалом. З 

нерозкладності кільцевого розкладу (1) матимемо, що знайдеться таке { }kh ,...,2,1∈ , що 

                               
tqqih RRRR ⊕⊕⊕=′ ...

1
, де { } { }nqq t ,...,1,...,1 ⊆ .                                (3) 

Розглянемо тепер клас 
( ) ( ) ( ){ }0......, 111 =′++′+′++′=−∈=′ +− MRRRRMMrModRMrT khhssh . 

Тоді ( )sh rT ′  – радикальний клас для h  - проекції sr  в ModRh − . 

З розкладу (2) маємо, що ( ) { }0=′ sh rT  або 

( ) ( ){ }0...... 111 =′++′+′++′−∈=′ +− MRRRRModRMrT khhsh . 

Розглянемо клас  
( ) ( ) ( ){ }0......, 111 =+++++=−∈= +− MRRRRMMrModRMrT niissi . 

Тоді ( )si rT  – радикальний клас в ModRi −  для i -проекції sr . Але i -проекція sr  – це sρ .  

З (3) маємо, що ( ) ( )( ){ }0...
1

=++′∈= MRRrTMrT
tqqshsi . 

З (4) випливає, що ( ) { }0=si rT  або 

( ) ( ){ }0...... 111 =+++++−∈= +− MRRRRModRMrT niisi . 

Таким чином, маємо, що sρ  – тривіальний напередрадикал. 

⇐( ) Це зрозуміло. 

 Лема 9. Нехай I  – ідемпотентний ідеал кільця R . Тоді 
( ) IMMrModRM I =−∈∀ : . 

 Доведення. Нехай ( )ModRMIMMS −∈a: . Тоді S  – ідемпотентний радикал в 

ModR − . Зрозуміло, що ( ) ( )IrTsT = . За пропозицією 1 IrS = . 

 Теорема 5. Нехай r – ідемпотентний радикал в ModR − . Тоді ( )rF  є радикальним 

класом в тому і тільки в тому випадку, коли Irr =  для деякого ідемпотентного ідеалу I . 

 Доведення. (⇒ )  За пропозицією (2.19) [3, с.92] існує ідемпотентний ідеал I  кільця R  
такий, що 

( ) 0: =⇔∈−∈∀ IMrFMModRM . 
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 Нехай K  – лівий R -модуль. Якщо KIK = , то ( ) 0, =MKHomR  для всіх ( )rFM ∈ . 

Звідси ( )rTK ∈ . Якщо KIK ≠ , то ( ) 0, ≠IKKKHomR . Оскільки  ( ) 0=IKKI , то 

( )rFIKK ∈ . Але ( ) 0, ≠IKKKHomR . Отже, ( )rTK ∉ . 

(⇐ ) Це зрозуміло. 
 Нехай ( )RlIr ,  – множина усіх I -радикалів в ModR −  і ( )RCI  – множина всіх 

центральних ідемпотентів кільця R . 
 Теорема 6. Нехай R  – кільце. Тоді наступні умови еквівалентні 
 (1) ( ) ( ) ( ) ( )MsMrMModRMRlIrsRlIrr ⊕=−∈∀∈∃∈∀ :,, ; 

 (2) ( ) ( ) ( ) ( )MeMrModRMRlCIeRlIrr =−∈∀∈∃∈∀ :,, ; 

 (3) Всі I -радикали в ModR −  напівтривіальні. 
 Доведення. (1) ⇒  (2). Нехай виконується умова (1). Розглянемо довільний лівий ідеал 
I  кільця R . Тоді існує лівий ідеал S  такий, що 

( ) ( )MrMrMModRM sI ⊕=−∈∀ : . 

Звідси ( ) ( )sI rTrF = . За теоремою 5 HI rr =  для деякого ідемпотентного ідеалу H  кільця 
R . Оскільки ( ) ( )RrRrR sI ⊕= , то ми маємо, що ( ) eRRrI =  для деякого центрального 

ідемпотента є кільце R . За лемою 9 маємо, що ( ) ( ) HRHRrRreR HI =⋅=== . Звідси 

eRI rr = . Використавши знову лему 9, одержимо 

( ) ( ) eMeRMMrMrModRM eRI ===−∈∀ : . 

(2)⇒ (3). Нехай виконується умова (2) і I  – лівий ідеал кільця R . Тоді 
( ) ( ) eMMrModRMRCIe I =−∈∀∈∃ : . 

Якщо ReR = , або 0=eR , то Ir  тривіальний. 

Припустимо, що ReR ≠≠0 . Тоді ми маємо, що 21 RRR ⊕= , де Re1 =R , ( )eRR −= 12 . 

Зрозуміло, що ( )1Ir  і ( )2Ir  – тривіальні напередрадикали. 

(3)⇒ (1) Припустимо, що виконується умова (3). Нехай I  – лівий ідеал кільця R . Тоді існує 
такий кільцевий розклад nRRRR ⊕⊕⊕= ...21 , що для всякого { }ni ,...,2,1∈   ( )iIr  – 

тривіальний напередрадикал. Тоді  
{ } ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) .......

......

...:,...,2,1

2121

221121

21

MRRRMRMRMR

MRrMRrMRrMRrMRrMRr

MRMRMRrModRMnkS

kk

nnIIInIII

nIn

ππππππ

π

⊕⊕⊕=⊕⊕⊕=

=⊕⊕⊕=⊕⊕⊕=
=⊕⊕⊕−∈∀∈∃∈∃

 

Зрозуміло, що 

( ) ( )MrMrMModRM sI ⊕=−∈∀ : , де ( ) ( )nk RRS ππ ⊕⊕= + ...1 . 

 Наслідок 2. Нехай R –кільце. Тоді наступні умови еквівалентні: 
 (1) ( ) ( ) ( ) ( )MsMrMModRMRlIrsRlIrr ⊕=−∈∀∈∃∈∀ :,, ; 

 (2) ( ) ( ) ( ) eMMrModRMRCIeRlIrr =−∈∀∈∃∈∀ :, ; 

 (3) всі I -радикали в ModR −  напівтривіальні; 
 (4) існує кільцевий розклад 

nRRRR ⊕⊕⊕= ...21  

такий, що ( )iRJ   T  – нільпотентний справа і ( )ii RJR  – просте кільце для всіх { }ni ,...,1∈ . 
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Доведення. (1)⇔ (2)⇔ (3). Це випливає з теореми 6. 
(3)⇔ (4). Це випливає з теорем 1, 4. 

Означення 4. Нехай R  – кільце. R  називається досконалим зліва, якщо ( )RJR  

напівпросте (тобто ( ) ( )( )RJRRJRsocl =  і ( )RJ  T  – нільпотентний справа. 
Означення 5. Нехай R  – комутативне кільце. R  називається досконалим, якщо R  

досконале зліва. 
Наслідок 3. Нехай R  – комутативне кільце. Тоді наступні умови еквівалентні: 

 (1) ( ) ( ) ( ) ( )MsMrMModRMRlIrsRlIrr ⊕=−∈∀∈∃∈∀ :,, ; 

 (2) ( ) ( ) ( ) eMMrModRMRCIeRlIrr =−∈∀∈∃∈∀ :, ; 

 (3) всі I -радикали в ModR −  напівтривіальні; 
 (4) R  – досконале кільце. 
 Доведення. (1)⇔ (2)⇔ (3). Це зрозуміло. 
(3)⇔ (4). Це випливає з (27.6), (28.11) [4] і наслідку 2. 

 Лема 10. Нехай R –кільце і I , S  – ліві ідеали в R . Якщо SI rr ⊆ , то SSI rr ⊆+ . 

 Доведення. Зрозуміло, що SIS rr +⊆ . Нехай M  – лівий R  модуль такий, що 

( )SIrTM +∈ . Тоді ( ) ( ) SMMSMSMIMSMMI =+= . Звідки ( )IrTSMM ∈ . Оскільки 

( ) ( )SI rTrT ⊆ , то маємо, що ( )SrTSMM ∈ . Але ( ) 0=SMMS . Звідси ( )SrFSMM ∈ . Тоді 
( ) ( ) { }0=∩∈ SS rFrTSMM . Отже, SMM = . Маємо, що ( )SrTM ∈ . Звідси ( ) ( )SSI rTrT ⊆+ , 

тобто SSI rr ⊆+ . 

 Теорема 7. Нехай R –кільце . Для того, щоб ( ) 3, =RlCardIr , необхідно і достатньо, 

щоб R  містило єдиний максимальний ідеал m  кільця R  такий, що m  не є T  – 

нільпотентним справа і  { }RвідеалAAS −∈∀  : ⇒⊆ mS  (S T – нільпотентний справа, або 

Sm  T – нільпотентний справа). 
 Доведення. (⇒ ). Нехай ( ) 3, =RlCardIr . Тоді існує такий ідеал I  кільця R , що 0rrI ≠  

і RI rr ≠ . Зрозуміло, що існує максимальний ідеал  m  в R  такий, що mI ⊆ . Очевидно, що 

RmI rrrr ⊆⊆⊆0 . Звідси 0rrm ≠ . Оскільки Rm rr ≠ , 0rrm ≠ , то Im rr = . Отже, 
( ) { }Rm rrrRlIr ,,, 0= . Нехай B  – максимальний ідеал кільця R  такий, що mB ≠ . За лемою 

10 Bmm rr += , бо RB rr ≠ . Звідси, враховуючи RBm =+ , одержимо, що Rm rr =  – 

протиріччя. Отже, m  – єдиний максимальний ідеал кільця R . Тепер використаємо теорему 
2. 
(⇐ ). Легко бачити, що Rm rr ≠ . Тепер використаємо теорему 2. 

 Приклад 2. Нехай R=R[[X]]. Легко бачити, що ( ) ( ){ }RRJ rrrRlIr ,,, 0= . 

 Теорема 8. Нехай R  – кільце. Якщо R  досконале зліва, то ( ) 3, =RlCardIr . 

 Доведення. Нехай R  – досконале зліва кільце. Припустимо, що ( ) 3, =RlCardIr . За 
теоремою 7 існує єдиний максимальний ідеал m  кільця R . Легко бачити, що тоді ( ) mRJ = . 

Оскільки R  – досконале зліва, то ( )RJ  T -нільпотентний справа. Тоді m  T -нільпотентний 

справа. Але за теоремою 7 m  не є T -нільпотентним справа ідеалом. Одержане протиріччя 
доводить теорему. 
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 Приклад 3. Нехай 
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= Rcba
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0
, ( )RsocA R= , ( )RRsocB = . Легко бачити, 

що ( ) { }RBA rrrrRlIr ,,,, 0=  і  

Rr  

 
    Br          Ar  
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