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Нехай мають місце співвідношення 

( )h h C C Ch V h V h h V V  1                 θ θ θσ α σ α α α α α α( ) ( ) , , max , ,= = ≤ ≤ = +0
0 1 10V V  

  (     C Ch V1 1 0, )> . 

Тоді при f a Cu<   1 1/  і ( )α < +
−

C Ch V  1 1

1
 альтернативний алгоритм збігається зі швидкістю 

геометричної прогресії у відповідних нормах. Якщо через Cu 2 , a
2
, C C Ch h V Vθ α α 2     = +2 2  

позначити константи, що відповідають конструктивному алгоритму, то при 

f a C a Cu u< min{ / , / }      1 1 2 2  та ( ) ( ){ }α < + +− −
min ,C C C Ch V h V     1 1

1

2 2

1
 отримаємо, що обидва ал-

горитми збігаються зі швидкістю геометричної прогресії у відповідних нормах. Якщо ж ви-
конується нерівність 

( ) ( ) ( ){ }α < + + +− − −
min , ,C C C C C Ch V h V h V

1

1 1

1

2 2

1
        , 

де Ch , CV  – відповідні константи у схемі доведення існування розв’язку [1], то обидва ал-
горитми збігаються з вищезгаданою швидкістю до єдиного розв’язку задачі. 
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Розглядається двоточкова нелокальна за часовою змінною крайова задача 
для безтипної нормальної системи лінійних диференціальних рівнянь зі змінними 
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за часом коефіцієнтами в області, яка є декартовим добутком часового відрізка і 
багатовимірного просторового тора. Досліджуються умови існування та єдиності 
розв’язку цієї задачі в шкалі гільбертових просторів періодичних за просто-
ровими змінними функцій. Умови існування пов’язані із проблемою малих зна-
менників. Оцінки знизу малих знаменників одержані за допомогою метричної 
теорії діофантових наближень. 

We consider time nonlocal two-point boudary value problem for general linear 
partial systems with variable coefficients in cartesian product of time interval and 
space multidimensional torus. Existence and uniqueness conditions for solution of this 
problem in hilbert spaces scale of space periodic functions are investigated. Existence 
conditions are connected with the problem of small denominators. The estimates for 
small denominators which appear by using the metrical theorie methods of diophantine 
approximations are obtained. 

Розглянемо задачу знаходження розв'язку ( , )u u t x=  системи диференціальних рів-

нянь зі змінними коефіцієнтами 

( )
0

1

01 0
| |

, p
s

ss
s p s

s n

u
L D u A t D D

t t≤

∂ ∂  ≡ = ∂  ∂
∑ K ,                                    (1) 

який задовольняє двоточкові крайові нелокальні умови 

( )
0

j j

j jj j
t t T

u u
l u x

t t= =

∂ ∂
≡ ν − µ = ϕ

∂ ∂
,   0 1,j n= − ,                              (2) 

де ν , µ ∈ C , T>0  - параметри, ( )0 1, , ..., ps s s s= , 0 1| | ps s s s= + + +L , ( )1, ..., pD D D= , 

j jD i x= − ∂ ∂  ( )1,j p= . Вважаємо, що змінна 0[ , ]t T∈ , а змінна ( )1, ..., px x x=  належить 

p -вимірному тору, тобто припускається періодичність за змінноюx . Матриці ( )sA t  є 
квадратними розміру m , їх елементи є неперервними за змінною t  на відрізку 0[ , ]T , 

0 0, ,...,nA I= ( I  – одинична матриця). 

Використовуємо такі простори функцій: qH  і qE (q ∈ R ) – гільбертові простори 

функцій, які отримані внаслідок поповнення множини тригонометричних поліномів 

( ) ( ) ikxx k eϕ = ψ∑  за нормами 

( ) ( ) 22 22
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p q
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k k
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ϕ = π ψ∑
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%         і        ( ) ( ) 22 22
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%
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де ( )1, ..., pk k k= , 1 1 p pkx k x k x= + +L , 2 2
11 pk k k= + + +% L ; 

n
qH (q ∈ R , n ∈ N ) - гільбертів простір функцій ( ),u t x  таких, що похідна j ju t∂ ∂  

належить простору q j−H  при 0[ , ]t T∈  і 0,j n= . Норма в просторі n
qH  визначається за 

формулою 
2

2

00

1
,

T jn

q n j
j q j

u
u dt

T t= −

∂
=

∂
∑∫ ; 
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qH , qE , n
qH  – простори вектор-функцій, елементи яких належать відповідно просторам 

qH , qE , n
qH ; норми в цих просторах мають таке ж позначення, як і у скалярному випадку; 

наприклад, норма в просторі qH  має такий вигляд; 2 2 2
1 lq q qϕ = ϕ + + ϕL  при 

( )1col , ..., lϕ = ϕ ϕ . 

Введемо псевдодиференціальні оператори (ПДО) ( )F D  [1], що діють за просторовими 

змінними 1, , px xK  і визначаються за такою формулою: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,p p
ikx ikx

k k
F D x F k k e x k e∈ ∈ϕ = ψ ϕ = ψ∑ ∑Z Z

 

на функціях ( ) qxϕ ∈ H  чи ( ) qxϕ ∈ E , де ( ){ } pk
F k

∈Z
 – деяка послідовність комплексних 

чисел. Навпаки, кожному такому оператору відповідає певна комплекснозначна послідов-
ність, тобто існує бієктивна відповідність [2]. Це дозволяє перенести на оператори ариф-
метичні операції і порівняння, утворювати з них п.д.о.-матриці тощо. 

Якщо ( )F D  – ПДО-матриця з елементами ( )ijF D , то ( )*F D  – ермітовоспряжена 

матриця до матриці ( )F D  з елементами ( ) ( )( )*
ji

ij
F D F D= , ( ) ( ) ( )2 *

,

trij
i j

F D F D F D =  ∑  – 

квадрат "норми" матриці ( )F D , де ⋅  – абсолютне значення, tr  – слід матриці. 

Послідовності k%  поставимо у відповідність оператор D% , тоді маємо рівності для норм  
22

00 0, /
T n q j j j

q n j
u D u t dt T−

== ∂ ∂∑∫ % , 
22

0

q
q Dϕ = ϕ% , 

22

0q

qDeϕ = ϕE
%

. Очевидно, що опе-

ратор D%  переводить простір qH  в простір 1q−H і n
qH  в 1

n
q−H . 

Розв'язок задачі (1), (2) шукаємо в просторах n
qH  припускаючи, що праві частини 

( )xϕ  належать просторам 
1q

H  чи 
1q

E . 

Для сталих коефіцієнтів задачу (1), (2) розглядали в роботі [3] в шкалах соболєвських 

просторів n
qH , qH . Розв'язність задачі доведена на основі метричного підходу [4, 5], який 

використовується і у випадку змінних коефіцієнтів [6]. Позначимо 

( )0 1 1col , , ..., ,nv v v v −=    
j

n j
j j

u
v D

t

− ∂
=

∂
% ,  0 1,j n= − .                             (3) 

Тоді для розв'язку ( ), n
qu t x ∈ H  задачі (1), (2) маємо 

10
0

0

2
1

2 2 2
11 00

0
, ,( ) p

nT sss n
s p sq n q n q n

s s n q n

dt
u v D A t D D v C v

T

−
−

− −
= ≤ −

 
 = + ≤ 
 
 

∑ ∑∫ % K ,          (4) 

де 1 0C >  - деяка стала, що характеризує значення коефіцієнтів ( )sA t . Вектор (3) будемо 

шукати як розв'язок такої нелокальної крайової задачі для системи першого порядку: 

, , ,
v D I

Dl t v
t D D

∂  =  ∂  
%

% %
                                                         (5) 
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( ) ( )0, ,v x v T x Zν − µ = ϕ ,                                                     (6) 

де ( )0 1 1col , , ..., n−ϕ = ϕ ϕ ϕ .Матриця ( ),l t ξ  системи (5) є блочною матрицею 

( )( )
1, ,

,ij i j n
l t

=
ξ . Кожний блок матриці є квадратним блоком розміру m . Ненульові блоки 

розміщені на першій надголовній діагоналі і є одиничними матрицями та в останньому 
рядку і мають вигляд 

( ) ( ) 01
1

0

1
1 1 1

1
, , ,, p

p

s n j s ss
nj j s s p p

s n j s

l t A t
− − + +

− +
≤ − + +

ξ = − ξ ξ ξ∑ K K ,    1,j n= .          (7) 

Матриця ( ),l t ξ  визначена і неперервна на компакті 

( ){ }1 2 2
1 1 10 0 1, : [ , ], , ,p

p pK t t T +
+ += ξ ∈ ξ ∈ ξ ≥ ξ + ξ =R L , 

в якому будемо розглядати змінні t  і ξ . Для доведення існування і побудови розв'язку 

задачі (1), (2) в просторі n
qH  достатньо встановити це для задачі (5), (6) в просторі 0

q n−H  та 

використати формули (3) і (4). 

Нехай ( ),E t ξ  – фундаментальна матриця системи ( )1
1/ ,pdE dt l t E−

+= ξ ξ . При-

пускаємо, що в деякій точці 0( ) [ , ]t t T= ξ ∈  вона нормована одиничною матрицею, тобто 

( )( ),E t Iξ ξ = . 

Неважко встановити, що єдиність розв'язку задачі (1), (2) можлива тоді і тільки тоді, 
коли число ν  при 0( )t ξ =  не є власним значенням матриці ( )1, / , /E T k k kµ % %  для кожного 

вектора pk ∈ Z . За цих умов формальний розв'язок задачі (5), (6) має вигляд 

( )
1

0, , , , , , , ( )
D I D I D I

v t x E t E E T Z x
D D D D D D

−
      = ν − µ ϕ            % % % % % %

.                    (8) 

Оцінимо норму 2
0,q nv −  розв'язку (8): 

2
2

10 0
0

,
,

( ) /
T

q n
q n

v F t dt T F Z−
−

≤ ⋅ ϕ∫ , де 

*( ) , , tr , , , ,
D I D I D I

F t F t E t E t
D D D D D D

      ≡ =            % % % % % %
,      ( ) ( )

1 1
1 2 2

*trF F F
− − =   

 

і 2 0, , , ,
D I D I

F E E T
D D D D

   = ν − µ   
   % % % %

, причому [7] ( ) 1 2
1 2 20max ( ), ( ) detnmF C F F T F− −≤ , а 

( ) 1
2 max | | | |

nm
C

−= ν + µ . Тоді маємо нерівність 

( )
2

12 1
2 20 0

0

1
0,

,

( ) max ( ), ( ) det
T nm

q n
q n

v C F t dt F F T F Z
T

− −
−

−

≤ ⋅ ϕ∫ .           (9) 

Нехай 2 ( , )tΛ ξ  і 2 ( , )tλ ξ  відповідно максимальне і мінімальне власні числа матриці 
*( , ) ( , )l t l tξ + ξ , 

[ ]0,
( ) max ( , )

t T
t

∈
Λ ξ = Λ ξ , 

[ ]0,
( ) max ( , )

t T
t

∈
λ ξ = λ ξ . 

Теорема 1. Для оператора ( )F t  справджуються такі оцінки: 

( )02
0

/ , /
( )

Df D D I D
F nme≤

% % %
,                                              (10) 
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( )2 / , /
( ) TDf D D I D

F T nme≤
% % %

,                                             (11) 

( )2

0

1
4

/ , /
( )

T
Df D D I D

F t dt nme
T

≤∫
% % %

,                                          (12) 

де ( )0( ) max , ( ) ( ),( ( )) ( )f t T tξ = − ξ λ ξ − ξ Λ ξ , 
0

0 ( )
( ) ( , )

t
f d

ξ
ξ = λ τ ξ τ∫ , 

( )
( ) ( , )

T
T t
f d

ξ
ξ = Λ τ ξ τ∫ . 

Доведення. Згідно з (5), похідна ( )F t′  справджує співвідношення 

( ) ( ) ( )( ) ( )* *( ) tr , / , / , / , / , / , / , / , /F t D E t D D I D l t D D I D l t D D I D E t D D I D ′ = +
 

% % % % % % % % % . 

Оскільки 2 2*( , ) ( , ) ( , ) ( , )t l t l t tλ ξ ≤ ξ + ξ ≤ Λ ξ , то для функції ( )F t  справедливі такі нерівності: 

( ) ( )2 2, / , / ( ) ( ) , / , / ( )D t D D I D F t F t D t D D I D F t′λ ≤ ≤ Λ% % % % % %  і виконується умова нормування 

( )( )/ , /F t D D I D nm=% % . Тоді для довільного pk ∈ Z  при ( )1/ , /t t k k k≥ % %  отримаємо  

( )
1

1 1 1 1
2 2

,

, , exp , , exp , ,
t

k
k

t
k k

k k k k
F t F t nm k d nm k t t

k k k k k k k k
 
 
 

 
            ≡ ≤ Λ τ τ ≤ Λ −                     
 

∫
% %

% %
% % % % % % % %

 

та нерівність (11) і при ( )1/ , /t t k k k< % %  

1

1 1 1 1
2 2

,

, , exp , , exp , ,
t

k
t
k k

k k k k
F t nm k d nm k t t

k k k k k k k k
 
 
 

 
            ≤ λ τ τ ≤ λ −                     
 

∫
% %

% %
% % % % % % % %

, 

що дає нерівність (10). Отже,  

0

1 1
, ,

T
k

F t dt
T k k

  ≤ 
 ∫ % %

 

1
1 1 1 1

2 2

1 2
10

,
, , , ,

,

( ) ( )

k
t k k k kTk k k t t k t t

k k k k k k k k

k
t
k k

nm nm
e dt e dt I k I k

T T

 
              λ − Λ −                    

 
 
 

≤ + = +∫ ∫
% % % %

% % % % % % % %

% %

.    (13) 

Нехай ( )2 1 1 2/ , / /k k k k Tλ ≤% % % , тоді ( )1 1 2
1 0

2
/ , / /( ) /

t k k k
I k nm e dt T nm< <∫

% %
. Аналогічно 

при ( )2 1 1 2/ , / /k k k k TΛ ≤% % %  інтеграл 2 2( )I k nm< . 

Тепер нехай ( )2 1 1 2/ , / /k k k k Tλ >% % % , тоді виконується нерівність 

1

1

0

1 1
2

1
2

,

exp , ,

( )
,

k
t
k kk k

nm k t t
k k k k

I k
k

kT
k k

 
 
       − λ −            = =

 λ  
 

% %
%

% % % %

%
% %
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1 1
1 2

1 1
2 2 0

1
2

exp , ,

exp , max , , ,

,

k k
k t

k k k knm k k
nm kt

T k k k k k
k

k k

    − − λ                 = ≤ −λ            λ  
 

%
% % % %

%
% % % %

%
% %

 

а також  

2
1 1

2 2 0( ) exp , max , ,
k k

I k nm k T t
k k k k

       ≤ − Λ              
%

% % % %
 

за умови ( )2 1 1 2/ , / /k k k k TΛ >% % % . 

Звідси випливає, що для всіх pk ∈ Z  справджуються оцінки 

1
1 1

2 2 0( ) exp , max , ,
k k

I k nm kt
k k k k

     ≤ −λ          
%

% % % %
,                           (14) 

2
1 1

2 2 0( ) exp , max , ,
k k

I k nm k T t
k k k k

       ≤ − Λ              
%

% % % %
.                      (15) 

З нерівностей (13)-(15) випливає нерівність (12). Теорема доведена. 
Оцінимо тепер визначник в формулі (9). Параметри ν  і µ , від яких залежить виз-

начник, впливають не тільки на єдиність, але і на існування розв'язку задачі (1), (2) в 

просторі n
qH . Вибором параметрів можна зробити визначник як завгодно малим для без-

межної кількості векторів pk ∈ Z . Виникає проблема малих знаменників, для розв'язання 
якої природним є метричний підхід [8-13]. Будемо доводити, що в деякій області пара-
метрів, яка має малу міру, досліджувані знаменники можуть бути як завгодно малими, а 
поза цією областю мають шукану оцінку знизу (в нашому випадку – степеневу). 

Нехай ( ), B Bν µ ∈ × , де B  – одиничний круг з центром в початку координат 
комплексної площини. 

Теорема 2. Для довільного 0ε >  і параметрів ( ) ( ), \B B Bεν µ ∈ × , де міра множини 

Bε  менше ε , справджується оцінка 

( ) ( )1 102
2 3

, / , / , / , //| det | ( ) max ,
Df D D I D Df T D D I Dnm rF C r D e e

 ≥ ε  
 

% % % % % %
% ,       (16) 

де ( ) ( )1 ( )
, tr[Re ( , ) ]

t

t
f t l d

ξ
ξ = τ ξ τ∫ , ( ) 22 2

3 2
//( ) p

nmr nm
k

C r nm k
−

∈= π ∑ Z
% , 2/r pnm< − , 

Re[ ]⋅  - позначає дійсну частину. 

Доведення. Оскільки матриці ( )0, / , /E D D I D% %  і ( ), / , /E T D D I D% %  - невироджені, то 

( ) ( ) ( ) ( )( )10 0det , / , / det , / , / , / , /R D E D D I D E D D I D E T D D I D−= ν − µ =% % % % % %  

( ) ( ) ( )( )1 0det , / , / det , / , / , / , /E T D D I D E T D D I D E D D I D−= µ − ν% % % % % % ,         (17) 

За формулою Якобі  

( ) ( )( )1det , / , / exp , / , / .E t D D I D Df t D D I D=% % % % %                         (18) 

Далі використовуємо рівності  
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( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

1

1

1

1

0

0

det , / , / , / , / ,

det , / , / , / , / ,

nm

j
j

nm

j
j

E D D I D E T D D I D D

E T D D I D E D D I D D

−

=

−

=

ν − µ = ν − µ

µ − ν = µ − ν

∏

∏

% % % %

% % % %

 

де ( )j Dµ  – власні значення матриці ( ) ( )1 0, / , / , / , /E D D I D E T D D I D−µ % % % % , а ( )j Dν  – 

матриці ( ) ( )1 0, / , / , / , /E T D D I D E D D I D−ν % % % % . Якщо корінь кратний, він повторюється 

необхідну кількість разів. Для довільного вектора pk ∈ Z  нерівність 

( ) ( )11 2 2
3
// /nm r nm

j k C r kν − µ < ε %  виконується для множини ( )jB k Bν ×  векторів ( ),ν µ , 

міра цієї множини менша від величини ( )22 2
3
/ /nm r nmC r kεπ % , а нерівність 

( ) ( )11 2 2
3
// /nm r nm

j k C r kµ − ν < ε %  – для множини ( )jB B kµ× , міра якої також менша, ніж 

( )22 2
3
/ /nm r nmC r kεπ % . Очевидно, що множина Bε  міститься в об'єднанні множин 

( )( )1p
nm

jk j
B k Bν∈ =

×
ZU U  та ( )( )1p

nm
jk j

B k Bν∈ =
×

ZU U  і mesBε ≤ ε . Для векторів 

( ), Bεν µ ∉  виконуються протилежні нерівності ( ) ( )11 2
3
// /nm r nm

j D C r kν − µ ≥ ε %  і 

( ) ( )11 2
3
// /nm r nm

j D C r kµ − ν ≥ ε %  для всіх pk ∈ Z . Звідси та із рівностей (17), (18) 

отримуємо шукану нерівність (16). Теорема доведена. 
Приймемо, що ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )0 1 1

0
1 0min max , max , , ,T

t T
f nm f f f f T

≤ ξ ≤
α ξ = ξ + − ξ ξ − ξ ξ  

і ( )1sup / , /
pk

k k k
∈

α = α
Z

% % , тоді для векторів ( ) ( ), \B B Bεν µ ∈ ×  справедлива така теорема 

існування: 

Теорема 3. Якщо q j r
jD − −

αϕ ∈ E%  ( )0 1,j n= − , то існує і єдиний розв'язок задачі (1), 

(2) із простору n
qH , який становлять m  перших компонент вектора (8). 

Доведення. З нерівностей (4), (9)-(12), (16) випливає, що 

( )
( )

( )

( )
( )

( )

2
2 1 2

2
3

21
1 2

2
03

4

4

/ , /
,

/ , /
.

nm
D D D I D r

q n nm
q n

nm n D D D I D r
nm

q nj

nm C C
u e ZD

C r

nm C C
e ZD

C r

α −

−

− α −

−=

≤ ϕ ≤
ε

≤ ϕ
ε

∑

% % %

% % %

%

%

 

Вигляд розв'язку одержуємо за формулами (3) і (8). Єдиність випливає з нерівності (6). 
Теорема доведена. 
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АНАЛОГИ МЕТОДУ КУРПЕЛЯ ДЛЯ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ  
РІВНЯНЬ З ЗАПІЗНЕННЯМ 

 О.М. Дашко, 2000 

Запропоновано двосторонній метод, який не тільки зберігає надлінійну збіж-
ність курпелівських алгоритмів, а й не вимагає диференційовності правої час-
тини рівняння ( ) ( )x,tftx =′  щодо х.   

Twosided method, which is not only saving the super linear convergence of 
Kurlel's algorithms, but does not demand the differentiability with respect fox of the 
right term of the equation ( ) ( )x,tftx =′  is proposed x. 

Тут поширимо методику побудови аналогів двосторонніх алгоритмів Курпеля [1] на 
звичайні диференціальні рівняння, які містять запізнення аргументу. Застосування дво-
сторонніх алгоритмів до таких класів рівнянь започатковане у дослідженнях Г.М. Жданова 
[2], А.Д. Мишкіса [3] (див. також [1]). 

Будемо розглядати рівняння вигляду  

( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( ),tx,tx,thtx,tx,tgtx ττ −=′  (1) 

де ( ) ( )ttt ∆τ −= , ( ) 0t ≥∆  при [ ]T,tt 0∈  – неперервна і неперервні при [ ]T,tt 0∈ , 

( )M,xSs,y 0∈  функції ( )z,y,tg , ( )z,y,th . Шукатимемо неперервно диференційовний при 

[ ]T,tt 0∈  розв'язок ( )tx  рівняння (1), який задовольняє початкову умову 
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