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Розглянуто нелокальну багатоточкову задачу для бігармонічного рівняння. 
Досліджено деякі властивості для оператора цієї задачі, побудовано систему влас-
них функцій і встановлено її властивості. 

This paper considers a nonlocal multipoints problem for biharmonical equation. 
Some properties for the operator of this problem are investigated, the eigen functions 
system is constructed and its properties are established. 

Нехай ( ){ }2
1 2 1 2, 0 1 ;x x x R x xΩ = = ∈ < <  ∂Γ = Ω  – межа області, ν  – зовнішня 

нормаль до Г в т. х; 0 ( )C∞ Ω −множина фінітних нескінченно диференційовних функцій в об-

ласті nRΩ∈ ; { }4 3 4 4
2 2 2( ) ( ) : ( ), ( ) ;x yW u C D u L D u LΩ = ∈ Ω ∈ Ω ∈ Ω  – простір Соболєва з нормою  

4
2 2 2 2

2 22 2 4 4

( ) ( ) ( ) ( )x yW L L L
u u D u D u

Ω Ω Ω Ω
= + + , 

де 4 4,   x yD u D u  – узагальнені похідні. 
Розглянемо незбурену задачу 
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Нехай 0 4
2 2: ( ) ( )L W LΩ → Ω – оператор задачі (1), (2). 

0 ,L u Zu≡ коли 0( )u D L∈  , { }0 4 0 0
2 1 2( ) ( ) : 0D L u W l u l u≡ ∈ Ω = = . 

Введемо в розгляд нелокальну задачу  
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де 1,1 1,2 1, 2,1 2,2 2,0 ... 1 , 0 ... 1 ,m mx x x x x x< < < < < < < < < < 1 2( , )ja x x  – задані функції, непе-

рервні в 
_

.Ω = Ω ∪ Γ ,причому  

1, 1, 1 2, 2, 1 1 2 1 2 1 2, , ( 1, ), ( ,1 ) (1 , ) ( , ) ( 1, )S m s S m s j j jx x x x s n a x x a x x a x x j m− + − += = = − ≡ − ≡ = ,p=1,2. 

Нехай 4
2 2: ( ) ( )L W LΩ → Ω  – оператор задачі (3), (4) 

{ }4
2, ( ); ( ) ( ), 0 , 1,2 .iLu Zu u D L D L V W l V i≡ ∈ = ∈ Ω = =  

Оператори L0 та L назвемо майже подібними, якщо 
а) множини власних значень операторів L0 та L збігаються; 

б) існує оператор 2 2: ( ) ( )Q L LΩ → Ω  такий, що 0: ( ) ( )Q D L D L→  і 0 1L QL Q−=  

П.1.Властивості оператора L0 задачі (1),(2).  
Методом відокремлення змінних можна показати, що оператор L0 має такі властивості: 

Лема 1. 1) точковий спектр L0 складається з чисел вигляду  
4 4 4

, ( ) , ( , 1,2)n k n k n kλ π= + =  

  2) cистема власних функцій оператора L0 

{ }0 0
, 1 2 1 2( ) v ( , ) 2sin sin ; , 1,2,...k mV L x x kx n x n kπ π= = =  

утворює ортонормовану базу в 2 ( )L Ω . 
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Тоді оператори ,i jπ  – ортопроектори в 2 ( )L Ω  і одиничний оператор Е: 2 ( )L Ω →  2 ( )L Ω  

подамо у вигляді суми 11 21 12 22E π π π π= + + + ,а простір 2 ( )L Ω  у вигляді ортогональної суми:  

 2 ( )L Ω = 11 12 21 22 2, ( ).ij ij LπΗ ⊕ Η ⊕ Η ⊕ Η Η ≡ Ω  

Лема 2. Простори ijΗ  є інваріантними для оператора L0
 (i,j=1,2), тобто 

0 0: ( ) i j i jL D L ∩ Η → Η . 

При цьому 

 0
11 12 21 22σ(L ) σ σ σ σ ;= ∪ ∪ ∪  (6) 

 0
11 12 21 22V(L ) V V V V ;= ∪ ∪ ∪  (7) 

де 0( )Lσ − точковий спектр оператора L0 , V(Lo) – система власних функцій оператора L0. 

Vij - множина власних функцій L0 з , ( ),( , 1,2).i jH i jΩ =   

Нехай 4
0 2( ) ( )W L W⊂ Ω  – замикання 0( )D L  за нормою простору 4

2 ( )W Ω . 

Справедлива  
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Теорема 1. Оператор L0 є ізоморфізмом 0 ( )W Ω → 2 ( )L Ω . 

                              П.2.Властивості оператора L задачі (3),(4). 
Спектральні властивості оператора задачі (3),(4) описує  

Теорема 2. 1) σ (L) = σ (L0); 

2) Власні функції оператора L мають вигляд 0
,, ,k mk m k mV v v= + ∆ , де 0

,k mv – 

система власних функцій оператора L0 задачі (1),(2), а ,k mv∆ – деякі відомі функції 
(m,k=1,2,…).. 

3) Система ( )V L  повна і мінімальна в 2 ( )L Ω .  

Систему V(L) можна побудувати конструктивно.Визначимо функції ,k mv∆  так: 

а) , ( ) 0k mv x∆ ≡ , якщо , 11 ( )k m
oLλ σ∈  ( 2 ; 2 ; , )m s k p s p N= = ∈ ; 

б) , ( )k mv x∆ ≡ k,m
q 1 2

=1

( ) 2 sin 2
q

x qxϕ π
∞

∑ , якщо 0
, 21( ) ( 2 1; 2 ; , )k m L k p m s s p Nλ σ∈ = − = ∈ , 

де k,m
qϕ  є розв’язком рівняння 

4
,

0, , 14
1

( ) ( ) 0k m
q k m q

d
x

dx
λ λ ϕ+ − = . 

в) ,
, 2 1

1

( ) ( ) 2 sin 2k m
k m r

r

v x x rxχ π
∞

=

∆ ≡ ∑ , якщо  

0( ), ( 2 ; 2 1; , )
, 2,1

L k p m s s p N
k m

λ σ∈ = = − ∈ , 

де ,
2( )k m

r xχ  є розв’язком рівняння 
4

,
,0 , 24

2

( ) ( )k m
r k m r

d
x

dx
λ λ χ+ −  .  

г) 1 2 3 4
, , , , ,( )k m k m k m k m k mv x∆ ≡ ∆ + ∆ + ∆ + ∆ , якщо 0

, 22 ( )( 2 1; 2 1; , )k m L k r m s r s Nλ σ∈ = − = − ∈ , де 

1 ,
, 2 1

1

( ) 2 sin (2 1)k m
k m s

s

x s xγ π
∞

=

∆ = −∑  , 2 ,
, 1 2

1

( ) 2 sin (2 1)k m
k m t

t

x t xα π
∞

=

∆ = −∑  

,3 , 4
, 1 2 , 2 1

1 1

( ) 2 sin 2 , ( ) 2 sin 2
k mk m

k m e k m f
e f

x ex x fxβ π β π
∞ ∞

= =

∆ = ∆ =∑ ∑  

і , , , ,
2 1 1 2( ), ( ), ( ), ( )k m k m k m k m

s t e fx x x xγ α β β  визначається рівняннями: 
4

,
0, , 24

2

( ) ( ) 0k m
s k m s

d
x

dx
λ λ γ+ − = , 

4
,

0, , 14
1

( ) ( ) 0k m
t k m t

d
x

dx
λ λ α+ − =  

4
,

0, , 14
1

( ) ( ) 0k m
e k m e

d
x

dx
λ λ β+ − =  , 

4
,

0, , 24
2

( ) ( ) 0k m
f k m f

d
x

dx
λ λ β+ − =  . 

1. Каленюк П.И., Баранецкий Я. Е., Нитребич З.Н. Обобщенный метод разделения 
переменных, К., 1993. 2. Баранецький Я. О. Нелокальна багатоточкова задача для 
диференціальних рівнянь в частинних похідних другого порядку // Укр. мат. журн. 1990. 44. 
№9. С.1174-1181. 3. Горбачук В.И., Горбачук М.Л. Граничные задачи для дифференциально-
операторных уравнений. К., 1984. 

Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua


