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( )H Dq
n p , який зображається рядом (20) і неперервно залежить від функцій ( )ϕ j x , 

j n= 12, , ,K . 

Дії диференціальних виразів ϕ ∂
∂µj




  у формулі (10) можна визначити так: 

( )
( )

( ) ( )∫ 







⋅=









s

d,x,tVexp~
2

1
,x,tV j2/sj

R
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∂µ
∂ααϕ

π
µ

∂µ
∂ϕ , j n= 12, , ,K , 

де ( )~ϕ α – перетворення Фур’є функції ( )ϕ x . У цьому випадку, враховуючи, що для досить 

гладкої функції ( ) ( )exp α ∂
∂µ µ µ α⋅





= +Φ Φ , з формули (10) отримуємо інтегральне зоб-

раження розв’язку задачі (1), (2) 

( )
( )

( ) [ ]∑ ∫
=

⋅=
n

1j
jj2/s

s

d),t(Txexp~
2

1
x,tu

R

ααααϕ
π

.   (21) 

Для існування і єдиності розв’язку (21) задачі (1), (2) досить вимагати, щоб функції ( )ϕ j x , 

j n= 12, , ,K , належали простору ( )s
2L R , а їх перетворення Фур’є були фінітними в sR  [8]. 
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Досліджено умови існування та єдності розв’язку та отримано оцінки збіжності 
алгоритму.  

The two-sided process of sequential approximations to a solution of a boundary 

problem ( ) ( ) ,Txx γ=β+α 0  is constructed for the differential equation. ( )( ).tx,tf
dt

dx
=  

Are investigated of a condition of existence and uniqueness of a solution of a problem 
and the evaluations of convergence of process are obtained. 

Йдеться про алгоритм двосторонньої апроксимації розв’язків системи звичайних 
диференціальних рівнянь  

 ( )( ),tx,tf
dt

dx
=  (1) 

котрі задовольняли б лінійні крайові умови 
 ( ) ( ) ,Txx γ=β+α 0  (2) 

де ( )tx  – елемент напівупорядкованого банахового простору B  неперервних m-вимірних 

векторних функцій скалярного аргументу [ ]T;t 0∈ ; ( )( ) =D:tx,tf  [ ] [ ] ,Bb;aT; →×= 0  

( )Bb,a ∈ ; γ - m -вимірний сталий вектор; α  і β - сталі матриці порядку mm× . 

Задачу (1),(2), за дещо інших припущень, досліджували в [1] ( див. також [2, 3] ). 
Досліджуватимемо алгоритм наближеного розв’язання задачі (1),(2), що є однією з 

запропонованих М.С.Курпелем  [4, 5,] модифікацій методу С.О.Чаплигіна. На відміну від 
основного варіанта методу, алгоритми такого типу ( див. [4, 5, 6] ) не вимагають диферен-
ційовності правої частини рівняння , проте, за певних умов, зберігають притаманну методу 
С.О.Чаплигіна надлінійну  ( зокрема квадратичну ) швидкість збіжності ітерацій . 

Еквівалентне до задачі (1),(2) інтегральне рівняння  можна подати  в такій формі: 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) .dssx,sfdssx,sftx
t

T

t

∫∫ ββ+α+αβ+α+γβ+α= −−− 1

0

11  (3) 

Для побудови послідовних наближень до розв’язку задачі (1), (2) скористаємося 
оператором  

 ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ,dssdsst,t
t

T

t

∫∫ ψββ+α+ϕαβ+α=ψϕΛ −− 1

0

1  (4) 

вважаючи, що 

1)функція ( )( )tx,tf  неперервна, матриця β+α  неособлива, а матриці ( ) αβ+α −1  та 

( ) ββ+α −1  є додатними матрицями.  

Зауважимо, що в цьому випадку оператор ( ) ( )[ ]t,t ψϕΛ  буде ізотонним щодо ( )tϕ  і 
антитонним щодо ( )tψ . 

Постулюємо виконання в області D  таких умов: 
2) Задана неперервна за сукупністю аргументів функція ( ) ( )( ) [ ]×T;0:tz,ty,tF  

[ ] [ ] ,Bb;ab;a →×× така, що при [ ]T;t 0∈ , [ ]b;ax∈  

( ) ( )( ) ( )( )tx,tftx,tx,tF ≡ ;                                                    (5) 
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3) задані матриці ( ) ( )( )wtz,ty,tA1 , ( ) ( )( )wtz,ty,tB2  неперервних за сукупністю 

аргументів, не зростаючих щодо y , не спадних щодо z  дійсних функцій ( ) ( )( )tz,ty,ta ij,1 , 

( ) ( )( )tz,ty,tb ij,2 , які, як оператори щодо w , є лінійними неперервними, додатними опе-

раторами, – такі , що при ( ) ( ),tzty ≤  [ ]T;t 0∈ функція ( ) ( )( )tz,ty,tF  задовольняє нерівності 
 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )tx,ty,tFtx,tz,tFtytztz,ty,tA −≤−1 , (6) 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ).tytztz,ty,tBty,tx,tFtz,tx,tF −−≤− 2 , (7) 

4) кожна з нерівностей  
( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ]wz,y,tBz,y,tA;wz,y,tBz,y,tAw 2121 +−+Λ≥ ,                              (8) 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ]wz,y,tBz,y,tA;wz,y,tBz,y,tAw 2121 −−Λ≥ , (9) 

при ,zy ≤  [ ]T;t 0∈  тягне за собою правдивість нерівності θ≥w  (θ - нульовий елемент 
простору B  ) 

5) функція ( ) ( )( )tz,ty,tF  в області D  задовольняє нерівність 

 ( ) ( )( ) Mtz,ty,tF ≤ , (10) 

причому 

 ( ) TMbTMa −≤γβ+α≤+ −1 . (11) 

Визначимо  послідовності функцій ( ){ }tyn , ( ){ }tzn , як компоненти розв’язку системи  

( ) ( )( ) ( )( )[ ]
( )( ) ( )( )[ ]

( ) ( )[ ] ( )
( ) ( )( ) ( )( )[ ]

( )( ) ( )( )[ ]
( ) ( )[ ] ( )














γβ+α+Λ+
+−−Λ−
−−−Λ=

γβ+α+Λ+
+−−Λ−
−−−Λ=

−
++

+++

−
++

+++

;z,y,tF;y,z,tF

zzz,y,tB;yyz,y,tB

yyz,y,tA;zzz,y,tAtz

;y,z,tF;z,y,tF

yyz,y,tB;zzz,y,tB

zzz,y,tA;yyz,y,tAty

nnnn

nnnnnnnn

nnnnnnnnn

nnnn

nnnnnnnn

nnnnnnnnn

1
1212

11111

1
1212

11111

                   (12) 

Теорема 1. Нехай виконані умови 1)-5), на [ ]b;a  існує хоча б один розв’язок ( )t*x  

задачі (1),(2), а система інтегральних рівнянь (12) при кожному ,...,,n 210=  має єдиний 

розв’язок, тоді для послідовностей  ( ){ }tyn , ( ){ }tzn  справджуються співвідношення  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),tztzt*xtyty nnnn ≤≤≤≤ ++ 11  (13) 

при [ ] ,...,,n,T;t 2100 =∈  . 

Доведення. ■ При 0=n  згідно з умовами 3) та 5) ( враховуючи правдивість умов 1) та 
2) ) отримаємо нерівності 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )[ ]
( )( ) ( )[ ( )],yyz,y,tB;zzz,y,tB

zzz,y,tA;yyz,y,tAtyty

0100201002

010010100101

−−Λ−

−−−Λ≥−
                      (14) 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )[ ]
( )( ) ( )[ ( )].yyz,y,tB;zzz,y,tB

yyz,y,tA;zzz,y,tAtztz

0100201002

010010100110

−−Λ−

−−−Λ≥−
                      (15) 

З отриманої після почленного додавання (14) та (15) нерівності на підставі умови 4) 
отримаємо співвідношення ( ) ( ) ( ) ( ) θ≥−+− tztztyty 1001 . Враховуючи останню нерівність, з 
(14), (15) маємо 

( ) ( ) θ≥− tyty 01 , ( ) ( ) θ≥− tztz 10 .                                            (16) 

Враховуючи, що розв’язок ( )t*x  задачі (1),(2) задовольняє рівність 
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( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ]t*x,t*x,tF;t*x,t*x,tFt*x Λ= , 

з умов 1), 2), 5) отримаємо ( ) ( ) ( ),tzt*xty 00 ≤≤  а також, використовуючи співвід-

ношення (6), (7) та (16), 
( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )[ ],*xyz,y,tBz,y,tA;y*xz,y,tBz,y,tAtyt*x −−−−Λ≥− 100200110020011  (17) 

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )[ ],z*xz,y,tBz,y,tA;*xzz,y,tBz,y,tAt*xtz 100200110020011 −−−−Λ≥− (18) 

З останніх двох нерівностей та (16) отримаємо 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ).tztzt*xtyty 0110 ≤≤≤≤                                      (19) 

Отже, нерівності (13) справджуються при 0=n . 
Повторюючи наведені вище міркування з правдивості нерівностей (13) при kn =  

отримаємо їх правдивість при 1+= kn , що на основі принципу математичної індукції і 
доводить теорему. ■ 

Припустимо, що 6) задані матриці ( ) ( )( )wtz,ty,tA2 , ( ) ( )( )wtz,ty,tB1  неперервних за су-

купністю аргументів дійсних функцій ( ) ( )( )tz,ty,ta ij,2 , ( ) ( )( )tz,ty,tb ij,1 , які, як оператори що-

до w , є лінійними неперервними, додатними операторами, причому з нерівності ( ) ( ),tzty ≤  

( [ ]T;t 0∈ ) випливають співвідношення 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )tytztz,ty,tBtx,ty,tFtx,tz,tF 1 −−≤− ,                       (20) 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )ty,tx,tFtz,tx,tFtytztz,ty,tA −≤−− 2 ,                        (21) 

Теорема 2. Нехай в області D  справджуються умови 1)-6), система інтегральних 
рівнянь (12) при кожному ,...,,n 210= має єдиний розв’язок, і спектральний радіус матриці  

( ) ( ) ( ) ( )( )[ ],mMmMTMEQ β−+α−β+α−= −−
2112

11
1                                (22) 

де        
[ ]
[ ]

( ) ( ) ,z,y,tBz,y,tAmaxM

b,az,y
T,t

21
0

1 +=
∈

∈
 

[ ]
[ ]

( ) ( ) ,z,y,tBz,y,tAminm

b,az,y
T,t

21
0

1 +=
∈

∈
 

[ ]
[ ]

( ) ( ) ,z,y,tBz,y,tAmaxM

b,az,y
T,t

12
0

2 +=
∈

∈
 

[ ]
[ ]

( ) ( ) ,z,y,tBz,y,tAminm 12

b,az,y
T,0t

2 +=
∈

∈
 

менший від одиниці. Тоді існує єдиний на [ ]b,a   розв’язок ( )t*x  задачі (1), (2), до якого, 

рівномірно щодо [ ]T;t 0∈  збігаються послідовності  ( ){ }tyn , ( ){ }tzn  розв’язків системи (12).  

Доведення. ■ З нерівностей (13), (20), (21) випливають оцінки 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )[ ] ( ) ( )( ),tytzmMmMTMEtytz nnnn 112112
11

1 −−
−− −β−+α−β+α−≤−         (23) 

( ) ( ) ( ) ( )( ).tytzQtytz n
nn 00 −≤−                                                 (24) 

Своєю чергою, результати попередньої теореми, в силу принципу Шаудера, 
забезпечують існування крайнього на [ ]b,a  розв’язку ( ) ( )( )t*z,t*y . Враховуючи оцінки 

(23), (24) та нерівності (13), отримаємо ( ) ( ) ( )t*xt*zt*y == . Теорему доведено.■ 
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НЕСТАЦІОНАРНЕ ТЕМПЕРАТУРНЕ ПОЛЕ ДЛЯ СКІНЧЕННОГО 
ЦИЛІНДРА ПРИ ПОВЕРХНЕВОМУ ЛОКАЛЬНОМУ НАГРІВАННІ 

Cформульована динамічна задача про локальну дію температурного поля 
на оболонку. Для моделювання цієї дії використано дельтаподібні функції. 

The dynamic problem for the temperature field’s local effect upon the shell has 
been formulated. Delta-shaped functions have been used to model such an effect. 

У цій роботі визначається розподіл нестаціонарного температурного поля T  порож-
нистого циліндра скінченної довжини l  при наявності джерел тепла, локалізованих на 
внутрішній і зовнішній поверхнях. 

Задача зводиться до розв’язання рівняння [1] 
2 2 2

2 2 2 2

1 1 1
0

T T T T T

r r r r z a tϕ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ + + − =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

                                           (1) 

при граничних умовах 

( )1 0
T

T
r

γ ϑ−∂
− − =

∂
 при  1r r= , 

( )2 0
T

T
r

γ ϑ+∂
+ − =

∂
   при    2r r= ,                                              (2) 

0T =  при  0,z z l= = , 

де r  – радіальна координата; t  – час; 1 2,r r  – радіуси відповідно внутрішньої і зовнішньої 

циліндричних поверхонь; 1 2
1

rαγ
λ

= ; 2 2
2

rαγ
λ

= ; 1 2,α α  – коефіцієнти тепловіддачі відповідно 

на внутрішній і зовнішній циліндричних поверхнях; λ  – коефіцієнт теплопровідності; a  – 

коефіцієнт температуропровідності; ,ϑ ϑ− +  – температура середовища відповідно на внут-
рішній і зовнішній циліндричних поверхнях. 
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