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Отже, H∈α . Оператор T~  побудовано. Вибір ваги ( ) ss =ρ  зумовлений тим, що 

оператор T~  тоді є Фур’є-образом максимального оператора, породженого виразом 
( ) ( ) ( )uyyyl L ∞+′′−= ,02v,  у просторі оператор S відповідає граничній умові 0)0( =y . Зрозу-

міло, що всі значення ззовні півосі [0,∞) є власними для максимального оператора, а на пів-
осі [0,∞) знаходяться неперевний спектр і нескінченна послідовність власних значень { }nσ .  

Підкреслимо,що теорему 2 можна застосовувати у випадку звичайного диферен-
ціального оператора (а не максимального). У наведеному вище прикладі такий оператор 
виникає при введенні умови 0)0( =y  або деякої іншої граничної умови. 
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Встановлено умови однозначного визначення двох залежних від часу коефі-
цієнтів в оберненій задачі для параболічного рівняння. 

Conditions for unique determination of time dependent coefficients in inverse 
problem for parabolic equation. 

Вступ 

Серед обернених задач для параболічних рівнянь особливе місце займають задачі виз-
начення старших коефіцієнтів рівнянь. Специфіка цих задач полягає в неможливості пов-
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ного визначення невідомих коефіцієнтів, тобто знаходження коефіцієнтів, що залежать від 
всіх незалежних змінних. Саме цим пояснюється існування різних підходів до форму-
лювання та розв’язання таких задач. Відмінність як за методами, так і за результатами 
простежується у випадках, де невідомі коефіцієнти залежать лише від просторових змінних 
[1-3] або лише від часу [4-6]. У роботах [7,8] невідомий старший коефіцієнт рівняння зале-
жав від частини просторових змінних і часу. Подальший розвиток цього напряму полягав у 
припущенні, що старший коефіцієнт залежить від всіх аргументів, але залежність від час-
тини змінних, наприклад просторових, вважалась заданою [9,10]. 

У статті старший коефіцієнт в параболічному рівнянні шукається у вигляді лінійної за 
просторовою змінною функції з двома невідомими коефіцієнтами, що залежать від часу. 

1. Формулювання задачі 
В області { }Tt0 ; hx0:)t,x(T <<<<=Ω  розглянемо рівняння  

( ) )t,x(fu)t(bx)t(au xxt ++=                                             (1) 

з невідомими коефіцієнтами ( )ta  і ( )tb , з початковою умовою  

)x()0,x(u ϕ= ,     ]h,0[x∈ ,                                                (2) 

та крайовими умовами другого роду 
),t()t,0(u 1x ν=  )t()t,h(u 2x ν= ,      ]T,0[t ∈ .                           (3) 

Визначимо коефіцієнти ( )ta , ( )tb  та розв‘язок )t,x(u  задачі (1) – (3) так, щоб 

задовольнялись умови 
)t()t,0(u 1µ= ,     )t()t,h(u 2µ= ,         ]T,0[t ∈ .                                (4) 

Під розв’язком оберненої задачі (1) - (4) будемо розуміти трійку функцій 

( ))t,x(u),t(c),t(a  з класу [ ]( ) )(HT,0H T
21,222 Ω× ++ γγγ , 10 << γ ,  що задовольняють 

умови (1)-(4), при цьому 0)t(bx)t(a >+  на множині .Ω  

2. Існування розв'язку 

Теорема 1. Нехай виконуються умови 

1) [ ]h,0H)x( 2 γϕ +∈ , [ ]T,0H)t(),t( 21
ii

γµν +∈ , 2,1i = , )(H)t,x(f T
2,1 Ω∈ + γγ ; 

2) ,0)t,0(f)t(1 >−′µ  ,0)t,h(f)t(2 >−′µ ]T,0[t ∈ , 0)x( >′′ϕ , ]h,0[x∈ ; 

3) )0()0(1 ϕν ′= , )h()0(2 ϕν ′= , )0()0(1 ϕµ = , )h()0(2 ϕµ = . 

Тоді існує розв’язк задачі (1) - (4) при ]h,0[x∈ , ]t,0[t 0∈ , де число ]T,0(t0 ∈    

визначається вихідними даними задачі. 
Доведення. Припускаючи, що ( ))t,x(u),t(c),t(a  – розв’язок задачі (1) - (4) , покла-

даючи в рівнянні (1) 0x =  і hx =  та використовуючи умови (3), (4), приходимо до спів-
відношень 

),t,0(f)t,0(u)t(b)t( xx1 +=′µ                                                  (5) 

)t,h(f)t,h(u)t(c)t( xx2 +=′µ ,                                                 (6) 

де   
)t(bh)t(a)t(c += .                                                          (7) 

Задача (1)-(4) знаходження коефіцієнтів ( )ta  і ( )tb  еквівалентна задачі знаходження функ-

цій ( )tb  та ( )tc , причому виконання умови 0)t(bx)t(a >+  можна забезпечити, вимагаючи, 
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щоб ( ) 0tb >  та ( ) 0tc > . Покажемо, що під час виконання умов теореми функції ( )tb  та ( )tc  

є додатними на деякому проміжку ]t,0[ 0 , а рівності (5), (6) зводяться до вигляду  

,
)t,0(u

)t,0(f)t(
)t(b

xx

1 −′
=
µ

                                                   (8) 

,
)t,h(u

)t,h(f)t(
)t(c

xx

2 −′
=
µ

                                                 (9) 

де )t,x(u  – розв‘язок задачі (1), (2), (4). Друга похідна цього розв'язку за змінною x  при 

0x =  та hx = матиме вигляд 

( ) ( ) ( ) ( ) ++′−′′= ∫∫∫ τττµτττµξξξϕ d,h,t,ihG)(d,0,t,ihG)(d0,,t,ihG)t,ih(u
t

0

i22

t

0

i21

h

0

i2xx  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ,1,0,,,,),(,,,,
0 0

2

0 0

2 =−++ ∫ ∫∫ ∫ iddtihGuihaddtihGf
t h

i

t h

i xx
τξτξτξξττξτξτξ ξξξξ             (10) 

де 1,0i  ),,,t,x(G i2 =τξ  – функція Гріна другої крайової задачі відповідно для таких рівнянь 
теплопровідності: 

xxt u )t(bu =     та      ( ) xxt u )t(bh)t(au += . 

Припускаючи, що Tt0 ,t 00 << , настільке мале, що функції )t,0(uxx та )t,h(uxx  із 
співвідношення (10) можна оцінити знизу через 2)x(min

]h,0[
ϕ ′′ , із рівнянь (8), (9) отримуємо 

1B)t(b < ,         1C)t(c < ,                ]t,0[t 0∈ ,                          (11) 

де 

,
)x(min

))t,0(f)t((max2
B

]h,0[

1
]T,0[

1 ϕ

µ

′′

−′

=           .
)x(min

))t,h(f)t((max2
C

]h,0[

2
]T,0[

1 ϕ

µ

′′

−′

=  

Для оцінки невідомих коефіцієнтів знизу спочатку оцінюємо за методом Бернштейна 
[11] другі похідні розв’язку )t,x(u  задачі (1), (2), (4)  при 0x =  та hx =  зверху, тобто 

встановлюємо оцінки 

                                   ,C)t,h(u,C)t,0(u 3xx2xx ≤≤         ]t,0[t 0∈ .                      (12) 

Використовуючи  (12), із системи рівнянь (8), (9) отримаємо оцінки невідомих коефіцієнтів 
)t(b  та )t(c  знизу 

,B)t(b 2≥             ,C)t(c 5≥             ]t,0[t 0∈  .                       (13) 

де ,
C

))t,0(f)t((min
B

2

1
]T,0[

2

−′

=
µ

 .
C

))t,h(f)t((min
C

3

2
]T,0[

4

−′

=
µ

 

Спираючись на  встановлені оцінки, з (10) визначаємо довжину проміжку ]t,0[ 0 . У 

результаті отримаємо, що число 0t  повинно задовольняти нерівність  

[ ] ,2,1i, t,0t,0tCtCC 00i70i6i5 =∈≥++                             (14) 
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де константи ,2,1,7,6,5,, == jiC ji  залежать лише від вихідних даних задачі. 
Оцінки розв’язків системи рівнянь (8), (9) встановлено.  

Позначимо ( )c,b=ψ  та ( ) [ ]( ){ }1412
2

0 C)t(cC,B)t(bB:t,0 Cc,b ≤≤≤≤∈=Μ .  

Систему рівнянь (8), (9) запишемо у вигляді операторного рівняння 
ψψ
rr

P=  , 

де оператор P переводить M  в M . Перевірка того, що оператор P  є цілком неперервним, 
проводиться аналогічно роботі [12], що, в силу теореми Шаудера , дає існування непе-
рервного розв’язку системи рівнянь (8), (9). Із умов теореми  випливає також, що 

]t,0[)t(b),t(a 0
2γΗ∈ . Тоді ( )

0t
21,2H)t,x(u Ω∈ ++ γγ  і ми отримуємо розв’язок  задачі (1)-(4), 

визначений при [ ]0t,0t∈ , де число ,0, 00 Ttt ≤<  задовольняє умови  (14). 

3. Єдиність розв’язку 
Теорема 2. Розв’язок задачі (1)-(4) єдиний за умови, що 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ,0t,hftt,0ft 21 ≠−′−′ µµ          ].T,0[t∈                     (15) 

Доведення. Припустимо, що існує два розв’язки цієї задачі  ( ),)t,x(u),t(b),t(a iii  

( ).2,1i =  Для їх різниці ),t(a)t(a)t(l 21 −=  )t(b)t(b)t(m 21 −= , −= )t,x(u)t,x( 1υ )t,x(u2  

отримуємо задачу знаходження невідомого джерела: 

( ) ( ) xx2xx11t u )t(mx)t(l )t(bx)t(a +++= υυ  ,)t,x( TΩ∈             (16) 

0)0,x( =υ ,                           ]h,0[x∈ ,                                   (17) 

,0)t,h()t,0( == υυ         ]T,0[t ∈ ,                                    (18) 

0)t,h()t,0( xx ==υυ ,      ].T,0[t∈                                       (19) 

Позначаючи через ),,,( τξtxG  функцію  Гріна задачі (16), (17), (19), подамо її 

розв’язок у вигляді  

( ) ( ) ( ) ( ) τξτξτξτξτυ ξξ dd,,t,xG,u)(m)(lt,x
t

0

h

0
2∫ ∫ +=  .                         (20) 

Покладаючи в рівнянні (16) 0x = , hx =   та використовуючи  умови  (18), (19), при-
ходимо до системи інтегральних рівнянь 

( ) ( )×+−=+ )t(bih)t(a)t,ih(u)t(mih)t(l 11xx  

( ) ( ) ( ) .1,0i  ,dd,,t,ihG ,u)(m)(l xx

t

0

h

0
2 =+× ∫ ∫ τξτξτξτξτ ξξ                             (21) 

Враховуючи те, що  ( )t,xu2  є  розв’язком задачі (1) - (4), знаходимо 

( ) ( ) ( ) ,0))t,h(f)t(())t,0(f)t((
)t(ba(t)hb(t)

1
 t,hu t,0u 21xx2xx2 ≠−′−′

+
= µµ ]T,0[t ∈ . 

Тоді систему рівнянь (21) можна звести до системи однорідних рівнянь Вольтрерра 
другого роду 
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( ) ,d)),t(K)(m),t(K)(l(tl 12

t

0
11 τττττ∫ +=  

( ) [ ],T,0t,d)),t(K)(m),t(K)(l(tm 22

t

0
21 ∈+= ∫ τττττ  

з ядрами ,2,1j,i),,t(Kij =τ  що мають інтегровні особливості [13]. Отже, розв’язок 

))t(m),t(l(  системи (21) – тривіальний, і теорема доведена. 
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