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Зауваження. Якщо порядок n  рівняння (1) непарне число, A t Dj ( , ) ≡ 0 , j n= −1 1, ,K , 

а оператор A t D S Dn ( , ) ( ),∈ β γ  такий, що A t k t a bn ( , ) , [ , ]≤ ∈0  для всіх Н∈k , то для роз-

в’язку задачі (1), (2) умови єдиності (7) виконуються. Дійсно, ∆ ( , , )k t t1 2  за змінною t2  є 

розв’язком однорідного рівняння, що відповідає рівнянню (4) і має в точці t1  нуль крат-

ності n −1. За лемою 1 з [9] ∆ ( , , )k t t1 2 0≠  при t t2 1> . 
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ПРО УМОВУ СКІНЧЕННОСТІ ДИСКРЕТНОГО СПЕКТРА 
НЕСАМОСПРЯЖЕНОЇ МОДЕЛІ ФРІДРІХСА У ПРОСТОРІ З ВАГОЮ 

 Є.В. Черемних, 2000  

Розглядається модель Фрідріхса у просторі функцій інтегровних з квад-
ратом на півосі. За деяких умов гладкості на ядро збурення і на вагу дискретний 
спектр є скінченним. Побудовано приклад одновимірного збурення макси-
мального диференціального оператора, що має нескінченну множину власних 
значень на неперервному спектрі. 

Cheremnikh E. V. On the condition of finiteness of discrete spectrum of 
nonselfadjoint Friedrichs’ model in the spase with weght. Friedrichs’ model in the 
space of squared integrable on half line functions is considered. Under some conditions 
of smoothess on the kernel of the perturbation and the weight the discrete spectrum is 
finite.An exemple of one rank perturbation of maximal differential operator with 
infinite set of eigenvalues on continuous spectrum is given. 
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У працях [1-2] встановлено критерії скінченності дискретного спектра для моделі 
Фрідріхса. У випадку нескінченного диференційованого ядра відповідного інтегрального 
оператора встановлені критерії є достатніми і майже необхідними. 

Цю роботу можна розглядати як доповнення до праць [1-2]. Спочатку розглянуто 
простір з вагою на півосі і збурення у випадку, коли ядро аналітично в околі неперервного 
спектра. Друге питання стосується одновимірного збурення, коли ядро інтегрального опе-
ратора має похідні лише до певного порядку. Нагадаємо, що одновимірне збурення заслу-
говує на особливу увагу як з причини різноманітності спектра [3], так і за своїми 
застосуваннями [4]. 

У просторі ( )∞= ,02
ρLH  розглядаємо оператор BAST ∗+= , де ( ) ( ) 0, >≡ τττϕτϕS  і 

оператори BA,  діють з H  в деякий гільбертів простір G  за формулами 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )dssssBdssssA ρβϕϕραϕϕ ∫∫
∞∞

==
00

,  

Вважаємо вектор-функції ( ) ( ) Gss ∈βα ,  і вагу ( )sρ  такими, що оператор 

[ )∞∉→∗ ,0,: ζζ GGABS  є цілком неперервним і його норма прямує до нуля при ∞→ζ . 

За відомою лемою про голоморфну оператор-функцію [5] оператор ( ) ∗+= ABSK ζζ 1  є обо-

ротним для всіх [ )∞∉ ,0ζ  крім, можливо, множини значень, точки скупчення якої знахо-

дяться на півосі [ )∞,0 . Легко перевірити, що резольвента ( ) 1−−= ζζ TT  має вигляд 

( ) ( ) 11 , −−∗ −=−= ζζ ζζζζζ SSBSKASST , отже, згадана множина є множиною власних зна-

чень оператора T  ззовні півосі [ )∞,0 . Модель VST +=  може містити Фур’є образи 

оператора Штурма-Ліувілля (див. [7]). Нехай вага має вигляд ( ) ( ) 10,0, <<>=
∧

νρρ ν ssss  і 

нехай функція ( )s
∧

ρ , а також вектор-функції ( ) ( )ss βα ,  допускають аналітичне про-

довження в деякий окіл півосі [ )∞,0 . Тоді оператор-функція ( )ζK  допускає аналітичне про-

довження через ( )∞,0  і, отже, точкою скупчення власних значень може бути тільки точка 
0=ζ . Позначимо ( ) ( ) ( )( ) ( )ζζϕϕϕζ −−≡ sssR , тоді оператор ( ) ∗+= ABN ζζ R1  є оборот-

ним в околі 0=ζ  крім, можливо, скінченної множини точок. З представлення 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ )∞∉
−

=+= ∫
∞

;0,ds
s

ss
,ccNcK

0

00, ζ
ζ
ρβζβζβζαζζ                          (1) 

випливає, що всі полюси оператор-функції ( ) 1−ζK , для яких оператор ( )ζN  є оборотним, 

задовольнять рівність 

( ) ( ) ( )( ) 0,1 0
1 =+ − ζαζβζN                                                  (2) 

Як випливає з (1) рівняння (2) можна подати у вигляді  

( ) ( ) 01

1

0

0 =+
−∫ ζ
ζ

ζ
ν

Fds
s

s
F                                                    (3) 

де ( )ζ1,0F – деякі функції, аналітичні в околі точки 0=ζ . 

Лема. Нехай 10 <<ν  і 0>ε , тоді в області εζ < , [ )εζ ,0∉  існує розвинення 
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( )( ) k

k

k

k
ids

s

s ζ
ν
επζν

πν
π

ζ

νε ν

∑∫
∞

=

−

−
+−−=

− 00

lnexp
sin

                           (4) 

де функція ζln  неперервна в площині з розрізом [ )∞,0  і точка, що ( ) iπ=−1ln . 

Доведення. Введемо функції 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ds
s

s
ffwds

s

s
f ∫∫ −

=−=
−

=
−ε νε ν

ζ
ζ

ζ
ζ

ζ
ζ

0

1

0

0
1

,                   (5) 

Маємо 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )ζζζ
ζε

ε
ζ

ζζ
ζζ

ζν
νε

ν
ενε ν

wwds
s

s
s

s

s

s

sd
w ′++

−
=

−
+−

+
−

=
−

= ∫∫ −
2

0

1

00

 

Нехай ( )ζνζ ν lnexp≡ , після заміни 

( ) ( )ζζζ ν Cw 1−=                                                            (6) 

диференціальне рівняння відносно ( )ζw  набуває вигляду ( ) ( )( )εζεεζ νν −=1C . З (5) вип-

ливає, що ( ) ∞→







= ζ

ζ
ζ ,

1
Ow  і, згідно з (6), 

( ) ,,
1

∞→







= ζ

ζ
ζ νOC  тому ( ) ( ) ( )∫∫

∞−∞− −
=′=

ζ

ν
ν

ζ

ε
εζ

zz

dz
dzzCC  

Зауважимо, що контур інтегрування веде з ∞−  у точку ζ  і не перетинає інтервал ( )ε,0 . 

Оскільки ( ) νε ν=0f , то згідно з (5)-(6) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]εζδεζε
ν
ε

ε
ζε

ν
εζζ

ν
εζζζ νν

νζ

ν
νν

ν
ν

ν

,0 0 −−=
−

+=+=+= ∫
∞−

C
zz

dz
Cwff  

де позначено 

( ) ( )∫
−∞

−
=

0

0 ε
ε ν zz

dz
C     ( ) ( ) ( )∑∫∫

∞

=

−

−
=






 ++−=

−
=

100

...1
11

,
k

k

k

k
dz

z

zzz

dz

εν
ζ

εεε
εζδ

νζ

ν

ζ

ν  

Заміна tz −=  дає 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫
∞−∞

−

+
≡=

+
−=

00

0
1

,1
uu

du
DD

e

tt

dt
C

i

νν

νπ

ν
ν νν

εε
ε  

Отже, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) k

k

k
i

k
k

ki

k
eD

k
D

e
f ζ

ν
εν

εν
ζζε

ν
εν

ε
ζεζ

ν
πζν

ν
νν

ν

ν

νπ
νν ∑∑

∞

=

−
−

∞

=

−−

−
+−=

−
++−=

0

ln

1

 

Прирівнюючи стрибки лівої (див. (5)) і правої частин отриманої рівності на інтервалі 
(0,ε ), знаходимо ( ) πνσνσπ νν sin22 iDi = , звідки ( ) πνπν sin/=D  і розклад (4) доведено. 

Отже, лему доведено. 
Повертаючись до аналізу рівняння (3),  якому задовльняють власні значення оператора 

Т (йдеться про власні значення [ )∞∉ ;0ζ  в околі 0 для яких 0)( ≠ςN ). 

Згідно з (4) рівняння (3) набуває вигляду ( ) 0...... 1010 =+++++ ζζζ ν bbaa , де сте-
пеневі ряди мають ненульові радіуси збіжності. Зрозуміло, що це рівняння не може мати 
нескінченної послідовності коренів ∞→→ nn ,0ζ  які б не були коефіцієнти kk ba , .  
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Аналогічне твердження очевидно має місце і стосовно власних значень на півосі [0,∞) 
або, більш загально, спектральних особливостей оператора Т, тобто полюсів функцій 

1)( −
± σK . 

Отже, доведено теорему. 

Теорема 1. Якщо вага має представлення ( ) ( ) 10,0, <<>=
∧

νρρ ν ssss  і функція 

( ) ( ) ( )sss βαρ ,,
∧

 допускають аналітичне продовження в деякий окіл півосі [ )∞,0 , то мно-

жина власчних значень і спектральних особливостей оператора T  є скінченною. 
Розглянемо оператор VST +=  у випадку 1dim =G , тобто ( ) αβ HV ,⋅=  – 

одновимірне збурення. Нехай ( )sβ  – довільна функція з H , ( )sα  – тричі неперервно 

диференційовна функція в [ )∞,0 . Позначимо 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )22, σσσασαααϕσσαααϕ
σσσσ −−′−−=≡′−−=≡ sssssssss RR  

Теорема 2. Нехай ( ) αβ HV ,⋅=  і нехай [ ]21,σσ  довільний скінченний інтервал на 
півосі [ )∞,0 . 

Тоді, якщо 

[ ]
Hσ

HVV
α

ασ
σσ 2, 21

min
R

R
≤− ∗                                                         (7) 

то оператор VST +=  в інтервалі [ ]21,σσ  може мати лише скінченну множину власних 

значень. 
Доведення. Якщо ( ) 0,0 >=− σϕσT , то ( ) 0=σα  і власний елемент має вигляд 

σϕϕ = . Якщо kσ  – послідовність власних значень така, що [ ]210 ,σσσσ ∈→k , то з рівності 

kk kT σσ ϕσϕ =  внаслідок замкненості оператора T  випливає, що 0σ  – також власне 

значення оператора T . Оскільки ( ) ( )TDTD =∗ , то ( ) =
H0k

,T σσ ϕϕ  

( ) ( )( )
HH 0k0k

TT,T, σσσσ ϕϕϕϕ −+= ∗ або ( )( ) ( )( )
HHk VV

kk 00
,,0 σσσσ ϕϕϕϕσσ −=− ∗ . При 

∞→k  одержуємо ( )( )
H

VV
00

,0 σσ ϕϕ −= ∗ , тому ( )( ) =−
H0k 0k

, σσ ϕϕσσ  

( )( )
H00k

VV, σσσ ϕϕϕ −−= ∗ . Поділимо рівність на 0σσ −k  і покладемо ∞→k , тоді 

( )( )
HH

VV
000

,
2

σσσ ϕϕϕ −′= ∗ . Звідси знаходимо [ ]210 ,,
00

σσσϕϕ σσ ∈−′≤ ∗ VV
HH

, що 

суперечить (7). Теорему доведено. 

Зауважимо, що ( )
HHH

VV βααβ ,min2 −≤− ∗ , тому умова (7) виконується як 

тільки 

[ ]
H

H

H
H α

α
α

αβ
σ

σ

σσ 2, 21

min
2

1

R

R
≤−         (8) 

Як правило, побудова прикладів операторів з нескінченною множиною власних зна-
чень вимагає складних конструкцій. Відмітимо, що у випадку диференціальних операторів 
важливим є так званий максимальний диференціальний оператор. У зв’язку з цим наведено 
нескладний приклад збуреного максимального оператора, що має нескінченну множину 
власних значень. 
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Максимальний оператор в моделі Фрідріхса має вигляд  VST += ~~  [7], де 









∞<+=∃∈= ∫
∞

ττρϕττϕϕϕ dcccHSD )(|)()(|:)(|)
~

( 2

0

, 

)S
~

D(    ),()()(
~

∈+= ϕϕττϕτϕ cS . 

Побудуємо оператор ( ) αβ HST ,
~~ ⋅+= , що має послідовність власних значень 

∞→→> nnn ,0,0 σσ . Шукаємо функцію ( )sα  у вигляді 

( ) ( ) 0,1,0,10,
1

>>≡<<
+

=∑
∞

=
n

n n

n sss
s

A
s σα

σ
α  

де послідовність { }niσ  задовольняє умову Карлесона в півплощині [6, с.338] і є такою, що 

∞<∑
n

nσ . Якщо 1,0 << σs , то 

( ) ( )( )∑
∞

= ++
−=

1n nn

n

s

A
s

σσσ
ασR         (9) 

Виберемо ( ) 0, >= sssρ  і ( ) 1,0 >≡ ssβ , тоді ( ) ( )
−=

+
−= ∑

∞

n n

nn
н

gA

σσ
σ

βασ ,R  

( ) ( ) ( ) θθθσ σθσσ dfedegA n

n
n

n ∫ ∫∑
∞ ∞

−+−
∞

=

−=−=
0 01

, де 

( ) ( ) ( ) ( )
ds

s

ss
gegAf n

n
n

n ∫∑ +
== −

∞

=

1

01

,
σ
β

σσθ θσ         (10) 

Власні значення максимального оператора T~  відповідають кореням рівняння 

( ) ( ) 0,1 =+≡ нN βασ σR . Підбираємо параметри так, щоби ( ) 0=пN σ , або ( ) 1
0

=∫
∞

− θθθσ dfe п
п . 

Останнє рівняння подамо у вигляді 

( ) 2
1

0

2
1

nn dfe n σθθσ θσ =−
∞

∫ . 

Нагадаємо, що послідовність { }θσσ nen
−2

1
 є базисом Рісса замикання своєї лінійної оболонки в 

просторі ( )∞,02L  [6, с.338]. Оскільки ∞<∑
n

nσ , то { } 22
1

ln ∈σ . Використовуючи відповідну 

матрицю Грама знаходимо послідовність { } 2lcn ∈  таку, що ( ) θσσθ necf
n

nn
−

∞

=
∑=

1

2
1

. 

Порівняння з (10) дає рівності ( ) ...,2,1,2
1

== ncgA nnnn σσ  для визначення кое-
фіцієнтів nA . Виберемо ( ) 10,1 <<≡ ssβ  і ( ) 1,0 >≡ ssβ , тоді H∈β  і  

( ) ( )
∞→→












−=

+
= ∫ narctgds

s

ss
g

n

n
n

n ,2
1

12
1

0 σ
σ

σ
β

σ . 

Маємо 
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( ) ( )
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Отже, H∈α . Оператор T~  побудовано. Вибір ваги ( ) ss =ρ  зумовлений тим, що 

оператор T~  тоді є Фур’є-образом максимального оператора, породженого виразом 
( ) ( ) ( )uyyyl L ∞+′′−= ,02v,  у просторі оператор S відповідає граничній умові 0)0( =y . Зрозу-

міло, що всі значення ззовні півосі [0,∞) є власними для максимального оператора, а на пів-
осі [0,∞) знаходяться неперевний спектр і нескінченна послідовність власних значень { }nσ .  

Підкреслимо,що теорему 2 можна застосовувати у випадку звичайного диферен-
ціального оператора (а не максимального). У наведеному вище прикладі такий оператор 
виникає при введенні умови 0)0( =y  або деякої іншої граничної умови. 
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Встановлено умови однозначного визначення двох залежних від часу коефі-
цієнтів в оберненій задачі для параболічного рівняння. 

Conditions for unique determination of time dependent coefficients in inverse 
problem for parabolic equation. 

Вступ 

Серед обернених задач для параболічних рівнянь особливе місце займають задачі виз-
начення старших коефіцієнтів рівнянь. Специфіка цих задач полягає в неможливості пов-
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