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Сепарабельний гільбертів простір розбивається в декартів добуток гіль-
бертових підпросторів, на кожному з яких запроваджуються ймовірнісні роз-
поділи. Доводиться, що сукупний розподіл на вихідному гільбертовому просторі 
буде слабким розподілом специфічної конструкції. 

Separable Hilberts area separates in decart multiplade Hilberts under-areas on 
each of them is possible  distribution. It is proved that these devision on start Hilbert 
area will be weak distribution of spesific construction. 

Розглянемо дійсний гільбертів сепарабельний простір H  зі скалярним добутком >⋅⋅< ,  

та ортонормованим базисом { }ne . Базис { }ne  вважаємо безумовним [1]. 

Лема. Сепарабельний дійсний гільбертів простір можна розбити на декартів добуток l  
сепарабельних гільбертових просторів з базисами, об’єднання яких становить базис 
розбиваного простору. 

Доведення. Розіб’ємо базис { }ne  гільбертового простору H  на підбазиси { } lie
in ,1, =  і 

розглянемо лінійні оболонки послідовностей лінійно-незалежних елементів { } lie
in ,1, = . 

Отже, ми визначили сукупність ортопроекторів liPi ,1, = , кожен з яких проектує на відпо-

відну лінійну оболонку якогось { } lie
in ,1, = . 

Для скінченно-вимірних лінійних оболонок лема справджується очевидно. 
Нехай { }

kne  і { }
mne  – сепарабельні підбазиси базису { }ne . Тоді, Hx∈∀  
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Оскільки для { }ne  виконується рівність Парсеваля, то для ∞<xx,  як для доданків 

суми 
2

, xxx >=< , тобто лему треба вважати доведеною і для випадку розбиття базису { }ne  

на зчисленні підбазиси. 
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Підпростори, які виникли, трактуємо як простори через те, що кожен з підбазисів { }
ine  

є базисом відповідного підпростору, нанизаного на { } { } { }
ii nssn eeee ∉⋅ ,0U  і кожному з цих 

підпросторів ізоморфно відповідає простір, нанизаний на { }
ine . Гільбертові підпростори 

liHi ,1, =  в цьому випадку – як замикання лінійної оболонки – відносно збігаються з ліній-

ними оболонками { }
ine , скалярні добутки  i>⋅⋅< ,  в кожному iH  запишуться як 

,,, >=<>< ∗∗ yPxPyx iii де ∗∗ yx ,  – довільні продовження iHyx ∈,  в простір H . 

Теорема. Загальний вигляд слабкого розподілу в дійсному сепарабельному гіль-
бертовому просторі H , для якого зберігається інваріантність міри в H , можна подати для 
відповідної циліндричної міри µ  в H  формулою 
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де ( ) ( ) Heeteet jjjjjj
θµµ ⋅=∗

KK ,,,,
2121

, ( )K,,
21 jjj eetµ  – гауссівська циліндрична міра в 

2,1, ljHH j =⊂   зі зліченним базисом, Hθ  – індикатор простору H  (тобто, ∗
jtµ  є мірою в 

H ); ( )H
iiniiiinii eeeeee θνν ⋅=∗

,,,,,,
2121
KK , 

iinii eee ,,,
21
Kν – борелівська міра в лінійній оболонці 

базисних елементів ∞<iinii neee
i
,,,,

21
K . 

Доведення. Вираз (2) є стандартною продакт-мірою [2], оскільки співмножники є 
цілковито визначеними на  H  мірами. 

Доведемо можливість оснащення кожного дійсного сепарабельного гільбертового 
простору H  формою (2). 

Розглянемо циліндричну міру δ  на гільбертовому дійсному сепарабельному просторі 
H  вигляду ( ) ( )EE χδδ 0= , де ( )⋅0δ  є довільна борелівська міра на кожному скінченно-

вимірному nR , HPn dim= , P  – ортопроектор, { }FPxHxE ∈∈= ; , де nRF ⊂ , χ – 

ізоморфізм між HP  і nR . 

Маємо внаслідок цього 

( ) ( ) n

F

n dxdxdxxxxfE KK 21210 ,,,∫=
χ

χδ  

якщо ( )nxxxf ,,, 21 K  – щільність розподілу в nR . 

Звідси, аналогічно [3], запроваджуємо міри 
( ) ( ){ }FexexexHxF

iiinii iniieee ∈><><><∈= ,,,,,,; 21,,, 21
KK δν  

для кожного i , тобто – вагою теореми Колмогорова [4] – в межах кожного i  маємо 
узгоджену сім’ю мір, тому що кожна  
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буде неспадною функцією. 

Для різних 1,1 li =  є допустимим ( )⋅δ брати неспадаючими. 

Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua



 120 

На основі цього існують ймовірнісний простір ( )ii m,Ω  і випадкові значення 

inii i
ξξξ ,,, 21 K  такі, що in∀  

( ) ( ) ( )( ){ } ( ) ( )3,,,; ,,,21 21
FFm

iiniii eeeiniii KK νχωξωξωξω =∈  

Побудовані міри  
iinii eee ,,, 21 Kν є інваріантними відносно зсувів та зчисленно-адитив-

ними. 

Для побудови мір ( )K,, 21 jjt ee
j

µ  скористаємося в кожному 2,1; ljH j =  гауссівськими 

циліндричними мірами з параметром jt  
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де { } jjjjjj HPnFxPHxE dim;; =∈∈= ; jP  – ортопроектор в jH , dx  – міра Лебега в 

jj HPχ ; 
j

⋅  – норма, породжена скалярним добутком j>⋅⋅< ,  в jjjj HPFH ⊂, . 

Тут міра 
jtµ є скінченно-адитивною. 

Зчисленно-адитивну борелівську міру ( )
jjnjjj eeet ,,, 21 Kµ  в кожному inR  визначимо за 

формулою 
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що дає узгоджену сім’ю ймовірнісних мір. Отже, ∞<∀ jn  існують ймовірнісний простір 

( )jj m,Ω  і випадкові значення jnjj j
ξξξ ,,, 21 K  такі, що  

( ) ( ) ( )( ){ } ( )( ) ( )5,,,; ,,,21 21 jeeetjjnjjj FFm
jjnjjjj KK µχωξωξωξω =∈  

а, згідно з теоремою Тулча  [5] , вираз (5) залишається справедливим і для 2,1, ljn j =∞→ . 

Побудовані міри ( )K,, 21 jjj eetµ  є інваріантними відносно повороту щодо гільбертового 

простору joH , вкладеного в вихідний простір jH  в межах абстрактного вінерівського про-

стору ( )jjoj HHi ,,   [3] . 

Продакт-міра ( )∏
=

∗
2

21
1

l

j
jejejt K,,

µ  вкладається в схему кратного абстрактного вінерівського 

простору [6]. 
Спосіб конструювання згідно з формулою (2) міри µ  в дійсному сепарабельному 

гільбертовому просторі H  є гарантією застереження інваріантності міри µ , яка залежно від 
структури має характер інваріантності зсувовий, обертальний, зсуво-обертальний. 

Теорему доведено. 

Наслідок 1. Міра µ  визначає відповідний слабкий розподіл в гільбертовому просторі 
H . 

Доведення. Оскільки міра µ  є циліндричною в H  згідно з побудовою, на підставі 
присутності взаємооднозначної відповідності між слабкими розподілами і циліндричними 
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мірами в H  [3], то загальна форма слабкого розподілу в гільбертовому просторі є побу-
дованою. 

Наслідок доведено. 

Наслідок 2. Ймовірнісний функціонал на дійсному сепарабельному гільбертовому 
просторі цілком визначається за допомогою формули (2). 

Доведення. Розглянемо текст теореми та наслідку 1. Означення міри формулою (2) та 
зазначення відповідного слабкого розподілу надають змогу інтегруванням на цій мірі, 
ставити у відповідність цьому слабкому розподілу функціоналом 

( ) ( ) ( )∫=Φ
H

dxxff µ  

весь можливий спектр відповідних значень, що узгоджується з теоремою Рісса. 
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У роботі розглянуто нову методику побудови окремого класу числових 
методів розв'язування жорстких систем, яка є універсальною для методів довіль-
ного порядку точності. 

New methodology for construction of the separate class of numerical methods to 
solve the stiff systems is proposed. It is universal for the methods of arbirary exactness 
order. 
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