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У статті розглянуто забезпечення точності наближення комбінацій  прирос-
тів тейлорівських розвинень при їх однокроковій апроксимації під час роз-
в’язання систем диференціальних рівнянь другого порядку. 

The question of accuracy of approximations of Taylor’s expansion fortheir one – 
step approximation for finding the solution of second  order systems of differential  
equations  were  investigated. 

Реалізація дробово-раціональних наближень довільного p – го порядку узгодженості з 
однокроковою чи багатокроковою апроксимаціями приростів тейлорівських розвинень 
відносно біжучого вузла інтегрування при числовому дослідженні жорстких систем дифе-
ренціальних рівнянь другого порядку здійснюється на основі рекурентної процедури, запро-
понованої для систем диференціальних рівнянь першого порядку в роботі [1] . Ця ідея була 
використана  і з відповідною модифікацією застосована для розв’язання систем другого та 
вищих порядків. 

Суттю цієї статті є дослідження забезпечення точності наближення відповідних 
комбінацій приростів тейлорівських розвинень для їх однокрокової апроксимації при зна-
ходженні розв’язку систем диференціальних рівнянь другого порядку 

),,( yyfy ′=′′ x                                                                       (1) 

де    SR∈y ,    SR∈f ,  ],[ 0 kxxx∈ ,   00 )( yy =x ,  00 )( yy ′=′ x . 

Після формального розширення такої системи одержуємо задачу видгляду 
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з початковими умовами 

01001 )( yzz ==x ,   02002 )( yzz ′==x ,   2,1, =∈ iRS
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Розв’язок системи (2) будемо трактувати як двокомпонентний вектор-стовпець 
вигляду 

Τ= ),( 21 zzz ,                                                                                    (3) 

де кожна компонента  є своєю чергою вектором розмірності вихідної нерозширеної сис-
теми. Матриця Якобі системи (2) має відповідний вигляд  
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Розглянемо структуру дробово-раціонального числового методу p – го порядку 
узгодженості розв’язання систем рівнянь вигляду (1) або (2) 
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і ( )Τ= iii ,2,1 , AAA ,   ( )Τ= nknknk ,,2,,1, ,FFF  – двокомпонентні вектори, кожна з компонент 

яких теж є вектором розмірності S. Прирости тейлорівських розвинень nk ,F  забезпечують 

відповідний порядок узгодженості методу за умови відповідної точності їх апроксимації лі-
нійними однокроковими методами. Методика побудови таких однокрокових методів 
викладена в [2]. 

Розглянемо структуру векторів iA  різних порядків 
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отже, нескладно встановити вигляд такого вектора довільного порядку m 
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де внутрішня сума знакопочергового числа комбінацій подана через конкретне значення, 

одержане методом математичної індукції. Зазначимо, що кожен вектор )( j
nz  згідно з (3) має 

вигляд 
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Апроксимаційні коефіцієнти для однокрокового наближення похідних будуємо згідно 
з твердженням [2] про порядок апроксимації другої похідної в поточному сітковому вузлі 
інтегрування у вигляді 
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тодикою, викладеною в [2], [3].Отже, залежно від значення порядку точності вектора iA  
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роксимації. Розглянемо деякі з них, включаючи апроксиманту другої похідної 
nnnn hxh ,1,1,10 ),,( zzzfk ′′=′= ; 

( ) )(,, 3
,1

2
,1

]1[
1,1

]1[
1,111 hOhhhxh nnnnn +′′′+′′=′+= Λ

+
Λ
+ zzzzfk ; 

( ) );(
2

,, 4,1
23

,1
2

,1
]2[

,1
]2[

,12 hO
h

hhhxh ni
ninnnini

ii
+

′′′′
+′′′+′′=′+= Λ

+
Λ
+

z
zzzzfk

α
αα αα  

( )
);(

!32

,,

5
)5(

,1
34

,1
23

,1
2

,1

]3[
,1

]3[
,13

hO
hh

hh

hxh

nini
nin

nnini ii

++
′′′′

+′′′+′′=

=′+= Λ
+

Λ
+

zz
zz

zzfk

αα
α

α αα
                               (9) 

( ) )(
!

1 2

0

)2(
,1

+

=

+ += ∑ l
l

k

k
n

k
ili hOh

k
h zk α ,       ( )li ,1= ,    ji αα ≠ ,   ( ]1,0∈iα . 

Значить, для апроксимації похідних другого та вищих порядків будемо використовувати 
лінійну комбінацію коефіцієнтів lik , вибираючи її параметри згідно з узгодженням порядку 

точності. 
Запишемо структуру векторів iA , враховуючи зазначене вище 
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Параметри лінійної комбінації другої компоненти вектора 2A  задовольняють систему 

рівнянь, що має єдиний розв’язок, для забезпечення порядку апроксимації 
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Розглянемо вектор 
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Запишемо кожну компоненту вказаного вектора, використовуючи подані в (9) 
коефіцієнти 11k та 0k  для однокрокової апроксимації першої компоненти, а i2k й 0k  

відповідно для другої: 
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)( 1113003,13,1 kkzA ξξ ++′= hh n ; 

222221130033,2 kkkA ξξξ ′+′+′= . 

Узгоджуючи порядок апроксимації, одержимо дві системи рівнянь, кожна з яких має 
розв’язок, оскільки детермінантами таких систем є визначники Вандермонда 
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Подібно до зазначеного вище кожна з компонент вектора 4A  (6) буде апроксимована 
лінійними однокроковими методами з використанням відповідних коефіцієнтів, а  відтак їх 
вигляд буде таким: 

)( 22242114004,14,1 kkkzA ξξξ +++′−= hh n . 

Вектор 4,2A  містить значення похідних від другого до п’ятого порядку, тому для його 

наближення необхідно використати вже інші коефіцієнти вигляду (9) 
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Для визначення параметрів 4iξ  та 4iξ ′  підставляємо значення  lik та прирівнюємо 

відповідні вирази, а відтак маємо знову дві системи рівнянь, з головним визначником, від-
мінним від нуля, оскільки ji αα ≠  
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Вказану методику визначення приростів тейлорівських наближень для забезпечення 
точності апроксимації відповідного порядку можна застосувати аналогічно й для дробово – 
раціональних методів довільного  порядку p при його реалізації рекурентною процедурою 
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[1]. Тоді кожна з компонент вектора iA  ( )pi ,1=  для  забезпечення відповідного порядку 

точності )( 1+ihO  визначатиметься такими співвідношеннями: 
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а параметри jiξ  та jiξ ′  визначаються з відповідних систем лінійних алгебраїчних рівнянь  
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що мають, як слідує зі структури головного детермінанта системи, єдиний розв’язок при 

кожному конкретному наборі значень параметрів ),1(, ijj =α . 

Розглянутий підхід дає змогу забезпечити потрібний порядок апроксимації відпо-
відних коефіцієнтів iA  при числовому дослідженні жорстких систем диференціальних рів-

нянь другого порядку. 
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