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Зауваження. Як вже зазначалося, 1λ  насправді не конче мусить бути дійсним числом. 

Результати, наведені вище, можна розповсюдити на загальні класи рівнянь. 

Зауваження 2. Якщо 11 >λ  і справджуються умови теореми 3, то під час практичних 

обчислень для уникнення труднощів, зумовлених можливістю нагромадження похибок 
заокруглень, доцільно використовувати при кожному n  або при деяких з них рівність (6) як 
контрольну. 
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 Національний університет "Львівська політехніка", кафедра прикладної математики 

ПРО АПРІОРНІ ОЦІНКИ РОЗВ'ЯЗКІВ ПАРАБОЛІЧНИХ СИСТЕМ З 
ВИРОДЖЕННЯМ НА ПОЧАТКОВІЙ ГІПЕРПЛОЩИНІ 

 І.П. Мединський, 2000 

Установлено апріорні оцінки розв'язків параболічних систем із слабким ви-
родженням на початковій гіперплощині в спеціальних просторах Гельдера. 

The a priori estimates of the solutions of parabolic systems with weak 
degenerations on the initial hyperplane in special Hölder spaces is established. 

Дослідженню параболічних систем рівнянь з виродженням на початковій гіпер-
площині присвячені праці [1,2,5-7]. В [1,2,6] побудована і досліджена фундаментальна 
матриця розв'язків (ф.м.р.) задачі Коші для таких систем. Властивості інтегралів типу по-
хідних від об'ємного потенціалу вивчали в [8]. Тут ці результати застосовувані для вста-
новлення апріорних оцінок розв'язків параболічних за Петровським систем рівнянь із слаб-
ким виродженням на початковій гіперплощині у просторах Гельдера. Одержані оцінки зас-
тосовуватимуться для встановлення коректної розв'язуваності лінійних систем, а також ло-
кальної розв'язуваності відповідних квазілінійних систем. 

1. Використовуватимемо такі позначення: Nbn ,,  – задані натуральні числа; T  – 

задане додатне число; [ ] [ )∞→ ,0,0:, Tβα  – неперервні функції такі, що ( ) ( ) 000 =βα , 

( ) 0>tα  і ( ) 0>tβ  для 0>t , β  монотонно неспадна; ( )122 −≡ bbq ; ( ){ },Htx,t ∈≡ΠΗ , 

nRx∈ [ )+∞⊂ ,0H ; NC  – сукупність усіх стовпців висоти N , елементами яких є комплексні 
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числа; ( ) ( )∫≡
t

d
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θτ, , ( ) ( )

( )∫≡
t

dtB
τ

θ
θα
θβτ, , ( ) ( ){ }ττ ,exp, tdAtE d ≡ ,  ( ) ≡x,,tEc τ  

( )( ){ }qq1 x,tBcexp −−≡ τ , ( ) ( ) ( )τττ ,,,,, tExtExtE d
c

d
c ≡ , ( ) ( )−⋅≡⋅∆ ′ ,tf,tft

t ( )⋅′,tf , ( ) ≡⋅∆ ′ x,fx
x  

( ) ( )x,fx,f ′⋅−⋅≡ , ( ) ( ) ( )⋅′′−⋅≡⋅∆ ′′ ,,,,,,,
, xtfxtfxtfxt
xt ; ,tt ′≤  { } ., nRxx ⊂′ I – одинична мат-

риця порядку N ; ( ) ( )( )( ) 2121,,;, xxttAxtxtp b ′−+′≡′′  – спеціальна відстань між точками 

),( xt  і ( )xt ′′, ; η  – характеристична функція проміжку [ )∞,0  ( ) ( )( ) ( )τα
ττ ν

ν
d

tBtttI
t

t
∫ −≡
2

1

,,, 3321 , 

[ )Tt ,01 ∈ , { } ( ]Ttt ,0, 32 ⊂ , [ ]1,0∈ν ; ( ) ( ){ }q
xtkexpx,t ≡Ψ , ( ) [ ]Txt ,0, Π∈ , де ( ) ≡tk  

( )( )( ) q11b21b2
00 at,TBTcac

−−− −−≡ , [ ]Tt ,0∈ , ( )cc ,00 ∈ ; ( )
( )
( )∑

≤∈ Ψ

∂
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k
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Rx xt

xtu
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n
2 ,

,
sup . 

Розглянемо систему N  рівнянь вигляду 

               ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ].,,,,,, ,0
21

0 T
bk

k
xkt xtxtfxtuxtaxtatIt Π∈=













−∂−∂ ∑

≤≤

βα             (1) 

Для коефіцієнтів системи (1) використовуватимемо такі умови. 

1) bkak 2, ≤ , є такими, що вираз ( )∑
≤

∂−∂
bk

k
xkt xtaI

2

,  є рівномірно параболічним за 

Петровським в шарі [ ]T,0Π ; 

2) коефіцієнти bkak 2, ≤ , обмежені в [ ]T,0Π , задовольняють умову Гельдера з показ-

ником ( )1,0, ∈γγ  за змінною nRx∈  рівномірно відносно [ ]Tt ,0∈ ; 

3) коефіцієнти bkak 2, = , неперервні за змінною t  на [ ]T,0  рівномірно відносно 

nRx∈ ; 

4) ( ) ( ) ( )( ) ( ),,,,:2,0 2b
kk

n ttACxtaxtabkkRxC γ′≤′′−≤∀∈∀>∃  Ttt ≤′<<0 ; 

5) [ ] ( )( ) ,,,0:,00 21 0
MttITtM b ≤∈∀>∃ −γ   ( )1,00 ∈γ .  

Під час виконання умов 1) – 3) в [1, 2] доведено існування ф.м.р. задачі Кощі для 

системи (1) ( )ξτ ,;, xtZ , Tt ≤<< τ0 , { } nRx ⊂ξ, , для якої правильні оцінки 

                               ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )ξττξτ −≤∂ +− xtEtBCxtZ d
c

bknk
x ,,,,;, 2 ,                                  (2) 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )ξτξττξτ γγ −′+−′−≤∂∆ ++−′ xtExtEtBxxCxtZ d
c

d
c

bknk
x

x
x ,,,,,,;, 2 , 

                                         { } bkRxxTt n 2,,,,0 ≤⊂′≤<< ξτ ,                                           (3) 

з деякими сталими RdcC ∈>> ,0,0 . 

Якщо додатково виконується умова 4), то для ф.м.р. Z  в [6] доведено правильність 
оцінок 
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( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) { } ;2,,,,0,,,,,

,,;,,;,,;, 2
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            (4) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )bkd
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k
x tBtCEdxtZ

n

2,,,;, γττξξτ −−≤∂ ∫ , { } bkRxTt n 20,,,0 ≤<⊂≤<< ξτ ;      (5) 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )ττξξτξξτ γ ,~,,;,,;,,;, 2 tEtBxtxtpCdxtZdxtZ dbk

R

k
x

R

k
x

nn

−
′ ′′≤′′∂−∂ ∫∫ , 

                        { } ( )( )ttdttbkRxxTtt n −′+=≤<⊂′≤′≤< ηξ ~,20,,,,0 .                       (6) 

Інколи використовуватимемо ще таку умову: 

6) Існують обмежені і неперервні за t  похідні bkak
k
x 2, ≤∂ , які задовольняють у шарі 

( ]T,0Π  умову Гельдера за змінною x  із показником γ . 

2. Означимо простори, які використовуватимуться надалі. 
Для функції [ ] NT Cf →Π ,0:  використаємо умови 

1F . f  неперервна в [ ]T,0Π ; 

2F . [ ] [ ] ( )
( ) C

xt

xtf
tfWTtC

nRx

≤








Ψ
≡∈∀>∃

∈ ,

,
sup;:,00 0 ; 

3F . f  задовольняє в шарі [ ]T,0Π  локальну умову Гельдера за x  із показником 

( )1,0∈λ ; 

4F . ( ] ( )( ) ( ) [ ] ( ) C
d

fWtBTtC
t

b ≤∈∀>∃ ∫ +−

τα
τττ λ ;,:,00 0

0

21 . 

Аналогічні умови для функції [ ] NT Cu →Π ,0:  позначатимемо { }4,3,2,1, ∈iUi . Ці умо-

ви одержуються з умов 41,..., FF  заміною f  на u . 

На початкову функцію N
n CR →:ϕ  накладемо такі умови: 

Ф1. Функція ϕ  є неперервною; 

Ф2. Існують неперервні похідні ( ) bkxk
x 2, ≤∂ ϕ , які задовольняють умову Гельдера за 

x  із показником ( )1,0∈λ ; 

Ф3. CC
b ≤>∃ +λϕ 2

:0 , 

де     
( )

( ) { }
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( ) ( )( ) 
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


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

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















Ψ

∂
≡ ∑∑

≤
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′≤∈

+
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k
x

x
x
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Rxxbk

k
x

Rx

b

xx

xxx

x

x

nn
2,2

2

,0,0
sup

,0
sup

ϕϕ
ϕ

λ
λ

. 

Позначатимемо такий клас функцій λ+bC 2 . 

Для заданого числа ( )1,0∈λ  позначимо через ( )bC 2,λλ , 0,λC  і 0,0C  простори непе-
рервних функцій [ ] NT Cu →Π ,0: , для яких скінченні відповідно норми 
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( ) [ ] ( )bb
uuu 2,0,02, λλλλ +≡ , [ ] 0,0,00, λλ

uuu +≡  і 0,0
u , де 

( ) [ ]

( )
( )xt

xtu
u

Txt ,

,
sup
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[ ] ( )
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,,,
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, 

[ ]
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( ]

( ) ( ) ( )( )( )λλ −−′

∈′≠
⊂′

′−′Ψ+Ψ∆≡ xxxtxtxtuu x
x

Ttxx
Rxx n

1

,0,
,

0, ,,,sup . 

За допомогою означених просторів уведемо простір λγ ,U . Він складається з функцій 
0,0Cu∈ , які мають похідні ( ) ( ) ( )bkk

x Cuxtu 2,, γγ∈≡∂ , bk 20 << , та похідні ( ) ( )bk Cu 2,λλ∈ , 

bk 2= . Норма в просторі λγ ,U , { } [ ]1,0, ⊂λγ  визначається за формулою 

( ) ( ) ( ) ( )
∑∑
=<<

++≡
bk

bk

bk

bk
V

uuuu
2

2,

20

2,0,0
,

λλγγ
λγ . 

3. Наведемо властивості з [2], які використовуватимемо надалі. 
Властивість 1. Нехай функція [ ] NT Cu →Π ,0:  задовольняє умови 21,UU  і є в шарі 

[ ]T,0Π  розв'язком системи (1), в якій функція f  задовольняє умови 21, FF . 

Якщо для коефіцієнтів системи, що розглядається, виконуються умови 1), 2), 3) і 6), то 
правильна формула 

        ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,,0,,,;,,0,0;,,
0

n

R

t

R

RxTtdfxtZ
d

duxtZxtu
nn

∈≤<+= ∫∫∫ ξξτξτ
τα
τξξξ       (7) 

де Z  – ф.м.р. задачі Коші для такої системи. 
Властивість 2. Нехай для системи (1) виконуються умови 1), 2) і 3), а для функції f  

виконується серія умов { }4,3,1, ∈iFi . 

Тоді для функції u , визначеної формулою 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ]T

R

t

xtdfxtZ
d

xtu
n

,0
0

,,,,;,, Π∈= ∫∫ ξξτξτ
τα
τ

,                                (8) 

правильне таке твердження: 
Функція u  має неперервні похідні, які входять у систему (1) і обчислюються за 

формулами 

                   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ] bkxtdfxtZ
d

xtu T
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t
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2,,,,,;,, ,0
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bkxt

d
xf

dxtZdxffxtZ
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xtu
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x
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k
x

t
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nn

=Π∈


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









∂+−∂=∂ ∫ ∫∫∫ τ

τα
τξξτξτξτξτ

τα
τ

   (10) 

У випадку слабкого виродження для системи (1) розглядають [1] задачу Коші із 
звичайною початковою умовою 

                                                           ( ) ( ) n
t

Rxxxtu ∈== ,,
0

ϕ ,                                                 (11) 
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За допомогою оцінок (2)-(6), властивості 2, за методикою з [8], доводиться 
властивість. 

Властивість 3. Нехай коефіцієнти системи (1) задовольняють умови 1) – 4) з 
показником ( )1,0∈γ , а умову 5) з показником γγ <0 . Тоді, якщо 0,λCf ∈ , γλγ <<0  то 

функція u , визначена за формулою (8), належить до класу 0,ζγU  і правильна оцінка 

                        { }0000
0,

1,min,,0,0 γγγγλζλ
ζγ −=−=≤ fCu

U
.                        (12) 

Теорема. Нехай коефіцієнти слабковиродженої системи (1) задовольняють умови 1) – 

4) з деяким ( )1,0∈γ , а умову 5) – з γγ <0 ; функція 0,λCf ∈ , λϕ +∈ bC 2 , де 

00 1 γγλγ −<≤< . 

Тоді, якщо u  – регулярний розв'язок задачі Коші (1), (11) з класу 0,0U , то 0, γλγ −∈Uu  
і правильна оцінка 

                                                   ( )0,2
,

λλϕλγ fCu
b

U
+≤ +

.                                               (13) 

Доведення. Твердження теореми доводимо за методикою, запозиченою з праць [3,4]. 
Підставимо розв'язок u  у систему (1) і запишемо отриману тотожність у вигляді 

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ]T
yyk

x
bk
kt xtxtfxtfxtvytaytatIt ,0210

20

,,,,,,, Π∈+=












−∂−∂ ∑

≤<

βα ,    (14) 

де ϕ−≡ uv , 

                         ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xytaxytatxtfxtf k
x

bk
k

y ϕϕβ ,,,, 0
20

1 +∂+≡ ∑
≤<

,                         (141) 

          ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )xtuytaxtaxtuytaxtatxtf k
x

bk
kk

y ,,,,,,, 00
20

2 −+∂−≡ ∑
≤<

β ,              (142) 

y  – довільно фіксована точка nR . 

Оскільки коефіцієнти системи (14) не залежать від x  і 0
0
==tv , то на підставі 

властивості 1, маємо зображення для розв'язку u  
                                             ( ) ( ) ( ) ( )xxxtuxxtuxtu ϕ++= ;,;,, 21 ,                                          (15) 

де 

        ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ] { },2,1,,,,,;,,,,, ,0
0

∈∈Π∈≡ ∫∫ iRyxtdfyxtG
d

yxtu n
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y
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i
n

ξξτξτ
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τ

       (16і) 

( )yxtG ;,;, ξτ , Tt ≤<< τ0 ,  { } nRyx ⊂ξ,,   – ф.м.р. задачі Коші для системи 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,,, 0
20

=












−∂−∂ ∑

≤<

xtvytaytatIt
bk

k
xkt βα , 

а функції ( ) ( )xtf y
i ,  визначаються за відповідною формулою (14і), { }2,1∈i . 

Зауважимо, що для ф.м.р.G  правильні оцінки, які одержуються з оцінок (2) – (6) 
заміною Z  на G . 
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Розглянемо докладніше властивості ( )yxtui ,, , { }2,1∈i . Оскільки функція ( ) ( )xtf y ,1  

при довільному фіксованому nRy∈  задовольняє умови властивості 2, то, застосувавши 

згадану властивість до 1u , одержимо 
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                   (18) 

де риска над символом диференціювання означає диференціювання тільки за першим 
аргументом. Застосовувати властивість 2 до 2u  не можна, тому що 2f  не задовольняє 
умову Гельдера. Повторюючи оцінки, які проводились під час доведення властивості 3, 
доводимо правильність формули для похідних другого доданка з (15), обчислених в точці 

xy = . 
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                       (19) 

Проводячи звичайні оцінки із (15), (17), (18), (19), одержимо нерівність 

                        ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )τα
τττϕ λλλ d

wtBCfCtw
t

bb ∫ +−+ ++≤
0

210,2
, .                            (20) 

На підставі умови 5), маємо 
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Нехай ( ]Tt ,00 ∈  таке число, що 

                                              ( )( )( ) ( ) 10, 2
0

0 <− btBCM γλ ,                                                        (22) 

де C  – стала з (20), а M  - з (21). Тоді з нерівності (20) для ( ]0,0 tt ∈ , за допомогою (21), 

(22), одержимо 

                                         
[ ]

( ) ( )0,2
1

,0 0

sup
λλϕ fCtw

b

tt
+≤ +

∈
,                                                  (23) 

де ( )( )( ) ( )( ) 12
01

00,1
−−−= btBCMCC γλ . 
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У випадку 0tt > , з урахуванням (23), маємо 
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де ( )( ) ( )( ) ( )0,,1 0
21

012 tAttBCCC bλ+−+= ,  ( )( ) ( )btCC 21
03

λβ +−= . 

Звідси випливає така нерівність для ( )tw : 

                                          ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )τα
τττ λ d

wtAbatw
t

t

b∫ +−+≤
0

21, ,                                       (24) 

де ( )0,
0,0

2
2

λλϕ fCa
b +≡ +

, 3Cb ≡ . Функція ( )tw  мажорується розв'язком рівняння 

                                        ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )τα
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21, .                                            (25) 

Рівняння (25) розв'язуємо методом послідовних наближень: av =0 ; 
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За індукцією, для довільного Nn∈ , одержимо 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )0
2

0
0

2
0 ,2,12 yyAbbzbkzav b

n

k
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n

λλ λλ Γ≡+Γ= ∑
=

. 

Враховуючи те, що ряд ( ) ( )∑
∞

= +Γ
≡

0 1n

n

n

z
zE

ν

ν

ν , 10 <<ν , збігається для всіх z , маємо 

                                                 ( ) ( ) ( ) ( )02lim zaEtvtv bn
n

λ==
∞→

,                                              (26) 

де 0z  таке ж, як раніше. 
Отже, з (23), (24) і (26) випливає, що 

                                         ( ) ( ) [ ]TtfCtw
b

,0,
0,2 ∈+≤ + λλϕ .                                         (27) 
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З нерівності (27) отримаємо оцінку 

                                                  ( )0,2
0,0

λλϕ fCu
b

U
+≤ +

.                                                (28) 

Перейдемо до оцінок сталих Гельдера доданків з (15). Функція ( ) ( )xtf y ,1 , визначена за 

формулою (141) належить до класу 0,
0,0

λC , а тому, на підставі властивості 3 ( )xxtu ;,1  

належить до простору 0, γλγ −U  і перший доданок має потрібну оцінку, як і третій доданок. 

Оцінимо прирости ( )xxtuk
x ;,2∂ , bk 2≤ . Зауважимо, що є правильною оцінка 
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2 0,0
0 ≤Π∈Ψ≤∂ −+− γγ .       (29) 

Нехай ( )xt, , ( )xt ′′,  - довільно фіксовані точки шару ( ]T,0Π . Коли ( )0,2 tBp b ≥ , то за 
допомогою (29) одержимо 
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де γ
ζ pP k = , якщо bk 2<  і 0γγ

ζ
−= pP k , якщо bk 2= . 

У випадку ( )0,2 tBp b <  маємо 
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Інтеграли iK , { }2,1∈i  оцінюються однаково. Оцінимо перший з них. За допомогою 

(2), припущень на коефіцієнти та апріорних припущень на розв'язок, одержимо 
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              (32) 

Аналогічно для 2K  отримаємо оцінку 

                                                  ( ) kU
PuxtCK ζ0,0,2 ′′Ψ≤ .                                                    (33) 

З (30) – (33) і (28) випливає, що 0,
2

γγγ −∈Uu , де λγ <  і правильна оцінка 
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− .                                               (34) 

Для випадку, коли  γλ =  використовуємо інше зображення розв'язку ( )xtu ,   системи 

(1). Подамо систему (1) у такому вигляді: 
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де ϕ−≡ uv , 
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( )y,θ  – довільно фіксована точка шару ( ]T,0Π . 

Аналогічно, на підставі властивості 1, одержуємо зображення 
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де ( )yxtG ,;,;,0 θξτ  - ф.м.р. однорідної системи (35), а функції ( ) ( )xtF y ,,
1
θ  і ( ) ( )xtF y ,,

2
θ  

визначаються за формулами відповідно (351) і (352). 
Зауважимо [6], що для 0G  правильні оцінки (2) – (6) з довільним показником 1γ , а 

тому вважатимемо, що γλγ =>1 . Як і раніше обгрунтовується можливість диферен-

ціювання (36), а також правильність зображення для похідних 
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   (37) 

У зображенні (37) перші два доданки мають потрібну оцінку. Перший – за при-

пущенням теореми, а другий – на підставі оцінок ( )xtuk
x ,∂ , bk 2< , обмеженості коефі-

цієнтів системи та властивості 3. Раніше було доведено, що ( )xtu ,  належить до простору  

0, γγγ −U . Застосовуючи властивість 3 до третього доданка (37) з 1γγ =  і 0γγλ −= , одер-

жимо потрібну оцінку для випадку, коли γλ = . 

Доведення теореми завершено. 
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За допомогою методу, який грунтується на застосуванні узагальнених функ-
цій, побудовано систему двох рівнянь термопружності з розривними та сингу-
лярними коефіцієнтами для смуги з прямокутним включенням та показано екві-
валентність її системам рівнянь термопружності (система двох рівнянь для 
включення та смуги) та умовам ідеального механічного контакту на границях 
спряження. 

System of two equations of thermal stresses with discontinuous and singular 
coefficients for strip with rectangular insertion was established using the method based 
on application of generalized functions. Have been proved equivalence of this system to 
the systems of thermal stresses equations (system of two equations for rectangular and 
strip) and to the requirements of ideal mechanical contact on boundaries of 
conjugation. 

У роботі [1] отримано наближений аналітичний розв’язок стаціонарної задачі тепло-
провідності для ізотропної смуги із включенням прямокутної форми. Для визначення її 
напруженого стану у випадку плоскої динамічної задачі розглянемо рівняння руху в пере-
міщеннях [2] 
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