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НЕЛІНІЙНІ ПЕРЕТВОРЕННЯ КРАТНИХ АБСТРАКТНИХ 
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У цій роботі розглянутий розвиток теорії інтегрування в багатомасштабних 
нескінченно–вимірних многовидах в абстрактних вінерівських просторах. Наве-
дені нелінійні перетворення кратних абстрактних вінерівських інтегралів. 

The purpose of this paper is to develop an integration theory over a suitable kind 
of infinite–dimensional manifold under the name of an abstract Wiener spaces. It is 
demonstrated the nonlinear transformations of multiple abstract Wiener integrals. 

Має місце 
Лема 1. Нехай T  – диференційовне відображення вигляду KIT += , діюче в nR , де 

I  – тотожний оператор, ( ) mRKdim n = , nm < ; K  – сюр'єктивне; існує nm1 RR:K →− , 

1K <′ . Тоді ( ) mRKdim m1 =− . 

Тут K ′  – похідна Фреше. 
Доведення. Якщо u – лінійне неперервне обертовне відображення банахового про-

стору E  в банахів простір F , v  – лінійне неперервне відображення E  в F , що задовольняє 
нерівність 

11uv
−−< , 

то лінійне неперервне відображення ( )vu +  простору E  в простір F  також є обертовним [1, 

ст.140]. Отже, для T  – неперервно диференційовного відображення деякої відкритої мно-
жини EU <  в F , де E  і F  – скінченновимірні, обертовність ( )aT ′ , Ua∈  [1, ст.311] 

означає, що E  і F  є однієї розмірності і якобіан T  в т. a  у вибраній системі координат від-

мінний від нуля, – одержимо ( ) mRKdim m1 =−  і якобіан ( ) mm RR:KIT →+=  відмінний 

від нуля. Лему доведено. 
Використовуємо попередні позначення. 
Нехай KIT +=  – нелінійне відображення ( )lB  в себе,  

( ) j.l.2.1.j Hx...,,x,xK ∈ , 
.j

.m

x

K

δ
δ

 – часткова похідна Фреше,  
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( ) ( )∏ +=+=
s

s1KIdetTdet λ , 

де sλ  – власні числа оператора K ′ . 
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Теорема 1. Припустимо, що для T  виконуються умови 
(а)  ( )( ) ( )ll HBK ⊂ ; 

(в) Для K  в ( )lH  існує обернене відображення 1K − ; 

(с) Існує ( )( )l1 HLK ∈′  

Тоді міри Tpt o
r  і tpr  є еквівалентними, і для довільної обмеженої tpr  інтегровної в 

сенсі Бохнера функції ( )yf  зі значеннями в банаховому просторі 
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Доведення. Звуження на ( )lH  операторів, заданих в ( )lB , позначатимемо тими ж бук-

вами латинського алфавіту. 
Розглянемо спочатку випадок обмеженої неперервної комплекснозначної функції 

( )yf  на ( )lB . Нехай g  – звуження на f  на ( )lH , ( )lifg o= , D  – частково впорядкована 

множина скінченновимірних ортогональних проекторів Q  в ( )lH . Тоді, згідно з [2, ст.80, 

81], напрямленість ( )~Qg o  випадкових величин збігається за ймовірністю до випадкової ве-
личини g~ , коли IQ →  сильно по напрямленій множині D ,  fg~ =  майже скрізь відносно 

міри tpr . Отже, ми можемо вибрати таку послідовність проекторів { } DQn ⊂r , сильно збіжну 

до тотожного відображення в ( )lH , що ( ).Qg~ n
r  збігається до f  майже скрізь відносно tpr . 

Тоді 
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де ( ) ( ) ( ) ( ) 
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j=
=r , 

jnQ  – ортопро-

ектор в jH , jnj HQdimn
j

= ;  l,1j = . 

Застосовуючи перетворення T  до останнього виразу в (2), який стосується скінченно-
вимірних просторів, – отримаємо 

                      ( )
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Оскільки ( ) ( )lln HTHQ ⊂r , позначаючи ( ) ( )ln
1

ln THQTHP rr −= , на підставі леми 1 (вико-

нання умови 1PK n <′ ro  буде показано нижче), одержимо 

( ) ( )lnln THQdimHPdim rr = . 

Звідси, з причин ізоморфності просторів ( )lnHQr  і lR , ( )lnHPr  і lR , формули пере-

творення кратного інтеграла в lR  від функції з векторними значеннями [1, ст. 742], не-
перервної і з компактним носієм, враховуючи, що похідна Фреше лінійного оператора є сам 
цей оператор, після нескладних перетворень маємо 
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де ( ) ( ) ( )( )lnlnln HQHPHG rrr ∩=  (припускаючи, природно, що ( ) 0HG ln /≠r ), =nGTdet ro  

( )∏ +=
s

s1 λ , sλ  – власні числа оператора nGK ro′ . 

Для інтегровності за Лебегом функцій з векторними значеннями [1, ст. 532] необхідно 
і достатньо існування апроксимуючої послідовності для цієї функції, утвореної із неперер-
вних функцій з комплексним носієм, що забезпечує [1, ст. 526] сильну її вимірність і t

rµ  

інтегровність норми. 
Нескладно показати, що із сильного прямування IQn →r  в ( )lH  при ∞→n

r
 випливає 

IPn →r , і  

( )

( ) ( )( ) ( ) =∫ dypyizGg~ tln

B l
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( )( ) ( ).dxpGTdetxi tnl
rro×  
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Збіжність nGTdet ro  при ∞→n
r

 забезпечується ядерністю лінійного оператора K ′  в 

( )lH  [3, ст. 199], що зумовлює 1GK n <′ ro . В силу неперервності і обмеженості 

підінтегрального виразу в правій частині (5), спрямовуючи IQn →r  сильно, отримаєм, що 

( ) ( ) ( ) ( )
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за ймовірністю. Звідси, за необхідністю, перейдемо до такої послідовності { }nGr , що роз-
глянута збіжність в ( )lB  буде збіжністю майже скрізь відносно tpr . Оскільки для tpr  – інтег-

ровності функції ( )yf  зі значеннями в банаховому просторі необхідно і достатньо [4, ст. 94] 

сильної вимірності функції ( )yf  і tpr  – інтегровності її норми, то теорему доведено. 

Розглянемо інтеграл Бохнера ( ) ( )dypyf t
B

r∫
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 від обмеженої функції ( )yf , ∞∈By  зі зна-

ченнями в банаховому просторі за абстрактною вінерівською мірою tpr , відповідною гаус-
сівською циліндричною мірою t
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Хай KIT +=  – нелінійне відображення ∞B  в себе, 
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де ( ) jl21j H,..x,...,x,xK ∈⋅⋅⋅⋅  гільбертовому, 
⋅

⋅

j

m

x

K

δ
δ

 – часткова похідна Фреше, =Tdet  

( ) ( )∏ +=+=
s

s1KIdet λ , sλ  – власні числа оператора K ′ . 

Теорема 2. Нехай для T  виконуються такі умови: 
(а) ( ) ∞∞ ⊂ HBK ; 

(в) Для K  в ∞H  існує обернене відображення; 

(с) ( )∞∈′ HLK 1 . 
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Тоді міри Tpt o
r  і tpr  є еквівалентними, і для довільної обмеженої tpr  інтегровної в 

сенсі Бохнера функції ( )yf  зі значеннями в банаховому просторі виконується рівність 

( ) ( )

( ) ( )( ) ( )[ ]
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Тут ( )n, ⋅⋅  – канонічна білінійна форма, що призводить nB  і *
nB  до двоїстості. 

Доведення. Як і в скінченновимірному випадку, розглянемо випадок обмеженої 
неперервної комплекснозначної функції ( )yf  на ∞B . Нехай g  – звуження f  на ∞H , 

ifg o= , D  – частково впорядкована множина скінченновимірних ортогональних проек-

торів Q  в ∞H . Тоді, напрямленість ( )~Qg o  випадкових величин збігається за ймовірністю 

до випадкової величини g~ , коли  IQ →  сильно по напрямленій множині D , fg~ =  майже 
скрізь стосовно міри tpr . Отже, можемо вибрати таку послідовність проекторів { } DQl ⊂  

сильно збіжну до тотожнього відображення в ∞H , що ( )⋅lQg~  збігається до f  майже скрізь 

відносно tpr . Тоді  
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підставою ізоморфізму між ∞HQl  і ( )lH . Тут  ∞∈Hiy ,  ( )lBz∈ , { },...0,y,...,y,yyQ l21l ⋅⋅⋅= , 

( )( )
⋅⋅ = jlj ziy , l,1j = ; ( )( ) ( )yQgzig ll0 = . 

В силу узгодженості норм, використовуваних для будови ( )lB  і ∞B  і мір в ( )lB , ∞B  

(узгодженість реалізуємо абсолютно), позначаючи  
( ) ( ) ∞⋅⋅⋅⋅⋅⋅ ∈∀= Bu,...0,u,...,u,ufu,...,u,uf l21l210 , 

маємо 

( ) ( )
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( ) ( )dzpzflimdypyf t
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t
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∞

, 

00 g~f =  майже скрізь відносно звуження міри tpr  на ( )lB . 

Використаємо формули перетворення скінченнократного абстрактного вінерівського 
інтеграла за нелінійного перетворення простору ( )lB   

Хай  
Txy = ,    { },...x,...,x,xx l21 ⋅⋅⋅= ,   { }⋅⋅⋅= l211 x,...,x,xx ,   { }⋅⋅⋅= l21 y,...,y,yz . 

Тоді 1Txz =  (оператори в ( )lB , ізоморфні операторам в ( ) { } ...0B l ××  позначаємо 

однаковими позначеннями) і  
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Оскільки { } TQl →  в ∞H  сильно, ( )ixQTg~ l* o  є неперервною на ∞B  і обмеженою, оче-
видно  
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за ймовірністю. 
Аналогічно теоремі 1 одержуємо твердження теореми. 
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