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3. У деяких технологічних та випробувальних машинах корисно використовувати стохас-
тичні автоколивання як робочі процеси. 

4. Отримані у роботі результати мона надалі використовувати для вдосконалення й 
уточнення існуючих інженерних методів розрахунку коливань машин. 
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Викладено один підхід до розв’язування обернених задач динаміки нелінійних систем, 
математичними моделями руху яких є крайові задачі для рівняння Клейна–Гордона. В його 
основу покладено: асимптотичні методи нелінійної механіки; принцип одночастотності 
коливань у нелінійних системах; ідея представлення заданого дискретного закону зміни 
амплітуди та частоти коливань динамічного процесу систем  за допомогою звичайних 

диференціальних рівнянь. 

It is described one approach to solving inverse problems of dynamics of nonlinear systems. Theirs 
mathematical model of the motion is the boundary problem for the Klein-Gordon equation. It is based 

on asymptotic methods of nonlinear mechanics, on the principle of a single frequency of oscillations in 
nonlinear systems, on the idea of representation a given discrete law of changes the amplitude and 

frequency of oscillations in the dynamic process using ordinary differential equations. 

Актуальність та огляд основних результатів досліджень. Аналітичні методи дослідження 
прикладних задач динаміки елементів конструкцій, які потребують аналізу впливу тих чи інших сил 
(неперервних, дискретних, випадкових) на їх коливання, розглядались багатьма авторами, зокрема 
[1–9]. Що стосується обернених задач динаміки [10], тобто визначення силових чинників на основі 
того чи іншого закону зміни основних характеристик руху систем, то вони не набули такого 
широкого розвитку і розглядались в основному для найпростіших моделей (коливань систем з 
одним ступенем вільності [11–15]). При цьому властивості руху можна задавати різними 
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способами, наприклад, кількісними і якісними обмеженнями координат, швидкостей тощо. До 
обернених задач у своїй математичній постановці близькі задачі програмного руху [16] і основні 
проблеми їх розв’язання полягають у існуванні та єдиності ров’язку. У цій роботі на  основі 
асимптотичних методів Крилова-Боголюбова–Митропольського (КБМ) [5, 7] будується оптимальна 
аналітична апроксимація силових чинників системи, математичними моделями руху яких є крайові 
задачі для нелінійної моделі рівняння Клейна–Гордона, тобто для однозначного визначення сил 
системи на останні накладаються деякі додаткові умови. 

 
Постановка задачі.  Відомо [17], що математичною моделлю поперечних коливань одно-

вимірних тіл малої згинної жорсткості та сипких середовищ [18] з урахуванням найпростішого 
закону їх взаємодії із навколишнім середовищем є диференціальне рівняння 
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Методика розв’язування. Оскільки  в (1) ε  – малий параметр, множина значень { }ia  і { }iT  
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незбурених ( 0=ε ) коливань  системи. 

Для рівняння (1) розглядатимемо однорідні крайові умови вигляду 
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Відповідно до основної ідеї методу КБМ, перше наближення розв’язку крайової задачі  (1),  
(2) подамо у вигляді  

),,,(),,(),( 10 ψεψ xauxautxu +=   (4) 
де ),,(1 ψxau  – π2 - періодична по ϕωψ += t  функція, що не містить першої гармоніки ψ , тобто 
задовольняє умови 

.0
sin
cos

),,(
2

0
1∫ =









π

ψ
ψ
ψ

ψ dxau    (5) 

Класичне лінійне хвильове рівняння Клейна–Гордона )0( =ε  за крайових умов (2) допускає 
одночастотний розв’язок у вигляді 

)sin()sin(),(0 ϕωκ += txatxu , ,...2,1, == k
l

kπ
κ    (6) 

Тому шляхом диференціювання (4) знаходимо  

x
u

txau x
x ∂

∂
++= 1)sin()cos( ϕωκκ   

.)sin()sin( 2
1

2
2

2

2

x
uxa

x
u

∂

∂
+−=

∂

∂ εψκκ  

Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua



Автоматизація виробничих процесів у машинобудуванні та приладобудуванні. Вип. 44. 2010 
 
 

 

59 

+












∂

∂
+−






+









∂
∂

++








∂
∂

+=
∂

∂
2
1

22
1

2

2
1

2

2

2

2
)sin()sin()cos()sin()sin()sin(

ψ
εψκ

ψ
ψ

εψκ
ψ

εψκ
u

xa
dt

du
xa

dt
d

a
u

x
dt

ad
t

u  

;)cos()sin(2 2
1

22
1

2













∂

∂






+













∂∂
∂

++
a
u

dt
da

a
ux

dt
d

dt
da

ε
ψ

εψκ
ψ    (7) 
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Зрівнюючи коефіцієнти при 0ε  та ε  у правій та лівій частинах залежності (9), отримуємо 
значення невідомого параметра β : 
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Оскільки ліві частини залежностей (12) є поліноми, це дає підставу функцію 
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∂  – лінійно незалежні многочлени; kc  – невідомі коефіцієнти. 
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Вище наведене, а також залежності (12) дають змогу отримати співвідношення, які зв’язують 
невідомі параметри Ncc K,1   
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Оскільки Nccc ,...,, 21  – сталі, то співвідношення (14) повинні виконуватись при всіх зна-
ченнях параметра a . Тому, зрівнюючи коефіцієнти при однакових степенях a , із (14) отримуємо 
систему лінійних алгебраїчних рівнянь відносно шуканих коефіцієнтів Nccc ,...,, 21 . Якщо вказана 
система має єдиний розв’язок, то апроксимацію невідомих силових чинників вибрано вдало, якщо 
ж система несумісна – то апроксимацію необхідно замінити іншою системою функцій { }kf .  

Набагато цікавішим випадком є випадок, коли співвідношення (14) виконуються при всіх 
значеннях параметра a  і відповідна система має безліч розв’язків. Тоді для знаходження невідомих 
коефіцієнтів накладемо на функції { }kf  додаткову умову, а саме: функціонал  
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повинен набувати мінімальне значення. 
Нехай у зазначеному випадку із (14) можна визначити зв’язок між першими s  невідомими 

коефіцієнтами та всіма іншими у вигляді ....,2,1),,,( 1 siccc Nsii == + Kη , де iη  — відомі 
функції.  

З врахуванням зазначеного, функціонал (15) набуває вигляду 
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Функціонал (13) набуватиме мінімального значення, якщо виконуються умови [19] 
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Розв’язуючи сумісно систему лінійних алгебраїчних рівнянь, яка випливає із (12) та (17), 
знаходимо невідомі коефіцієнти kc . 

 
Висновки. Запропонована у роботі методика визначення сил, враховуючи закон зміни 

основних параметрів, які описують коливання одновимірних систем, дає змогу побудувати 
оптимальну аналітичну апроксимацію силових чинників. Основна її ідея може: а) бути покладена в 
основу визначення фізико-механічних характеристик сипких середовищ при їх вібротранс-
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портуванні чи віброобробленні; б) узагальнена також на складніші крайові умови автономного 
типу.  
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