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It is described one approach to solving inverse problems of dynamics for nonlinear 
vibration of one-dimensional solids, which have the permanent rate of longitudinal movement. 
It is based on the basic idea of the Bubnov-Galerkin and the asymptotic method of nonlinear 
mechanics; on the principle of a single frequency of oscillations in nonlinear systems, on the 
idea of representation a given discrete law of changes the amplitude and frequency of 
oscillations in the dynamic process using ordinary differential equations. 

�	�/+���
6�� �+ �9��, �6��1��3 �-0/���+�
1 ,�6�
,8-��. � ����
� ������� ����
�������
�
������ ����������� �����
 ���
��	�� ����
����� ���������-������ ������ �� �
����
 �
����������
�
 �����
 �� ����������
�
 ����������
, ��� ��
� �����!�	�� ���� �����"
�����������" ���, ����
����, ����������������� ��������-����������� ��������
, ����!�
 ��#�. 
$�� �������� ���
���	�
� ����������� �� ���������� ���
� ������ �
� �
����, ������� �������

������
����
� �
���� ����������	����, ������������	���� �� ��������� ���� �����������, 
������	��% ���� �% ! "� �������� �������
 �� ������������ �� �����%����. $����������
�
���� �
� ������� ��� 
����� ��������
� ������� ������ �
� �
����, ��� ��������
��%�	��
��������� ����� [1–5], ��’����� �� ��� �
�
 ������#��
 [6], �����	�
 ��� "� ������
 ��
��!�	�� ���������
 ����
 �� �����
 ����������� �����	 �  ���
��
�
 ������
�
. & ������
 -
���� ��
�� �	��� ���
���� ������� ������! ������ ������� �� �����
�����% ��  ����% ����-
�
�
. �� ���� ���

�
, ����� �������� ��������
�
 ! �������� ���� �, ����� 
��� ����
�������� �� �������� ������ ���� ��’!��� �
��
�  
��
��, ��� 
�
��%�	  �
����� ��� ��%�	 ��
��" ����� �� ���
 
��%�	 �������
� ����� "" ����. &���������	 �����	�
� ������� �� ���’������
���
� ���� 
��
���� ������#��
 ������
 � ����������� "� ���’���� [7] ��� �
���������	�
�
�����	 �  ���
��
�
 ������
�
, ��� ! �������
 �
�
 �������
 ��
�� �
���� �
� ������� 
����
����
� ���������-�����
� ������ �
� �
������ � ����������
�
 �����
 �� ����������
�
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����������
. '���� ���������	 �
� �������
� ���� ������!  ����, #� ��
 �� ����
 ��%�	
!�
�
� ���’����. '��� ���� � �
�����
 �� �����
 �
������ ���
��� � ���������
�	  ��������
��� ����������
� ������� (���
��	 �
���� � ���
� �������� ��	����� [8–10]). 

(�������� �������� ��!" ������ ! �����	���
 ���������	 � ������
 ���
���	��" ������
����"
��������
� �
��
�  
��
�� ���������
� 
#� ������ �
� �
���� �� ��������% ������
 �
�
����������	 ���, #�� "� ��� ������� �������� �� �����
� (��������
�) ������ ����

�����
� ��������� ���
��	. $���������� �������� �� �����:  

�) ���
��� ������ )�����–*��	������ �� ��
� ���� �����
� ���� ��� ������� �������-
�� ���� �
�� [2, 11], ��� ����
�	 ������ ������� �������" �  ����" �����
�;  

�) ������	����� ��
�����
 ���� ������ +�
���–)����%���–,
������	�	���� (+),) ��
��� ���� ��������
� �����	 [12, 13];  

) 
���
������ ��
��
�� ���� ���������� ���
��	 � ��������
� �
������ � �����	��
��������
 ��	����� � ����������
�
 ����������
. 

#�6�+��1	+ 0+,+4
. &����� [3, 14–16], #� �������� ���
���� ����
����
� ���������
�����
� ������ �
� �
����, #� ��������
��%�	�� �������	�% �
�����% ����, ��
��%�	��
�
���������	�
� ��������  
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,������
 ��% ������% ������ �
� ���
��	 �����
� ���, ��� ����%�	�� �� �����%
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�����%, ! �
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#� �������%�	 
����� �������� �����
� ����� ��� ���� ��������. 
� (1), (3) ),( txu  – ������#���� �������� ������"  ���
�
 ���������" ������ ��" �
����
 �

�����
����% x � ����	�
� ������  ��� t ; V  – �
�����	 ������ ���� ���� (���!��, #� ���
��������); α, β – �����, ��� 
��� �%�	��  ���� ���
��-������ �� ��������
��
�
 �����������"

�
����
; ),,(
t
u

x
uuf
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,,,,

x
u

x
u

x
u

t
uuF  – ��������
��%�	 ���
����� �����
� ����
-

����� ��������� ������"  ���
�
 �
����
 �� ��������� ������, �
�
 �����, �
�
���
�� �
�
  
�
�����, � ���
� �������� ε >0 ����! �� ����� �� ��
 
�� ����
���	���� ��� ���� �
� �
�  
�������� �� �����%��	��% �
��%. -��� � ������! � 
��� ���� �����
� �������� ��
��������� �
��
�  
��
�� ���� �� ������� ���
��	. .������� ���!�	�� �����
� ����
��%
��������
� ��� ��	 ��������
 � ������� ���
��	, ����� a1, a2,…aN �� T1, T2,…TN. 

�-��,�	+ ��01’�0/1+���. -��������
 �����������	� ��� ������
 ���’���� �����
�
�����
� ���� ������ ���% ������ ������	 [12, 17]  
 "� ���
������" [7, 8] �� ��!�	��, ���� ��

���’������� ��������
� ������
� �����
� ���� � (ε=0) 
�
��%�	 ��� �� ������#�: ������
�
���������
 ����� �����
 ����������� �����	 �  ���
��
�
 ������
�
. (������!�� ������



82

����������� ������
� ���
�  ���
� (1),(2) �� (3),(4), #� /�����!�	�� �� ������� ��
�����
 ����
���’���� � 
���
������� ������ )�����–*��	������ [11, 18]. 0�����% u(x,t) �����
���� �

�����: 

�
=

=
s

k
kk tTxXtxu

1
)()(),( , (5) 

�� Xk(x) – ������", #� ��� �������
� �����
� ���� �������%�	 ������ ���
, ��� 
��
�%�	
�� (2): )()0( lXX kk = �� (3): )()()0()0( lXlXXX kkkk ′′==′′= . '��
�
 ��������
 ���� ����

������������ �
�����: { }
	


�

�

�= )sin()( x

l
kxX k
π . 

.���, ��� ����
������ 
��� ���� ���� ��������� ���’���� ��������
� ���� ����
��
������	�� ����������  

...2,1),sin()(),( == kx
l

ktTtxu π  (6) 

� ������� (1) �� (3). 
&�����% 
 ������ � ��������������	 �
����
 ������� {Xk (x)}, �� (1) �� (3) �����

��������
� ���������	 ��� ����������� ������
� ������� T(t) ���
��!�� �
 ���� ���������
�
���������	�� �������

( )TTfTT ��� ,2 εω =+ , (7)  
�� ��� ������" ���� � (1),(2): 
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&
���
����% 
 �����	�� ���% ������ +), [12,13], � ������� ����
����� ���� ������
�
���’���� ������� (7) ���
���� � 
�����:  

),()cos()( 1 ψεψ aTatT += , (8)  
�� ��������
 a �� ϕωψ += t ! ������"  ���, � �����
 "� ����
 ����%�	�� ��������
� �����, ω  – 
�����  ������ ��������
� ( 0=ε ) ���
��	 �
����
, ϕ  – �� ����� ����; a  – ���������
�

�������� �
���� ���� �������; ),(1 ψaT  – 2π- ������
 �� �� ψ �������, #� �� ������	 �����"
��������
 ψ . 

(�������� �� ����������� ����"  ���
�
 �����	 (1), (3). � [9, 10] ��������, #� ��������
���� �
����
 (����
�� ��� ��	 { }ia � { }iT ) 
��� �! �����
 ����
   ��� ��������� a � T � 
�����
�
���������	�
� �����	

),(

);(

aB
dt

d

aA
dt
da

εωψ

ε
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=
 (9) 

 ��
� )(),( aBaA  – ����� ������" (����
���� "� ���������
). 
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�������!�	�� � (9). 1� ���, ��������
� �� ����  ���
�
 �����
� 
#� �����������, 
��
�!, #�
������� ������" ����� �����
 � 
����� ������
 ��" ������
����" [19] 
��� �����	 (1): 
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∂
∂  – ������� ��������� ����� ���
; kc  – �������

�������!��
, ����� ��������	�� ���, #�� ���
�
� ������ �
����
 ������
 �������� �� ������
����
 ��������
 �  �����
, ��� 
��� ��� �������������
 (9). 

$�� �������" ����"  ���
�
 ������� (7), �� (7.�) �� (7.�), ��!�� ���� ������
����%  

( ) �
=

=
N

k
kk TTfc

l
TTf

1

),(2, �� , (11) 

�� ��� ���� � ��� �������� ���
����: 

( ) ( )�=
l

xtkk xdx
l

kuuufTTf
0

sin,,, π�   (11.�) 

�� ��� ���� � ��� ������ �� ���
����: 

( ) ( )�=
l
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l

kuuuuuuFTTf
0

sin,,,,,, π�   (11.�) 

(���� ���������
 (8) � (7), �� ��������� (9) ��!�� �
���������	�� �������, ��� �’���!
������� ������"

)cos()(2)sin()(2)sin,cos(1
2
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)��� 
 �� ���
 ���
, ��������� �� ������� ������% ),(1 ψaT , �� (12) ������
��

������������, ��� �’���! ������� ������% ( )ψ,af �� ����� �������
 ( )aA , ( )aB
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#��������, � ����� ���������	 (11) ��%�	 ����� ���
���
 ������������, ��� ! �����%
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��� ���� ������
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2������" �� ���������� (14) ! �����% ��� 
��� ���� ������
� �������!��� ck. $�� (14) 
����
� ��
 
����
. 

���	�� 1. &������ ������������ (14) 
����%�	�� ������� �� ��� ����	�
� ��� ��	
��������� �, ����� �
����� �������" �
� �����	 (14) ��! !�
�
� ���’����. � �������� 
�����

������" kf ��������� ����, � ������
 �� ������
����� ������
� �
��
� ��������
��
� 
���-
 �!�	�� �����������
 (10�, 10�) ��
 ���
���
� ���’����� Ncc �,1 �
����
 ������
� �������" �
�
�����	.  

���	�� 2. 2������" �� ������������ (14) �� 
����%�	�� ��
 ��� ��� ����� ��������� �. 
� �	��� 
����� �
����� ������� kf ��������� ������, � ����� �����
�
 "" ����%. 

���	�� 3. -��������� (14) 
����%�	�� ���	�
 ��� �����
� ��� ��	 ��������� �, �����
������ ��
���%���� �������!��� ��
 ������
� �������� � ����" � ���"  ���
� ����������	
(14), ���
��!�� ����
��� ��� �
����� ������
� �������" �
� �����	.  

� �	��� 
����� �������� ���
 ��� ����������� ������
� ��������� ����� ���
���
, 
����
����, � ���
 [19, 20]: 
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����� �� (14) ����� 
��� 
�
 �’���� ��� ����
�
 s ������
�
 �������!����
 �� ����
���
�
 � 
�����  

....,2,1),,,( 1 siccc Nsii == + �η , �� iη  – ����� ������". 
- ��������� 
#����������, (10) �����! 
�����
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i
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0��������� (16) ������
�� �������	���� ��� ����, ��#� 
����%�	�� ���


.,,2,1,0),,,,( 21 sNiaccc
c

J
Nssi

is
−===

∂
∂

++
+

��ϕ  (17) 

3��’���% 
 ������� �
����� ������
� �������" �
� �����	, ��� 
��
�! �� (14) �� (17) 
������� kc , ������
�� �� ������� �������!��
. 

#��	�+,  
������� ��
���� 
��� ���� ������
 ���� 
���� �
��
� �������, #� ��%�	 �� ������

���������-�����% ������ �� �
����� �� ����� �����" ����������- �������" ��������
��
�
 ""
����. 

����� �������
� ���
�
� ������ ���������" ������ ��" �
����
 (����
����, ������"
���� �
 ������������ � �����#��
�
 �� ��� �������
) ��
��!�	�� �
���������	�
� ��������: 
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�� c1, c2, c3, c4 – ������� ��������
, ����� ��������� 
��� 
�
 �� ����� ����������- �������"
��������
��
�
, #� ��
����� �� 
�����: 
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� (19) 321 ,, λλλ  – ������. 
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&
��� � �����  ���
�� �
���������	���� ������������ (18) ! ������
����!% ������
�
�
��
�  
��
��. 1� ����������	 (14), ��
���%% 
 �������!��
 ��
 ������
� ��������
��������� �, ���
��!�� �
����� ������
� �������" �
� �����	 ������� �����
� �������!���: 
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��
l

kπκ = . -� ��!% �
�����% 
��� �!�� �������!��
 �1 �� �2: 32211 9
32,2
ω
κλ

ω
κλ == cc . 

4� �������� ���� ��� ������� ���� 
��� ���� ��� ��������� 
���
����!�� (16) �, ��
��������, �����%!�� (20) �������������

03 4
2 =+ Cc κ .                                                                (21) 

3��’����
 ������� �
����� ������
� �������" �
� �����	 (20),(21) ���
��!�� ��� ����

��� �����
� �������!���: .
3
16,

3
16

734533 κ
λ

κ
λ −== cc

��6��1	�. 3����	���
 ���������	 �����
�%%�	 
��� ���� �������� �� �������� ������
���� �����������" ������ ��" �
����
 �
��
�  
��
��, ��� 
�
��%�	 � ��� ��� ��%�	 �� ��"
�����, �� ���
 
��%�	 �������
� ����� "" ����. '���� ��% 
 ���
� ��������
� ���
���	�
�
�������������
� ���
� ���� �
����
, ����
����, ��������-������������� ���������, ����!��  

"���" ������ ��" �
����
, ����� ��������
 ���� ��������
 �
� �
����
, ������� ��
���, ��� �
����
 ����� ���������
 ��� ���
�.  

�� ����� 
�������" �����
�
 ����� 
��� 
�
 ��������� ��������
��
�
 ����� �
������
����� �����
� ����
����
� ��������
� ������ �
� �
����, �� ������� ����
 �����
� ���������, 
��� ��
��%�	 ���
�
� ������. .��
���� �����	���
 ��%�	 ����� ��������
 ���
���	��
������
 �� ������
����% ��������
� �
��
�  
��
��, #� ��%�	 �� ��������� ������ �� �
�����. 
3��������� �����
�� ����� ������	�
�
 ����� �� ��������� ������ ���
 ���������� �
��, �
����� � �� ����� ��������� ������ �� �
����
, ������� �� ������ �� �
����
, ��� ��������
��%�	��
�������% 
�����
� ���
��	 ������
#, ��� ��
� �������
�
 ! ���������� �
#�. 

1. ������� �.�., ������� �.�. ���� ����	�������� ���� �� ������ �� ��������� �������!
������ �	�������� ����� // ����. "�#. ��-�� “��������� �����������”. – 2004. – � 509. –  
�. 25–30. 2. "���� (.(., ����� �.(. ����	 ���-	��-+��! � 	����	����� �����	��� �
����� ������
�	�������� ����� // ����. "�#. ��-�� “��������� �����������”. – 2006. – � 560. – �. 71–75.  
3. ������ (.�., ���#��� &.�. +���	����� �������! ������, ������ � ���������!� �����!��! ����-
��, � ��������� // ��
��#�, � �����#� �� ���������!�: ������. ����.-����. ����. – +������, 2005. –  
�. 13–17. 4. *��	�� -.�., *���� ..�..��������� ������������-���������� ���������� �������-
���� ������������–������ //�������������	������ ��%�: /
. ����. ����� . – ��#��: �$)0, 
1999. – ��. 5. – �. 46–53. 5. "�	������� ).�.  	�. .����� ��	������ ��������� �����������-
���! ����1 �������1� �	��������2���� // )����� ���  �����	���. – 1996. – � 5. – 32 �.  
6. 3�%�!��� ".�. *���� 4.�. , ������ �.�.  0������! � �����1� ������	�1� ������������ 
2�� / ".�. 3�%�!���,– �.: �1�%. %�., 1970. – 712 �. 9. )����� �.". 0������! ������������ 
2�� / �.". )�����, �.�. ������� . – �.: "����, 1972. – 736 �. 7. *������ �.�. '
����1�
��	�� 	����. – �.: "����, 1981.– 145 �. 8. +�����5��� ".+. +�� ��������! ������ ��, �������-
���� ������, ����� � ������� 2�����, ���5�����, // $��. �" 0.�., ���. �. – 1976. – ��. 4. – 
�. 336–338. 9. ���� +. �. '	�� �
�
6��� �
����� ��	�� �������������� ����	�  
".". �����7
��� // 8��. �����. – 1960. – �. 6. – �. 226–232. 10. ���� +. �. ��������! 2���#�,, !��



86

����������5 �����7����! ������, ������, ����� // +���. ���. – 1960. – IV, ��. 1. – �. 40–45.  
11. *�6�� +.�., "���� (.(. "����� �� �������! �������� ��
����� �������� ����	� ��	 	�57 ��-
������� �� // ����. "�#.��-�� “��������� �����������”. – 2007. – � 588: $������, ��#����� ��
�����������! ��%� � ����	��. – �. 20–24. 12. ���������� -.�., ��������� �.8. ������-
������ ��%��! ������� � �����1� ������	�1�. – 3.: �6� %�., 1976. – 592 �. 13. �����7
�� "."., 
���������� -.�. ������������ ����	1 � ���� ����� �1� ����
�� . – �., 1974. – 408 �. 
14. �����#�� �.+., ����� �.�. '	�� �����������! ����	� $’����
��� 	�! �����, !��
����������7���! ���	������ ����� // /
���� �������-�������� ���#� 0$�)0. – �����. – 2003. – 
��. 13.4. – �. 64–67. 15. ����� �.(., 3���� (.�., ������� �.�., ����� �.�. $������� ���#�� �
������ ������ ��  ������ ������� � ����	 ,� 	����	����! // ��
��#�, � �����#� � ���������!�. – 
2004. – � 3 (35). – �. 118–125. 16. ������� �.�. "����� �� ��������� �������! �������� ��������
������ � ����	 ,� 	����	����! // ������ �����	������, ������, �������� � 	������
��
��
������������. – �����: 0$�)0, 2003. –  ��. 28. – �. 89–94. 17. 3��� $�. ����	1 �����6�� �
�����	�� ���������. – �.: ��, 1972. – 276 �. 18. *������ �.*. ������  ������� // 
������ ��������-�������. – 1915. – � 19. – �. 23–32. 19. ����� �.(., ����� �.�., &��!� '.(. 
'	� ��	��	 	� ����’!����! �
������, ��	��� ��� ������ �� ����� �������! ����	��6 // "����� 
����� 0��$�)0: �
. ����.-����. ���#� – �����:0��$�)0. – 2010. – � 20.1. – �. 264–268. 20. ����� �.(., 
&��!� '.(. '
������ ��	��� 	����� ������ �� ����� �� �����	����� ���������� �� �	�
��	��	 	� ,� ����’!����! // "����� ����� 0��$�)0: /
. ����.-����. ���#�. – �����:0��$�)0. – 
2009. – � 19.10. – �. 64–67.


