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У межах двопiдграткової моделi Iзiнга з врахуванням короткосяжної i далекосяжної

взаємодiй та п’єзоелектричної взаємодiї iз зсувними деформацiями в наближеннi двоча-
стинкового кластера у випадку полярного впорядкування розраховано дiелектричнi, п’єзо-
електричнi пружнi та тепловi характеристики простої моделi п’єзоелектрика. Врахувавши
динамiку п’єзоелектричної деформацiї, явно описано явища затискання кристала високо-
частотним електричним полем та п’єзоелектричного резонансу. Розраховано коефiцiєнт
поглинання ультразвуку та дослiджено його поведiнку в областi фазового переходу. Вико-
нано детальний числовий аналiз отриманих результатiв.
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Вступ

Бiльше п’ятдесяти рокiв велика увага придiляє-
ться побудовi статистичної теорiї матерiалiв, якi опи-
суються моделлю Iзiнга. Ця модель, зокрема, є до-
волi ефективною для вивчення процесiв впорядкува-
ння в електро- та магнiтовпорядкованих сполуках та
бiнарних сплавах. Особливий iнтерес до моделi Iзiн-
га зумовлений надiєю побудувати на її основi мiкро-
скопiчну теорiю поведiнки термодинамiчних i дина-
мiчних характеристик матерiалiв, якi вона описує, в
областi фазового переходу другого роду.

Вiдомо [1], що поява впорядкування в системi зу-
мовлена взаємодiєю мiж елементами структури, якi
впорядковуються. Цiлком природним є припущення
про те, що характер сил взаємодiї мiж цими елемен-
тами структури визначає температуру фазового пе-
реходу та фiзичнi характеристики системи в широ-
кiй температурнiй областi. До того ж характер по-
ведiнки фiзичних характеристик в областi фазового
переходу є загальним для багатьох систем взаємодi-
ючих частинок. Для поглибленого розумiння приро-
ди фазових переходiв особливо важливими є точнi
результати для двовимiрної моделi Iзiнга та однови-
мiрної моделi Каца [1]. Згаданi моделi є граничними
по вiдношенню до величини r0 – вiдношення радiуса
дiї сил притягання до середньої вiдстанi мiж частин-
ками. Зокрема, для моделi Iзiнга r0 = 1, а в моделi
Каца r0 є безмежно великим. Для реальних матерiа-
лiв r0, як правило, вiдповiдає промiжному випадку.

Перехiд до тривимiрних систем iстотно ускла-
днює розрахунки. У зв’язку з цим в цьому випад-
ку широко використовують наближенi методи роз-
рахунку, найпростiшим серед яких є наближення мо-
лекулярного поля (НМП) [2–4]. Однак НМП є неза-
довiльним за наявностi в системi, яка дослiджується,
сильних короткосяжних взаємодiй. Найпослiдовнiше
опис такого типу сполук досягнуто на основi методу
кластерних розвинень [2, 3], який завдяки послiдовнi-
шому врахуванню короткосяжних кореляцiй дає зна-
чно правильнiшi результати в широкiй температур-
нiй областi, нiж, наприклад, НМП. Кластерне наб-
лиження широко використовувалось для опису тер-
модинамiчних характеристик псевдоспiнових сис-
тем [2, 3].

В останньому тридцятирiччi велику увагу придi-
ляли дослiдженню релаксацiйних явищ в системах,
якi описуються моделлю Iзiнга [5–8]. У цих роботах
було використано пiдхiд, який ґрунтується на стоха-
стичнiй моделi Глаубера [9]. У роботах [10–16] модель
Глаубера була використана для вивчення релакса-
цiйних явищ в квазiодновимiрних сегнетоактивних
сполуках типу лад-безлад, зокрема i з водневими
зв’язками.

Аналогiчний пiдхiд в роботах [17–27] було запро-
поновано для опису спостережуваних на експеримен-
тi динамiчних характеристик сегнетоактивних спо-
лук з водневими зв’язками сiм’ї KH2PO4. У згада-
них вище роботах, враховуючи концепцiю про важли-
ве значення у фазовому переходi в сегнетоактивних
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сполуках з водневими зв’язками протонної системи,
було запропоновано єдиний пiдхiд для опису їх тер-
модинамiчних та динамiчних характеристик.

До того ж потрiбно вiдзначити, що серед сегне-
тоактивних сполук типу лад-безлад, зокрема i з вод-
невими зв’язками вiдомий широкий клас нецентро-
симетричних кристалiв, якi є п’єзоелектриками. Ти-
повими представниками цього типу матерiалiв є сег-
нетоактивнi сполуки сiм’ї KH2PO4 (див. [28–33]) та
сегнетової солi [34–36]. У згаданих роботах отриманi
вирази для статичних та динамiчних дiелектричних
проникностей, модулiв пружностi, п’єзоелектричних
модулiв, термодинамiчних характеристик, а також
швидкостi та коефiцiєнта поглинання звуку криста-
лiв, якi дослiджувались. Наявнiсть надiйних екс-
периментальних даних для сегнетоелектрикiв сiм’ї
KH2PO4 дало змогу [28–33] в межах запропонова-
ної теорiї отримати при належному виборi мiкропа-
раметрiв добрий кiлькiсний опис для цих кристалiв
цих експериментальних результатiв. Отримана та-
кож принципово важлива iнформацiя про характер
поведiнки фiзичних характеристик сегнетоелектри-
кiв типу KH2PO4, вiдповiдно, в широкому частотно-
му i температурному дiапазонах, а також область
фазового переходу першого роду. У роботах [34–36]
отримано добрий кiлькiсний опис наявних експери-
ментальних результатiв та iнформацiю про характер
поведiнки фiзичних характеристик при рiзних часто-
тах та температурах, а також область фазового пе-
реходу другого роду для сегнетової солi.

Варто вiдзначити, що вiдсутнiсть достовiрної iн-
формацiї про механiзм фазового переходу в згада-
них вище кристалах сегнетової солi, значний розкид
експериментальних даних для них (див. [28–36]) ви-
магає подальших ґрунтовнiших дослiджень поведiн-
ки фiзичних характеристик п’єзоелектричних сегне-
тоелектричних кристалiв. У зв’язку з цим у цiй ро-
ботi запропоновано просту модель п’єзоелектричного
сегнетоелектрика, в межах якої буде дослiджено по-
ведiнку його фiзичних характеристик, вiдповiдно, в
широкiй частотнiй i температурнiй областях, а також
область фазового переходу другого роду.

I. Постановка задачi

Розглядатимемо системи, поведiнка яких описує-
ться двопiдгратковою моделлю Iзiнга з врахуванням
п’єзоефекту. Модельний гамiльтонiан таких систем
має вигляд

Ĥ =
1
2
NvcE0

jj ε2
jj − Nve0

ijεjjEi − 1
2
Nvχε0

ii E2
i −

−1
2

∑
qq′
ff′

Jff ′(qq′)
σqf

2
σq′f ′

2
−

∑
qf

(ψfjεj+μfiEi)
σqf

2
. (2.1)

Першi три доданки в (2.1) вiдповiдають “затрав-
ковiй” енергiї кристалiчної гратки, в потенцiалi якої
рухаються елементи структури, що впорядковуються
(ЕСВ). cE0

jj , e0
ij i χε0

ii – т.зв. “затравковi” пружна стала,

коефiцiєнт п’єзоелектричної напруги i дiелектрична
сприйнятливiсть, вiдповiдно; v – об’єм примiтивної
комiрки, N – кiлькiсть примiтивних комiрок.

Наступний доданок описує взаємодiю мiж ЕСВ,
яка включає як короткосяжнi, так i далекосяж-
нi взаємодiї; σqf – оператор внутрiшнiх ступенiв
вiльностi, що вiдповiдає f -му ЕСВ q-ї комiрки(

σqf =
(

1 0
0 −1

))
.

У п’ятому доданку перший член – лiнiйне за зсув-
ною деформацiєю εj молекулярне поле, iндуковане
п’єзоелектричною взаємодiєю, а другий описує взає-
модiю ЕСВ iз зовнiшнiм полем Ei, яке напрямлене
вздовж тiєї кристалографiчної осi, вздовж якої вини-
кає спонтанна поляризацiя Pi в сегнетоелектричнiй
фазi. Деформацiя εj = εi+3 перетворюється за тим
самим незвiдним представленням, що й поляризацiя
Pi. Вiдповiдно, cE

jj = cE
i+3,i+3; e0

ij = e0
i,i+3. ψfj

– де-
формацiйний потенцiал, μf – ефективний електрич-
ний момент у розрахунку на один ЕСВ. У випадку
полярного впорядковування ЕСВ

ψpj = ψ1j = ψ2j , μp = μ1i = μ2i.

Для розрахунку фiзичних характеристик криста-
лiв, що описуються моделлю Iзiнга, використаємо
наближення двочастинкового кластера. В цьому наб-
лиженнi будуть точно врахованi кореляцiї мiж ЕСВ,
якi входять в число найближчих сусiдiв n. Для опису
їх взаємодiї з вiддаленiшими ЕСВ, якi знаходяться в
наступних координацiйних сферах, обмежимося наб-
лиженням молекулярного поля. У результатi вихiд-
ний гамiльтонiан (2.1) запишемо в такому виглядi:

Ĥ =
1
2
NvcE0

jj ε2
jj − Nve0

ijεjjEi − 1
2
Nvχε0

ii E2
i −

−1
2

∑
qq′
ff′

Jff (qq′)
〈σq〉
2

〈σf ′〉
2

+
∑

q

Ĥ(2)
q , (2.2)

де

Ĥ(2)
q = −J

σq1

2
σq2

2
−

2∑
f=1

xfj

β

σqf

2
(2.3)

– двочастинковий гамiльтонiан. Вiдповiдно, одночас-
тинковий гамiльтонiан

Ĥ(1)
q = −

∑
f

x̄fj

β

σqf

2
. (2.4)

У (2.3) i (2.4) використанi такi позначення:

xfj

β
=

n − 1
n

Δf + γf + ψfjεj + μfEi,

x̄fj

β
= Δf + γf + ψfjεj + μfEi, (2.5)

а

γqf =
1
2

∑
q′f ′

Jff ′(qq′)〈σf ′〉. (2.6)
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Параметр Δqf – це параметр самоузгодження
короткосяжних взаємодiй; вiн визначає вплив ЕСВ
сусiднiх комiрок на f -й ЕСВ q-ї комiрки. У кластер-
ному наближеннi параметр Δqf визначається з умови
самоузгодження: середнє значення квазiспiна 〈σqf 〉
не повинно залежати вiд того, за яким розподiлом
Гiббса (з двочастинковим чи одночастинковим га-
мiльтонiаном) воно розраховано. Отже,

Sp{σqfρ(2)
q } = Sp{σqfρ(1)

q }, (2.7)

де

ρ(2)
q =

e−βĤ(2)
q

Spe−βĤ
(2)
q

, ρ(1)
q =

e−βĤ(1)
q

Spe−βĤ
(1)
q

.

Розрахованi на основi (2.7), (2.3) i (2.4) унарнi
функцiї розподiлу

η
(1)
1
2

= 〈σ 1
2
〉 =

sh 1
2 (x1 + x2) ± ash 1

2 (x1 − x2)
ch1

2 (x1 + x2) + ach1
2 (x1 − x2)

,

a = e−
βJ
2 , β =

1
kBT

, (2.8)

η
(1)
1
2

= th
1
2
x̄ 1

2
. (2.9)

Виключимо iз (2.5) параметр Δf . В результатi
отримаємо

x1j =
n − 1

n
ln

1 + η
(1)
1

1 − η
(1)
1

+

+
2
n

βν11η
(1)
1 +

2
n

βν12η
(1)
2 +

1
n

(βψ1jεj + βμ1Ei),

x2j =
n − 1

n
ln

1 + η
(1)
2

1 − η
(1)
2

+
2
n

βν12η
(1)
1 +

+
2
n

βν11η
(1)
2 +

1
n

(βψ2jεj + βμ2Ei),

де ν11 = 1
4J11 = 1

4J22; ν12 = 1
4J12 = 1

4J21,
Jff ′ =

∑
q′

Jff ′(qq′).

Розглянемо випадок полярного впорядкування
ЕСВ. Оскiльки в цьому випадку

〈σ1〉 = 〈σ2〉 = η
(1)
pj , (2.10)

то

xpj = x1j = x2j =
n − 1

n
ln

1 + η
(1)
pj

1 − η
(1)
pj

+ 2
βνp

n
η
(1)
pj +

+
β

n
ψpjεj +

β

n
μpEi,

де νp = ν11 + ν12.
Для параметра впорядкування η

(1)
p отримуємо та-

ке рiвняння:

η
(1)
pj =

shxpj

a + chxpj
=

Mpj

Dpj
. (2.11)

II. Дiелектричнi, п’єзоелектричнi
i пружнi характеристики систем,
що описуються моделлю Iзiнга

Термодинамiчнi характеристики систем, що опи-
суються моделлю Iзiнга, вивчатимемо на основi тер-
модинамiчного потенцiалу Гiббса в розрахунку на
одну примiтивну комiрку, який у наближеннi двочас-
тинкового кластера отримано в такому виглядi:

g =
1
2
v̄cE0

jj ε2
j − v̄e0

ijεjEi − 1
2
v̄χε0

ii E2
i −

−n
J

4
+ (n − 2)T ln 2 + (3.1)

+ν̃pη
(1)2
pj −T (n − 1) ln[1−η

(1)2
pj ]−Tn lnDpj−v̄σjεj ;

ν̄p =
ν

kB
, v̄ =

v

kB
.

З умов термодинамiчної рiвноваги

1
v̄

(
∂g

∂εj

)
Ei,σj

= 0,
1
v̄

(
∂g

∂Ei

)
σj

= −Pi

знаходимо, що

σj = cE0
jj εj − e0

ijEi − ψpj

v

Mpj

Dpj
, (3.2)

P p
i = e0

ijεj + χε0
ii Ei +

μp

v̄

Mpj

Dpj
. (3.3)

З (3.4) знаходимо електричне поле

Ei = −h0
ijεj + kε0

ii

(
Pi − μp

v

Mpj

Dpj

)
, (3.4)

де h0
ij = e0

ij

χε0
ii
, kε0

ij = 1
χε0

ii
.

Пiдставивши (3.4) у (3.2), отримуємо

σj = cP0
ij εj − h0

ij

(
Pi − μ

v

Mpj

Dpj

)
− ψpj

v

Mpj

Dpj
, (3.5)

де cP0
ij = cE0

ij + e0
ijh

0
ij .

Зi спiввiдношень (3.3) i (3.4) отримуємо ви-
рази для дiелектричних, пружних, п’єзоелектрич-
них характеристик систем. Статична дiелектрична
сприйнятливiсть затиснутого кристала у впорядко-
ванiй фазi

χε
ii(p) =

(
∂Pi

∂Ei

)
εj

= χε0
ii + v̄

μ2
p

v2

β

n

κpj

Dpj − κpjϕ
η
pj

(3.6)

коефiцiєнт п’єзоелектричної напруги

eij(p) = −
(

∂σj

∂Ei

)
ε0

=
(

∂Pi

∂εj

)
Ei

=

= e0
ij +

μp

v

βψpj

n

κpj

Dpj − κpjϕ
η
pj

, (3.7)
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перенормована пружна стала при постiйному полi

cE
jj(p) =

(
∂σj

∂εj

)
Ei

= cE0
jj − ψ2

pj

v

β

n

κpj

Dpj − κpjϕ
η
pj

. (3.8)

У (3.6)–(3.8)

κpj = chxpj − η
(1)
pj shxpj =

1 + achxpj

a + chxpj
,

ϕη
pj =

2
n

(
n − 1

1 − η
(1)2
pj

+ βνp

)
.

Диференцiюючи вираз (3.5) по деформацiї при
pi = const, отримуємо вираз для сталої п’єзоелект-
ричної напруги:

hij(p) =
eij(p)
χε

ii(p)
. (3.9)

Виключивши з (3.2) деформацiю, отримуємо за-
лежнi вiд напруги деформацiю i поляризацiю

εj = sE0
jj σj + d0

ijEi +
ψpj

v
sE0

jj

M̄pj

D̄pj
, (3.10)

P p
i = d0

ijσj + χσ0
ii Ei +

(
μp

v
+

ψpj

v
d0
14

)
M̄pj

D̄pj
. (3.11)

Використовуючи вирази (3.10) i (3.11), знаходимо
у випадку полярного впорядкування ЕСВ такi ха-
рактеристики систем при температурах, менших за
температуру фазового переходу:

– дiелектрична сприйнятливiсть вiльного криста-
ла

χσ
ii(p) =

(
∂P p

i

∂Ei

)
σj

=

= χσ0
ii + v̄

(
μp

v
+

ψpj

v
d0

jj

)2
β

n

κ̄pj

D̄pj − κ̄pjϕ̄
η
pj

, (3.12)

– коефiцiєнт п’єзоелектричної деформацiї

dij(p) =
(

∂P p
i

∂σj

)
Ei

=
(

∂εj

∂Ei

)
σj

=

= d0
ij +

(
μp

v
+

ψpj

v
d0

jj

)
sE0

jj ψpj
β

n

κ̄pj

D̄pj − κ̄pjϕ̄
η
pj

,(3.13)

– пружна податливiсть при сталому полi

sE
jj(p) =

(
∂εj

∂σj

)
Ei

=

= sE0
jj +

(
sE0

jj

)2)2 ψ2
pj

v

β

n

κ̄pj

D̄pj − κ̄pjϕ̄
η
pj

, (3.14)

де

κ̄pj = chx̄pj − η(1)
p shx̄pj ,

ϕ̄η
pj =

n − 1
n

2

1 − η
(1)2
pj

+
1

nT

(
2ν̃p +

ψ̃2
pj

v̄
sE0

jj

)
.

Температуру фазового переходу визначаємо з
умови, що при T → Tc дiелектрична сприйнятливiсть
вiльного кристала χσ

ii → ∞. Отже,

ne−
J̃

2Tc(p) = n − 2 +
1

Tc(p)

(
2ν̃p +

ψ̃2
pj

v̄
sE0

jj

)
. (3.15)

III. Тепловi характеристики систем,
що описуються моделлю Iзiнга

Молярна ентропiя кристалiв, що зумовлена ЕСВ, у
випадку полярного впорядкування, має такий виг-
ляд:

Sp
j = −R

(
∂gp

1E

∂T

)
Ei,σj

=

= R
{
−(n − 2) ln 2 + (n − 1) ln(1 − η

(1)2
pj )+

+n lnDpj −
ϕT

pj(η
(1)
pj )2

T
+ n

a

Dpj

J̃

2T

}
, (4.1)

де використане таке позначення:

ϕT
pj =

(
2νpη

(1)
pj +

ψ̃2
pj

cE0
jj v̄

)
.

Молярну теплоємнiсть систем, зумовлену ЕСВ,
при постiйнiй напрузi обчислимо, безпосередньо ди-
ференцiюючи ентропiю

ΔCσ
j = T

(
∂Sp

j

∂T

)
Ei,σj

= RT (λpT + λpηηpT ) , (4.2)

де

λpT =
(η(1)

pj )2ϕT
pj

T 2
+

naJ̃

2TDpj

(
J̃

2T 2
− 1

T

)
+

+

(
n

Dpj
− naJ̃

2TD2
pj

)
DpT ,

λpη =
−2η

(1)
pj (n − 1)

1 − η
(1)
pj

− 2η
(1)
pj ϕT

pj

T
+

+

(
n

Dpj
− naJ̃

2TD2
pj

)
Dpη,

ηpT =

(
−η

(1)
pj aJ̃

2T 2
− κpjη

(1)
pj ϕT

pj

nT 2

)
/(Dpj − κpjxpη),

DpT =
aJ̃

2T 2
− sh xpj

η
(1)
pj ϕT

pj

nT 2
, Dpη = sh xpjxpη,

xpη =
n − 1

n

2

1 − η
(1)
pj

+
ϕT

pj

nT
.
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IV. Релаксацiйнi явища в моделi
Iзiнга при сталiй деформацiї

Динамiчнi властивостi системи, що описується га-
мiльтонiаном (2.1), будемо вивчати на основi методу
Глаубера [9], в якому система рiвнянь для функцiй
розподiлу ЕСВ, що залежать вiд часу, має такий виг-
ляд:

−α
d

dt
〈
∏
f

σ2
qi
〉 =

∑
f ′

〈
∏
f

σqf

[
1 − σqf ′th

βεqf ′

2

]
〉, (5.1)

де α – константа, що має розмiрнiсть, обернену до ча-
су, й ефективно визначає часову шкалу динамiчних
процесiв, а εqf – локальне поле, що дiє на f -й ЕСВ в
q-й комiрцi:

εq1 =
J

2
σq2 +

x1j

β
, εq2 =

J

2
σq1 +

x2j

β
. (5.2)

Перетворимо вираз th 1
2βεqf ′ , який входить у рiв-

няння (5.1):

th
βεq1

2
= P1jσq2 + L1j , th

βεq2

2
= P2jσq1 + L2j , (5.3)

де

Pfj =
1
2

{
th

[
βJ

4
+

xfj

2

]
− th

[
−βJ

4
+

xfj

2

]}
,

Lfj =
1
2

{
th

[
βJ

4
+

xfj

2

]
+ th

[
−βJ

4
+

xfj

2

]}
,

причому P1p = P2p = Ppj , L1p = L2p = Lpj .
У результатi на основi (5.1) з врахуванням (5.3)

отримуємо рiвняння для залежних вiд часу унарних
функцiй розподiлу:

−α
d

dt
η
(1)
pj = (1 − Ppj)η

(1)
pj − Lpj . (5.4)

Вiдповiдно запишемо рiвняння руху для унарних
функцiй розподiлу в одночастинковому наближеннi:

−α
d

dt
η
(1)
pj = η

(1)
pj − th

x̄pj

2
. (5.5)

Обмежимось у подальшому випадком малих вiд-
хилень вiд стану рiвноваги. Для цього представимо
η
(1)
p , Δp i вираз (2.5) у виглядi суми двох доданкiв:
рiвноважних функцiй i їх вiдхилень вiд стану рiвно-
ваги, якi залежать вiд часу:

η
(1)
pj = η̃

(1)
pj + η

(1)
pjt, Δp = Δ̃p + Δpt,

xpj=x̃pj+xpjt=
n − 1

n
βΔ̃p+2βνpη̃

(1)
pj +βψpjεj+

+
n − 1

n
βΔpt + 2βνpη

(1)
pjt + βμpEit. (5.6)

Розкладемо також у ряд по xjt

2 , обмежуючись лi-
нiйними членами, коефiцiєнти Pp,aj i Lp,aj :

Ppj = Ppj0 +
xpt

2
Ppj1, Lpj = Lpj0 +

xpt

2
Lpj1, (5.7)

де використанi позначення

Ppj0 = (1 − a2)Z−1
pj ,

Lpj0 = 2ashx̃pjZ
−1
pj ,

Ppj1 = −4a(1 − a2)shx̃pjZ
−2
pj ,

Lpj1 = 4a
[
2a + (1+ a2)ch x̃pj

]
Z−2

pj ,

а
Zp = 1 + a2 + 2a ch x̃pj .

Пiдставляючи вирази (5.7) у рiвняння (5.4) i (5.5)
i виключаючи параметр Δpt, отримуємо

−α
d

dt
η
(1)
pjt − mpj1η

(1)
pjt = mpj0

βμp

2
Eie

iωt, (5.8)

де використанi такi позначення:

mpj1 = 1 +
nPp0 + βνpYpj

(n − 1)Ypj − n(1 − η
(1)2
pj )

(1 − η
(1)2
pj ),

mpj0 =
Ypj(1 − η

(1)2
pj )

(n − 1)Ypj − n(1 − η
(1)2
pj )

,

а
Ypj = Ppj1η̃

(1)
pj + Lpj1.

Розв’язуючи рiвняння (5.8), отримуємо

η
(1)
pjt = η̃

(1)
pj e

− t
τε

pj +
βμp

2
Fp1j(ω)Eit, (5.9)

де

Fp1j(ω) =
mpj0

iαω + mpj1
,

а τε
pj – час релаксацiї, який має вигляд

τε
pj =

α

1 + nPpj0+βνpYpj

(n−1)Ypj−n

(
1−η

(1)2
pj

)(
1 − η

(1)2
pj

) . (5.10)

Iз (5.9) знаходимо динамiчну дiелектричну сприй-
нятливiсть механiчно затиснутого кристала:

χε
ii(p, ω)=χε0

ii +v̄
μ2

p

v2

1
2T

Fp1j(ω)=χε0
ii +

χε
ii(p)

1+iωτ ε
pj

, (5.11)

де

χε
ii(p) = v̄

μ2
p

v2

1
2T

mpj0

mpj1
,

i цi вирази спiвпадають iз (3.9).
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Iз (5.11) отримуємо дiйсну та уявну частини ком-
плексної дiелектричної проникностi систем iз поляр-
ним й антиполярним впорядкуванням ЕСВ:

εε′
ii (p, ω) = εP0

ii +
4πχε

ii(p)
1 + (ωτ ε

pj)2
,

εε
′′

ii (p, ω) =
4πχε

ii(p)ωτε
pj

1 + (ωτ ε
pj)2

. (5.12)

Оскiльки цi проникностi, як i часи релакса-
цiї (5.10), вiдповiдають затиснутому кристалу, то
вони залишаються скiнченними в точках фазового
переходу.

V. Релаксацiйнi явища в моделi Iзiнга
при сталiй напрузi.
П’єзоелектричний резонанс

Розглянемо коливання тонкої квадратної зi сто-
роною завдовжки l пластинки кристала, власти-
востi якого описуються на основi моделi Iзiнга,
пiд дiєю зовнiшнього змiнного електричного поля
Eit = Eie

iωt.
Динамiку системи ЕСВ в цьому випадку, згiдно

з [35], описуватимемо на основi рiвнянь (5.4) i (5.5),
а динамiку деформацiйних процесiв розглядатимемо,
використовуючи класичнi рiвняння руху елементар-
ного об’єму кристала, що мають вигляд

ρ
∂2ui

∂t2
=

∑
l

∂σil

∂xl
, (6.1)

де ρ – густина кристала, ui – змiщення елементарного
об’єму вздовж осi xi, σil – механiчна напруга.

Нехай у системi, яка описується моделлю Iзiнга,
у впорядкованiй фазi виникає спонтанна зсувна де-
формацiя ε6 = εxy, причому

ε6 =
∂u1

∂y
+

∂u2

∂x
. (6.2)

Оскiльки у випадку, який розглядаємо, вiдмiнною
вiд нуля є лише зсувна напруга σ6 = σ12, то вирази
(6.1) для i = 1, 2 з врахуванням рiвнянь (3.3) набува-
ють вигляду:

ρ
∂2u1

∂t2
= cE0

66

∂ε6

∂y
− ψp6

v

∂η
(1)
p6

∂y
,

ρ
∂2u2

∂t2
= cE0

66

∂ε6

∂x
− ψp6

v

∂η
(1)
p6

∂x
. (6.3)

Пiдставляючи в (6.3) вираз (6.2) i нехтуючи дiаго-
нальними компонентами тензора деформацiї ε1 i ε2,
отримуємо хвильовi рiвняння для u1 i u2:

ρ
∂2u1

∂t2
= cE0

66

∂2u1

∂y2
− ψp6

v

∂η
(1)
p6

∂y
,

ρ
∂2u2

∂t2
= cE0

66

∂2u2

∂x2
− ψp6

v

∂η
(1)
p6

∂x
. (6.4)

При малих вiдхиленнях системи вiд стану рiвно-
ваги, крiм величин η

(1)
p , Δp i полiв у (5.6) представи-

мо у виглядi суми рiвноважних значень та флуктуа-
цiйних вiдхилень вiд них i деформацiю ε6:

ε6 = ε̃6 + ε6t = ε̃6 +
∂u1t

∂y
+

∂η2t

∂x
.

У результатi

η(1)
p6

= η̃(1)
p6

+ η
(1)
p6t, Δp = Δ̃p + Δpt,

xp6 = x̃p6 + xp6t =
n − 1

n
βΔ̃p + 2βνpη̃

(1)
p6

+ (6.5)

+βψp6 ε̃6 +
n − 1

n
βΔpt + 2βνη

(1)
p6t + βψp6

∂u1t

∂y
+

+βψp6

∂u2t

∂x
+ βμpE3t.

Пiдставляючи вирази (6.5) i (5.8) у рiвняння (5.4),
(5.5) i (6.4), виключаючи параметр Δpt, отримуємо
для флуктуацiйних частин таку систему рiвнянь:

−α
d

dt
η
(1)
p6t − mp61η

(1)
p6t − mp60βψp6ε6t =

= mp60
βμp

2
E3e

iωt, (6.6)

ρ
∂2u1t

∂t2
= cE0

66

∂2u1t

∂y2
− ψp6

v

∂η
(1)
p6t

∂y
,

ρ
∂2u2t

∂t2
= cE0

66

∂2u2t

∂x2
− ψp6

v

∂η
(1)
p6t

∂x
. (6.7)

Розв’язки рiвнянь (6.6) i (6.7) шукатимемо у ви-
глядi гармонiчних хвиль:

η
(1)
p6t = η

(1)
p6E(x, y)eiωt, ε6t = ε6E(x, y)eiωt,

u1t = u1E(y)eiωt, u2t = u2E(x)eiωt. (6.8)

З рiвняння (6.6) тодi отримуємо, що

η
(1)
p6E(x, y)=βψp6Fp16(ω)ε6E(x, y)+

βμp

2
Fp16(ω)E3.(6.9)

Враховуючи тепер (6.8) i (6.9), iз (6.7) маємо такi
рiвняння:

∂2u1E

∂y2
+ k2u1E = 0,

∂2u2E

∂x2
+ k2u2E = 0, (6.10)

де

k =
ω
√

ρ√
cE
66(ω)

, (6.11)

– хвильове число, а

cE
66(ω) = cE0

66 − βψ2
p6

v
Fp16(ω) (6.12)

– динамiчна пружна стала.
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Розв’язки рiвнянь (6.10) мають такий вигляд:

u1E =A1E cos ky+B1E sin ky,

u2E =A2E cos kx+B2E sin kx. (6.13)

Враховуючи вираз (6.2), отримуємо

ε6E(x, y) = k
[
−

(
A1E sin ky + A2E sin kx

)
+

+
(
B1E cos ky + B2E cos kx

)]
. (6.14)

Граничнi умови для ε6E(x, y) задамо в такому
виглядi:

ε6E(0, 0) = ε6E(l, l) = ε6E(0, l) = ε6E(l, 0) = ε0.(6.15)

Значення ε0E знаходимо iз виразу (3.17), врахо-
вуючи спiввiдношення (6.9):

ε0 =
d0
36 + μpψ̃p6sE0

66
2v̄T Fp16(ω)

1 − ψ̃2
p6

sE0
66

v̄T Fp16(ω)
E3.

Використавши граничнi умови (6.15), отримуємо,
що

ε6E(x, y) =

=
ε0

2

[
1− cos kl

sin kl
(sin ky+sin kx)+(cos ky+cos kx)

]
.(6.16)

Використовуючи спiввiдношення (3.4) мiж поля-
ризацiєю P3 i параметром порядку η

(1)
p6 , а також ви-

рази (6.9), знаходимо, що

P3(x, y, t) = P3E(x, y)eiωt,

P3E(x, y) = e36(ω)ε6E(x, y) + χε
33(ω)E3, (6.17)

а
e36(ω) = e0

36 +
μp

v
βψp6Fp16(ω)

– динамiчний коефiцiєнт п’єзоелектричної напруги.
Розрахуємо тепер дiелектричну сприйнятливiсть

χσ
33(ω) вiльного кристала. Ця величина визначається

так:

χσ
33(ω) =

1
l2

∂

∂E3

l∫
0

l∫
0

P3E(x, y)dxdy. (6.18)

Враховуючи вирази (6.16), отримуємо

1
l2

l∫
0

l∫
0

dxdyε6E(x, y) =
2ε0

k
tg

kl

2
=

ε0

R(ω)
,

де
1

R(ω)
=

2
kl

tg
kl

2
.

В результатi

χσ
33(ω) =

R(ω) − 1
R(ω)

[
χε0

33 + v̄
μ2

p

v2

1
2T

Fp16(ω)

]
+

+
1

R(ω)

[
χσ0

33 + v̄
(μp

v
+

ψpj

v
d0
36

)2 1
2T

Fp26(ω)
]

, (6.19)

де використанi такi позначення:

χσ0
33 = χε0

33 + e0
36d

0
36, d0

36 = e0
36s

E0
66 ,

Fp26(ω) =
mp60

iαω + (mp61 + ϕ6
2 mp60)

,

а

ϕ6 =
ψ2

p6

v

sE0
66

T
.

Проаналiзуємо спiввiдношення, яке отримане для
χσ

33(ω). Iз виразу (6.19) при ω → 0, а отже R(ω) → 1,
отримуємо статичну сприйнятливiсть вiльного кри-
стала (3.9), а в границi високих частот, коли ω → ∞
R(ω) → ∞, маємо динамiчну сприйнятливiсть зати-
снутого кристала (5.13).

У промiжнiй областi в частотнiй залежностi
χσ

33(ω) спостерiгається дисперсiя резонансного типу
з численними пiками на частотах, для яких

Re
kl

2
= (2n + 1)

π

2
.

Враховуючи вирази (6.11), отримуємо рiвняння
для резонансних частот:

ωn =

√
cE
66(ω)

ρ
(2n + 1)

π

l
. (6.20)

VI. Поглинання ультразвуку
в кристалах, що описуються
моделлю Iзiнга

Дослiдження проходження ультразвукових хвиль
через кристал є одним з методiв дослiдження пове-
дiнки кристалiв. Довжина акустичної хвилi, що по-
ширюється у зразку кристала, є набагато меншою
вiд його лiнiйних розмiрiв, при цьому усi динамiчнi
змiннi залежать лише вiд координати напрямку по-
ширення хвилi. Якщо тонкi бруски кристала вирiзанi
вздовж напрямку [ 0 0 1 ], то вздовж бруска поширю-
ється поперечна ультразвукова хвиля, яка поляри-
зована вздовж [ 0 1 0 ]. Серед похiдних ∂ui

∂xj
вiдмiнною

вiд нуля є лише ∂uz

∂x i тодi замiсть рiвнянь (6.6) i (6.7)
матимемо такi рiвняння:

−α
d

dt
η
(1)
p6t − mp61η

(1)
p6t − mp60βψp6ε6t = 0, (7.1)

ρ
∂2u2t

∂t2
= cE0

66

∂2u2t

∂x2
− 4ψ̃p6

v̄

∂η
(1)
p6t

∂x
.

Розв’язуючи цю систему рiвнянь, отримуємо хви-
льове число у такому виглядi:

k =
ω
√

ρ√
cE
66(ω)

, (7.2)

яке спiвпадає iз виразом (6.11).
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На основi спiввiдношення (7.2) можна знайти
швидкiсть ультразвукової хвилi, а саме:

v6 =
ω

Re(k)
= Re

√
cE
66(ω)√
ρ

, (7.3)

i внесок квазiспiнової пiдсистеми у коефiцiєнт погли-
нання звуку:

α6(ω) = α06 − Im(k) = α06 − Im

(
ω
√

ρ√
cE
66(ω)

)
, (7.4)

де α06 – сталий доданок, частотно i температурно не-
залежний i описує внески iнших механiзмiв у погли-
нання, що спостерiгається на експериментi.

VII. Обговорення отриманих
результатiв

У попереднiх параграфах отриманi вирази для
статичних термодинамiчних, пружних, п’єзоелектри-

чних i динамiчних характеристик затиснутого кри-
стала при прикладаннi зовнiшнiх електричного поля
Ei (i=1, 2, 3) i механiчної напруги σj (j = i + 3), а
для вiльного кристала за наявностi поля E3 i механi-
чної напруги σ6. I тому числовi розрахунки величин,
якi розрахованi вище, будемо проводити у випадку
прикладання до кристала саме поля E3 i напруги σ6.

В отриманих виразах для характеристик криста-
лiв, що описуються моделлю Iзiнга, входять параме-
три J i νp, якi описують короткосяжнi i далекося-
жнi взаємодiї мiж псевдоспiнами, параметр дефор-
мацiї ψp6, “затравковi” величини, а також число най-
ближчих сусiдiв n. Для дослiдження температурного
i частотного ходу характеристик систем, якi описую-
ться моделлю Iзiнга, використаємо значення кiлькох
наборiв параметрiв, якi наведенi в таблицi.

Для “затравкових” сталих вибранi такi значен-
ня: χε0

33 = 0.4, e0
36 = 3000 q

2 , cE0
66 = 8 · 1010

2 , об’єм
примiтивної комiрки прийнятий таким, що дорiвнює
v = 0.5 · 10−213, а дипольний момент μ = 5 · 10−18

q · .

Таблиця параметрiв теорiї

No J ψp6
ν̃p(K) вид

(K) (K)
n = 2 n = 4 n = 6 n = 8 n = 12

лiнiї
Tc=75.48 Tc=171.65 Tc=270.93 Tc=370.65 Tc=570.42

1 200 0 20.07 20.07 20.07 20.07 20.07
2 200 200 20 20 20 20 20
3 100 200 38.85 84.83 133.89 183.49 283.12
4 200 400 19.79 19.79 19.79 19.79 19.79

На рис. 1 зображенi температурнi залежностi по-
ляризацiї P3, спонтанної деформацiї ε6, ентропiї S,
теплоємностi C, обернених статичних дiелектричних
сприйнятливостей затиснутого χε

33 та вiльного χσ
33

кристалiв, п’єзомодулiв e36, d36 та пружної сталої cE
66

i податливостi sE
66 при n = 6 i двох наборах параме-

трiв 2 i 3 (див. таблицю).
Вiдзначимо, що при рiзному числi найближчих

сусiдiв n, зрозумiло, отримується при фiксованих
значеннях J , ψp6, ν̃6 рiзнi значення температури пе-
реходу Tc. Аналогiчно, зростає значення температу-
ри Tc при фiксованих n, J , ψp6 i при збiльшеннi ν̃6.
Якiсний же хiд температурних залежностей характе-
ристик кристала є однаковим при рiзних значеннях n
i ν̃6. Незначно кiлькiсно змiнюються розрахованi ви-
ще характеристики при рiзних наборах параметрiв 2
i 3 iз таблицi.

На рис. 2 наведенi температурнi залежностi χε
33,

χσ
33, e36, d36, cE

66, sE
66 i обернених часiв релаксацiї

(τ ε
1 )−1, (τσ

1 )−1, якi розрахованi при 1, 2, 4 наборах

параметрiв iз таблицi. Вiдзначимо, що змiна величи-
ни ψp6 дуже слабко впливає на кiлькiснi значення
поляризацiї P3, ентропiї S та теплоємностi. З ростом
ψp6 значення (χε

33)
−1 i (τ ε

1 )−1 в точцi фазового пе-
реходу зростає, але швидкiсть змiни цих величин iз
змiною температури не змiнюється. Збiльшення зна-
чення ψp6 призводить до зменшення величини пру-
жної сталої cE

66 i збiльшення п’єзомодуля d36.
Всi подальшi результати будуть наведенi для на-

бору параметрiв 2 iз таблицi.
Частотно-температурнi залежностi дiйсної та уяв-

ної частин дiелектричної сприйнятливостi затиснуто-
го кристала в околi температури фазового переходу
наведенi на рис. 3.

На рис. 4 наведенi частотнi залежностi дiйсної та
уявної частин дiелектричної сприйнятливостi меха-
нiчно затиснутого та вiльного кристалiв при рiзних
температурах сегнето- i параелектричних фаз в око-
лi температури переходу для пластини зi сторонами
довжиною l = 1.
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Рис. 1. Температурна залежнiсть статичних дiелектричних, теплових, п’єзоелектричних i пружних
характеристик кристалiв при n=6 для наборiв параметрiв 2 i 3 з таблицi
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Рис. 2. Температурна залежнiсть статичних дiелектричних, п’єзоелектричних, пружних характеристик
i часiв релаксацiї кристалiв з n=6 при J=200 K i ψ=0 K, ν=20.069 K; ψ=200 K, ν=20 K; ψ=400 K,

ν=19.792 K; часiв релаксацiї для J=200 K, ψ=200 K, ν=20 K
з рiзними n: 1 – 2, 2 – 4, 3 – 6, 4 – 8, 5 – 12
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Рис. 3. Частотно-температурнi залежностi дiйсної та уявної частин
дiелектричної сприйнятливостi затиснутого кристала

в околi температури переходу (n=6)
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При частотi ν = 0 отримуємо статичнi значен-
ня χε

33(0) i χσ
33(0). Вище частоти 109 має мiсце за-

тискання кристала високочастотним полем, сприйня-
тливостi затиснутого та вiльного кристала спiвпада-
ють i спостерiгається дисперсiя релаксацiйного типу.
У температурному iнтервалi 0.7Tc − 1.3Tc i в обла-
стi частот 104 − 107 для механiчно вiльного криста-
ла має мiсце дисперсiя сприйнятливостi резонансного

типу. Амплiтуди резонансних пiкiв зменшуються при
збiльшеннi частоти зовнiшнього поля i збiльшуються
при T → Tc.

Зменшення розмiрiв пластини l призводить до
зменшення числа резонансних пiкiв i їх амплiтуд.

Частотно-температурнi залежностi швидкостi
звуку i коефiцiєнта поглинання зображенi на
рис. 5.
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Рис. 5. Частотно-температурнi залежностi швидкостi звуку i коефiцiєнта поглинання (n=6)
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При температурi переходу при частотах бiльше
0.3 · 109 спостерiгається пiк швидкостi звуку. При
збiльшеннi ΔT = |T − Tc| швидкiсть звуку зменшує-
ться, досягаючи мiнiмуму, а також потiм зростає до
величини, яка є однаковою при всiх частотах. Кое-
фiцiєнт поглинання звуку при T = Tc характеризу-
ється максимальним значенням, яке майже не зале-
жить вiд частоти ν, при зростаннi температури ΔT
величина α6 зменшується, причому тим повiльнiше,
чим бiльша частота.

В областi частот, менших вiд частот високочасто-
тної дисперсiї дiелектричної проникностi швидкiсть i
коефiцiєнт поглинання звуку є постiйними. В областi
частот високочастотної дисперсiї теорiя передбачає
рiзке зростання швидкостi i коефiцiєнта поглинання
звуку iз ростом частоти, пiсля чого частотна крива
цих характеристик виходить на насичення. Значення
коефiцiєнта поглинання звуку при насиченнi настiль-
ки великi, що звук практично не поширюється, а зна-
чить можна стверджувати про наявнiсть обрiзаючої
частоти пропускання звуку.

VIII. Заключнi зауваження

Модель Iзiнга з врахуванням п’єзоелектричної взає-
модiї є вдалою моделлю для дослiдження нецентро-
симетричних сегнетоелектрикiв, оскiльки вона є про-
ста для розрахункiв i водночас якiсно правильно опи-
сує поведiнку всiх дiелектричних, п’єзоелектричних i
пружних характеристик. Цi характеристики в основ-
ному залежать вiд трьох параметрiв нашої моделi:
J, νp, ψp6. Першi два параметри переважно визнача-
ють температуру фазового переходу, температурну
залежнiсть теплоємностi, спонтанної поляризацiї, дi-
електричної проникностi. Врахування же деформа-
цiйного потенцiалу ψp6 коректує цi характеристики,
а також дає змогу описати спонтанну деформацiю,
п’єзоелектричнi модулi, пружнi сталi та явище п’єзо-
електричного резонансу.

При врахуваннi ψp6 виникають два типи сприй-
нятливостей: затиснутого χε

33 i вiльного χσ
33 криста-

ла. Як показують проведенi нами розрахунки, при
низьких частотах χσ

33 трохи бiльша за χε
33, що по-

в’язано з деформуванням кристала пiд дiєю зовнi-
шнього поля. При високих частотах кристал не всти-
гає деформуватись, а отже, χε

33 i χσ
33 практично спiв-

падають. При промiжних частотах, якi спiвпадають
з власними частотами коливань кристала, виникає
п’єзоелектричний резонанс, що спостерiгається екс-
периментально в нецентросиметричних сегнето-
електриках.

У цiй роботi виконано дослiдження систем, що
описуються двопiдгратковою моделлю Iзiнга з вра-
хуванням п’єзоефекту. У наближеннi двочастинково-
го кластера i точним врахуванням кореляцiй n най-
ближчих сусiдiв у випадку полярного впорядкува-
ння елементiв структури, що впорядковуються, те-
оретично розрахованi дiелектричнi, п’єзоелектричнi
пружнi i тепловi характеристики систем i виконано
детальний числовий аналiз температурних залежно-
стей цих величин.

На основi методу Глаубера отримано динамiчну
дiелектричну сприйнятливiсть механiчно затиснуто-
го кристала; часи релаксацiї в точцi переходу в конк-
ретному випадку залишаються скiнченними.

У випадку врахування часової залежностi дефор-
мацiї ε6, використовуючи класичнi рiвняння руху
елементарного об’єму кристала для розгляду динамi-
ки деформацiйних процесiв, отримано вирази для дi-
електричної сприйнятливостi вiльного кристала, за-
лежних вiд частоти коефiцiєнта п’єзоелектричної де-
формацiї, пружної податливостi. Показано, що в тем-
пературному iнтервалi 0.7Tc−1.3Tc i в областi частот
104−107 має мiсце дисперсiя дiелектричної сприйнят-
ливостi резонансного типу. В областi ж частот, бiль-
ших за 1010 сприйнятливостi затиснутого та вiльно-
го кристалiв спiвпадають i спостерiгається дисперсiя
релаксацiйного типу.

У межах цiєї моделi проведено розрахунок швид-
костi i коефiцiєнта поглинання звуку, дослiджено
температурний i частотний хiд цих величин. Зокре-
ма, теоретично можна визначити обрiзаючу частоту
пропускання звуку.
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DIELECTRIC, PIEZOELECTRIC AND ELASTIC PROPERTIES
OF A SIMPLE MODEL OF A PIEZOELECTRIC

R.R. Levitskya, I.R. Zachekb, A.S. Vdovycha

aInstitute for Condensed Matter Physics of the National Academy of Sciences of Ukraine,
1 Svientsitskii str, 79011 Lviv, Ukraine

bNational University “Lvivska Politechnika”
12 S. Banderа Str., 79013, Lviv, Ukraine

Within the framework of two-sublattice Ising model with taking into account short-range
and long-range interactions and the piezoelectric interaction with the shear strain within two-
particle cluster approximation, the dielectric, piezoelectric, elastic and thermal characteristics
of simple model of piezoelectric are calculated in the case of polar ordering. Taking into account
a dynamics of piezoelectric deformation, the phenomena of crystal clamping by high frequency
electric field and piezoelectric resonance are described. Ultrasound attenuation is calculated,
peculiarities of its temperature dependence near the phase transition points are investigated.
Detailed numerical analysis of the obtained results is carried out.
Keywords: cluster approximation, dynamic permittivity.
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