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У прикладних дослiдженнях математичних моде-
лей реальних явищ доводиться задовольнятися ли-
ше наближеною iнформацiєю щодо об’єкта, який
вивчають. В обидвох практикованих в математи-
чнiй науцi пiдходах для отримання такої iнформа-
цiї, – у кiлькiснiй i якiснiй теорiях, – проблемою є
не наближений характер вiдповiдi, а великий обсяг
необхiдних обчислень. Як зазначено, наприклад, в
[1, с. 33], вiдповiднi алгоритми прийнято називати
обчислювальними або числовими методами. Важливi
класи таких методiв – рiзницевi, проекцiйнi та iтера-
цiйнi – мають широкi застосування як для обґрун-
тування розв’язностi, так i для практичного вiдшу-
кання розв’язкiв тих чи iнших класiв операторних
рiвнянь. Запропонований 1952 року (див. [2]) метод
осереднення функцiональних поправок Ю.Д. Соко-
лова дав поштовх до створення нових способiв по-
будови наближених методiв, поєднуючи iдеї рiзних
алгоритмiв таким способом, щоб новi конструкцiї да-
вали можливiсть використати переваги кожного з
них. Дослiдження цього методу в термiнах опера-
торних рiвнянь належать Е.А. Чернишенко, А.Ю.
Лучцi [3], М.С. Курпелевi [4], а у застосуваннi до
окремих класiв операторних рiвнянь – В.I. Тивончу-
ку, Л.Є. Кривошеїну, К.Б. Бараталiєву, Б.Г. Мосоло-
ву та низцi iнших авторiв. Первiсний варiант методу
осереднення функцiональних поправок запропонував
Ю.Д. Соколов як метод наближеного розв’язання лi-
нiйного iнтегрального рiвняння

x(t) = ϕ(t) +

b∫
a

K(t, s)x(s)ds. (1)

Вiн описується за допомогою формул

xn+1 = ϕ(t) +

b∫
a

K(t, s)[xn(s) + αn+1]ds, (2)

αn+1 =
1

b − a

b∫
a

(xn+1(s) − xn(s))ds, x0(t) = 0. (3)

Поправку αn+1 на кожному кроцi iтерацiйного
процесу знаходять за формулою⎛

⎝b − a −
b∫

a

b∫
a

K(t, s)dsdt

⎞
⎠ αn+1 =

b∫
a

ϕ(t)dt +

+

b∫
a

b∫
a

K(t, s)xn(s)dsdt −
b∫

a

xn(t)dt. (4)

Для нелiнiйного iнтегрального рiвняння, записаного
у виглядi

x(t) = ϕ(t) +

b∫
a

K(t, s)f [t, s, x(s)]ds, (5)

послiдовнiсть {xn(t)} за методом Соколова визнача-
ють за допомогою формул (див. [4, с. 13, 14])

xn+1 = ϕ(t) +

b∫
a

K(t, s)f [t, s, xn(s) + αn+1]ds, (6)

де αn+1 та x0(t) означенi за формулами (3). Для
знаходження поправки αn+1 маємо алгебраїчне або
трансцендентне рiвняння

(b − a)αn+1 =

b∫
a

ϕ(t)dt +

+

b∫
a

b∫
a

K(t, s)f [t, s, xn(s) + αn+1]dsdt. (7)

Безпосереднi узагальнення методу Соколова для не-
лiнiйного операторного рiвняння вигляду

x = Tx, (8)
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у якому оператор T дiє з простору E, структур-
но нормованого елементами архiмедового K-лiнеалу
N , в E, дослiдженi М.С. Курпелем (див., зокрема,
[4, с. 68–78]). Цi алгоритми описуються формулами

а)xn+1 = PTxn+1 + QTxn, (9)

б)xn+1 = T (Pxn+1 + Qxn), (10)

в)xn+1 = PTxn+1 + QT (Pxn+1 + Qxn), (11)

де P – лiнiйний оператор (P = P 2), що проектує
простiр E на його пiдпростiр Ep, Q = I −P , I – тото-
жний оператор. М.С. Курпелевi належить самий тер-
мiн «проекцiйно-iтеративнi» методи. Цi методи поєд-
нують iдеї проекцiйних методiв, зокрема, методу Рi-
тца, методу Гальоркiна, методу найменших квадра-
тiв, методiв моментiв та iнших вiдомих i часто вжива-
них у теоретичних дослiдженнях та при практичному
розв’язаннi математичних моделей прикладних на-
ук наближених методiв, вiдомих також, як варiацiй-
нi та як прямi методи, з iдеєю iтерацiйних уточнень
знайдених наближень. Створений новий клас набли-
жених методiв дав можливiсть використовувати пе-
реваги як одних, так i iнших i сприяв розширенню
можливостей їх застосувань як практичних обчислю-
вальних методiв. Алгоритми (9)–(11) є прикладами
проекцiйно-iтеративних аналогiв проекцiйних мето-
дiв вигляду

а)xn+1 = PTxn+1, (12)

б)xn+1 = TPxn+1, (13)

в)xn+1 = PTxn+1 + QTPxn+1. (14)

Проекцiйнi методи (12)–(14) вiдрiзняються вiд
проекцiйно-iтеративних методiв (9)–(11) насамперед
тим, що знайдене наближення xn не використову-
ється при знаходженнi наближення xn+1. Це спри-
чинює незручностi при обчислювальнiй реалiзацiї.
Складнiсть їх теоретичного дослiдження засвiдчу-
ють численнi публiкацiї у минулому столiттi пiсля
появи методу Рiтца 1911-го року та методу Гальор-
кiна 1915-го року. Дослiдженню методу Рiтца у зас-
тосуваннi до задач математичної фiзики присвяченi
низка праць М.М. Крилова i М.М. Боголюбова, а та-
кож Л.В. Канторовича, С.Г. Михлiна та iн. Збiжнiсть
методу Гальоркiна для крайових задач дослiджу-
вали М.В. Келдиш, Л.В. Канторович, С.Г. Михлiн,
М.I. Польський, М.А. Красносельський. Методу най-
менших квадратiв та методу моментiв присвяченi ро-
боти М.П. Кравчука та М.М. Крилова i М.М. Бо-
голюбова, а також С.Г. Михлiна, А. Лангенбаха,
В.М. Фрiдмана. Зазначимо, що для лiнiйного рiвнян-
ня вигляду

y = Ax + b (15)

з лiнiйним неперервним оператором A, який дiє у
банаховому просторi E, алгоритми вигляду (9)–(11)
докладно дослiдженi у низцi праць А.Ю. Лучки. Пер-
шим пiдсумкам дослiдження цих методiв i їх числен-
ним застосуванням з конкретизацiями оператора P

та з виокремленням реальних класiв лiнiйних опе-
раторiв A присвячена монографiя [3]. У другiй по-
ловинi ХХ столiття увiйшли до наукового обiгу та
практичного вжитку й iншi «синтетичнi» методи,
до яких можна зарахувати, наприклад, проекцiйно-
сiтковi методи Г.I. Марчука [5], числово-аналiтичнi
методи А.М. Самойленка [6] та iн.

Основнi результати монографiї [4] стосуються по-
будови загальної теорiї проекцiйно-iтеративних ме-
тодiв для операторних рiвнянь в абстрактних метри-
чних i нормованих просторах, що вписуються в дос-
татньо загальну схему теорiї наближених методiв з
використанням спецiально розробленого в [4] апара-
ту мажорантної методики дослiдження збiжностi та
отримання оцiнок похибок дослiджуваних методiв.
З-помiж iтерацiйних методiв розв’язання рiвняння
(8), наведемо задля прикладу алгоритм

xn+1 = Tn+1(xn+1, xn) (n = 0, 1, ...), (16)

де Tn – деякi оператори, що дiють з E ×E в E, при-
чому E є простором, що нормований елементами ар-
хiмедового лiнеалу N, x0 ∈ E. Припускаємо, що на
множинi розв’язкiв x рiвняння (8), якi належать до
деякої замкненої множини D простору E, справджу-
ється умова

lim
n→∞ ‖Tn(x, x) − Tx‖ = 0, (17)

де пiд збiжнiстю розумiємо рiвномiрну збiжнiсть в E
з нормою ‖·‖, яка є елементом архiмедового лiнеалу
N . Має мiсце такий результат.

Теорема 1. [4, стор. 52–59]. Нехай рiвняння (8)
має розв’язок x, що належить до множини D, а рiв-
няння (16) при кожному n = 0, 1, ... має розв’язок
xn+1, що належить до тiєї самої множини D. Не-
хай оператори Tn мають ту властивiсть, що для
всiх x, y, z, t ∈ D справджуються нерiвностi

‖Tn(x, y) − Tn(z, t)‖ ≤ Mn ‖x − z‖ + Kn ‖y − t‖
i при кожному a ∈ N збiгаються рiвномiрно ряди
∞∑

i=0

Mia та
∞∑

i=0

Pia з операторами M i P , для яких

маємо Mn ≤ M , Kn≤K, P=(I − M)−1K (тут I –
тотожний оператор). Тодi рiвняння (8) має єдиний
розв’язок у множинi D i для збiжностi послiдов-
ностi {xn}, утвореної за допомогою формул (16), до
розв’язку рiвняння (8) з будь-яким початковим наб-
лиженням x0 ∈ D умова (17) є необхiдною i достат-
ньою. При тому мають мiсце такi оцiнки похибки
n-го наближення:

‖x − xn‖ ≤ (I − Mn)−1Kn ‖x − xn−1‖ + (I − Mn)−1an

та

‖x − xn‖ ≤ Pn ‖x − x0‖ +
n−1∑
i=0

P i(I − M)−1an−1,

де ak = ‖Tk(x, x) − Tx‖.
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Ця теорема є частковим випадком загальнiшого
результату М.С. Курпеля, встановленого в [4]. З iн-
шого боку, вона охоплює низку результатiв Й. Шмiд-
та, Й. Шредера, Л.В. Канторовича як частиннi ви-
падки. Зокрема, iстотно спрощуються щойно наве-
денi оцiнки похибок, якщо оператори Tn задоволь-
няють спiввiдношення x = Tn(x, x) при x ∈ D,
бо an = θ (n = 0, 1, ...), де θ – нульовий елемент
в N . В тому випадку, коли рiвнiсть (17) має виг-
ляд lim

n→∞ ‖Tn(xn−1, xn−1) − Txn−1‖ = 0, отримується

один з результатiв Й. Шмiдта (див. [4, с. 55–57]).
Якщо замiсть нестацiонарного iтерацiйного процесу
розглядається стацiонарний алгоритм, який вiдрiзня-
ється вiд алгоритму (16) тим, що оператор Tn+1 є
одним i тим самим при кожному n = 0, 1, ..., з на-
веденого результату отримується низка вiдомих ре-
зультатiв, чимало з яких наведенi в [4].

Для iлюстрацiї наведеного розглянемо приклад,
коли рiвняння (8) має вигляд (див. [4, стор. 63, 64])

x = F (x, x)

i для (i = 2, k) приймемо

T1(x, y) = F (x, y), Ti(x, y) = T (x, Ti−1(x, y)).

Припускаємо, що на деякiй замкненiй множинi D
простору E, який є структурно нормованим за до-
помогою архiмедового К-лiнеалу N , справджується
умова

‖F (x, y) − F (z, t)‖ ≤ M ‖x − z‖ + L ‖y − t‖ ,

де M i L є лiнiйними неперервними додатними опе-
раторами в архiмедовому К-лiнеалi N . Якщо при
кожному n = 1, 2, ... рiвняння (16) має розв’язок
xn+1 ∈ D i при всякому a ∈ N рiвномiрно збiгаю-

ться ряди
∞∑

i=0

Δi
ka,

∞∑
i=0

γi
ka, де

Δk =
k−1∑
i=0

LiM,γk = (I − Δk)−1Lk,

то послiдовнiсть {xn} цих розв’язкiв збiгається до
єдиного на множинi D розв’язку x∗ рiвняння

x = Tn(x, x)

при будь-якому x0 ∈ D. При (1 ≤ p ≤ n) має мiсце
оцiнка

‖x − xn‖ ≤ (1 − γk)−1γn−p−1 ‖xp − xp−1‖ .

Очевидно, що з iснування розв’язку рiвняння (8) вип-
ливає також, що вiн єдиний i його можемо ототож-
нити з x∗. З низки числових iлюстративних прикла-
дiв iз [4] подаємо приклад 9 iз [4, стор. 203]. Нелiнiйне
iнтегральне рiвняння

x(t) = − 1
20

t +

1∫

0

[x2(s) +
1
10

tsx (s)]ds

має два розв’язки x∗(t) = 1 та x∗∗(t) = − 183
3541 t + 3

3541 .
Для наближеного розв’язання цього рiвняння зас-
тосуємо наведений спосiб побудови iтерацiй, прий-
нявши

F (x, y) = − 1
20

t +

1∫

0

[x2(s) +
1
10

t · s · y (s)]ds.

Матимемо

Tk(x, y) = − 3
58

(1 − 1
30k

)t+

+

1∫

0

[[1 +
3
58

(1 − 1
30k−1

)t]x2(s)+

+
1

10 · 30k−1
tsy(s)]ds.

Iтерацiйний процес (16) матиме вигляд

xn(t) = − 3
58

(1 − 1
30k

)t+

+

1∫

0

[[1 +
3
58

(1 − 1
30k−1

)t]x2
n(s)+

+
1

10 · 30k−1
tsxn−1(s)]ds.

Вибравши за початкове наближення x0(t) = 0, отри-
маємо двi послiдовностi iтерацiй, одна з яких збiга-
ється до розв’язку x∗(t) = 0, а друга – до розв’яз-
ку x∗∗(t) = − 183

3541 t + 3
3541 . Зазначимо, що звичайний

метод послiдовних наближень xn+1 = F (xn, xn) при
x0(t) = 0 генерує послiдовнiсть наближень, яка збi-
гається до x∗∗(t).

М.С. Курпелевi належить низка нових двосторон-
нiх методiв апроксимацiї розв’язкiв операторного рiв-
няння (8) у термiнах напiвупорядкованих просторiв
за припущень, якi не вимагають монотонностi та опу-
клостi оператора в рiвняннi (8). Бiльшiсть з цих ре-
зультатiв використовує поняття крайнього розв’язку
системи рiвнянь

y = F1(y, z), z = F2(z, y), (18)

запроваджене М.С. Курпелем. Нехай E – напiвупо-
рядкований простiр i F1(y, z), F2(y, z), E1 – деяка
множина в E. Розв’язок (y∗, z∗) системи (18) назва-
но М.С. Курпелем крайнiм в E1 розв’язком її, якщо
y∗, z∗ ∈ E1 i для всякого iншого розв’язку (y, z)
(y∗, z∗ ∈ E1) мають мiсце спiввiдношення

y∗ ≤ y ≤ z∗, y∗ ≤ z ≤ z∗.

Курпелеве поняття крайнього розв’язку системи (18)
узагальнює поняття нижнього y∗ та верхнього z∗ роз-
в’язкiв рiвняння (8) так, що компоненти крайнього
розв’язку системи (18) є вiдповiдно нижнiм i верх-
нiм розв’язками рiвняння (8), якщо це рiвняння має
нижнiй i верхнiй розв’язки (див., напр. [7, 8]).
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Один з найзагальнiших двостороннiх методiв
М.С. Курпеля для, взагалi кажучи, нелiнiйного рiв-
няння (8) з немонотонним оператором T можна опи-
сати як iтерацiйний алгоритм, побудований за допо-
могою формул

yu+1 = T1(yu+1, zu+1, yn, zu),
zu+1 = T2(zu+1, yn+1, zu, yn) (n = 0, 1, ...) (19)

за таких припущень. Нехай

E1 = {x : a ≤ x ≤ b, x, a, b ∈ E}
є вiдрiзком в правильно частково упорядкованому
просторi E. Позначаємо також E1 = [a; b]. Рiвнян-
ня (8) розглянемо, вважаючи, що iснують оператори
T1(p, q, y, z), T2(p, q, y, z):E1 ×E1 ×E1 ×E1 → E1, для
яких при x ∈ E1 мають мiсце спiввiдношення

T1(x, x, x, x) ≤ Tx ≤ T2(x, x, x, x). (20)

Нехай справджуються такi вимоги: 1) iз спiввiдно-
шень

pn ↑ p, qn ↓ q, yn ↑ y, zn ↓ z

(p, q, y, z, pn, qn, yn, zn ∈ E1 ∀n = 1, 2, ...)

випливають спiввiдношення

T1(pn, qn, yn, zn) ↑ T1(p, q, y, z),

T2(qn, pn, zn, yn) ↓ T2(q, p, z, y),

де спiввiдношення xn ↑ x та xn ↓ x розумiтимемо
як збiжнiсть монотонно зростаючої та вiдповiдно мо-
нотонно спадаючої послiдовностi {xn} у трактуваннi
збiжностi у правильно частково упорядкованих прос-
торах; 2) якщо p, q, y, z ∈ E1, то

T1(p, q, y, z) ≤ T2(p, q, y, z).

Умова 1) справджується, зокрема, якщо оператори
T1 (p, q, y, z), T2 (p, q, y, z), є неперервними за сукуп-
нiстю аргументiв i при цьому з нерiвностей p1 ≤ p2,
q1 ≥ q2, y1 ≤ y2, z1 ≥ z2 (pi, qi, yi, zi ∈ E1; i = 1, 2)
випливають нерiвностi

Ti (p1, q1, y1, z1) ≤ Ti (p2, q2, y2, z2) (i = 1, 2) .

Для алгоритму (19) за виконання зазначених припу-
щень i при виборi x0 = a, y0 = b, має мiсце такий
результат М.С. Курпеля.

Теорема 2. [8, с. 57, 58]. Для кожного
n=0, 1, ... iснує крайнiй на вiдрiзку [yn, zn] розв’я-
зок (yn+1, zn+1) системи рiвнянь (19). Послiдовнос-
тi {yn}, {zn}, побудованi за формулами (19) з по-
чатковим наближенням x0 = a, y0 = b, збiгаються
вiдповiдно до компонент y∗, z∗, крайнього на вiдрiзку
[a, b] розв’язку (y∗, z∗) системи рiвнянь

y = T1 (y, z, y, z) ,

z = T2 (z, y, z, y)

i справджується спiввiдношення

yn ≤ yn+1 ≤ y∗ ≤ x ≤ z∗ ≤ zn+1 ≤ zn (n = 0, 1, ...) ,

якщо тiльки x є розв’язком рiвняння (8), який на-
лежить до вiдрiзка [a, b].

Вiдмiтимо майже очевидний факт, що у випад-
ку, коли оператори T1 i T2 є iдентичними при
p=q=y=z=x, то з теореми 2 неважко отримати нас-
лiдки, якi гарантують iснування розв’язку рiвняння
(8). Зазначимо також, що М.С. Курпель дослiдив ал-
горитми вигляду (19), у яких замiсть операторiв T1 i
T2 фiгурують iтерованi оператори T

(k)
1 , T

(k)
2 . Це доз-

воляє покращити збiжнiсть iтерацiй. Курпелевi алго-
ритми вигляду (19) та iншi двостороннi методи, дос-
лiдженi М.С. Курпелем, при обґрунтуваннi не потре-
бують монотонностi оператора F (x, x) щодо x.

Запропонованi в [9–12] та у низцi iнших праць
двостороннi алгоритми обґрунтовуються з викорис-
танням спецiальних тверджень, вiдомих як теореми
про операторнi нерiвностi, зокрема, як теореми про
диференцiальнi та теореми про iнтегральнi нерiвнос-
тi (див., напр., [13–19]). Цi теореми мають числен-
нi застосування в теорiї двостороннiх i монотонних
iтерацiйних методiв, в теорiї асимптотичних методiв
розв’язання диференцiальних рiвнянь (див., напр.
[15]), в теорiї числово-аналiтичних методiв А.М. Са-
мойленка (див. [6]) тощо. Iнтегральнi та диферен-
цiальнi нерiвностi є одним з основних iнструментiв
якiсної теорiї диференцiальних рiвнянь. Найiстотнi-
шою в теорiї операторних нерiвностей є вимога моно-
тонностi оператора T у рiвняннi x = Tx. Двосторон-
нiм операторним нерiвностям з немонотонним опера-
тором присвячена iнiцiйована М.С. Курпелем моно-
графiя [8], у якiй цi нерiвностi систематично вико-
ристовуються для обґрунтування двостороннiх iте-
рацiйних методiв. Започаткованi в [8] дослiдження
двостороннiх методiв та двостороннiх операторних
нерiвностей продовженi у низцi дослiджень учнiв i
послiдовникiв М.С. Курпеля, зокрема, у [20, 21], а
також в [22–26]. Цi результати є новими як щодо
структури i теорiї алгоритмiв двостороннiх методiв,
зокрема, щодо обґрунтування їх збiжностi, так i щодо
тверджень про загальнi двостороннi операторнi не-
рiвностi та їх конкретизацiї для окремих класiв опе-
раторiв. Зокрема, новими є дослiдженi в [21, 25] дво-
стороннi алгоритми для крайових задач.

М.С. Курпелевi належить новий метод двосторон-
ньої апроксимацiї розв’язку задачi Кошi для звичай-
ного диференцiального рiвняння

x′ (t) = f (t, x (t)) , x (t0) = x0,

опублiкований 1969 року [9] i трактований М.С. Кур-
пелем як узагальнення вiдомого двостороннього ме-
тоду Чаплигiна, котрий, як встановив 1951 року
М.М. Лузiн, має квадратичний характер збiжностi.
Метод Курпеля в абстрактному викладi докладно
дослiджено в [10] (див. також [8]) для операторного
рiвняння вигляду

Lx = T (x, x) (21)
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з умовою
Sx = r (22)

за припущення, що L : D → E1, S : D → E2,
T (y, z) : D × D → E1, D ⊆ E – опукла пiдмножина
простору E, оператори L, S є лiнiйними неперервни-
ми в областi D. Припустимо, що iснує лiнiйний непе-
рервний обернений оператор L−1. Вважаємо, що E,
E1, E2 є напiвупорядкованими просторами. Нехай,
крiм того, простори E1 i E2– структурно нормованi
за допомогою архiмедових лiнеалiв N i N1 вiдповiд-
но. Припустимо, що нелiнiйний оператор T (y, z) є
неперервним за сукупнiстю аргументiв y, z в областi
D × D i має першi похiднi за y i за z, якi позначимо
вiдповiдно через T1 (y, z) i T2 (y, z), причому опера-
тори T1 (y, z) w, T2 (y, z) w як лiнiйнi оператори щодо
w є лiнiйними обмеженими (неперервними) операто-
рами при будь-яких y, z ∈ D. Означимо послiдовнi
наближення yn+1, zn+1 до розв’язку рiвняння (21) з
умовою (22) за допомогою формул

Lyn+1 = T1 (yn, yn) (yn+1 − yn)+
+T2 (yn, yn) (zn+1 − zn) + T (yn, zn) ,

Lzn+1 = T1 (yn, yn) (zn+1 − zn)+
+T2 (yn, yn) (yn+1 − yn) + T (zn, yn) ,

(23)

Syn+1 = Szn+1 = r (r ∈ E2) , (24)

де y0, z0 ∈ D задовольняють спiввiдношення

Ly0 ≤ T (y0, z0) ,
Lz0 ≥ T (z0, y0)

(25)

та Sy0 = Sz0 = r. Має мiсце таке твердження.

Теорема 3. [8, с. 81–83]. Нехай y0, z0 вибранi заз-
наченим способом i при виконаннi сформульованих
вимог щодо просторiв i операторiв, про якi йдеться
в алгоритмi (23), (24), справджуються припущен-
ня: А) якщо x, y, z ∈ D, Sx = Sy = Sz = r, то

T (x, z) − T (y, z) ≥ T1 (y, z) (x − y) ,

T (z, x) − T (z, y) ≤ T2 (z, y) (x − y) ;

Б) оператор T1 (y, z) не спадає щодо y i z, а опера-
тор T2 (y, z) не зростає щодо y i z; В) якщо x, y,
z, t ∈ D задовольняють рiвностi Sx = Sy = θ1,
Sz = St = r, де θ – нульовий елемент простору E1,
то з нерiвностей

Lx ≥ T1 (z, t)x − T2 (z, t) y,

Ly ≥ T1 (t, z) y − T2 (t, z) x

випливає, що x ≥ θ1, y ≥ θ1. Тодi з розв’язностi за-
дачi (23), (24) для кожного n = 0, 1, ... випливають
спiввiдношення

Lyn+1 ≤ T (yn+1, zn+1) ,

Lzn+1 ≥ T (zn+1, yn+1)

та y0 ≤ y1 ≤ ... ≤ yn ≤ ... ≤ zn ≤ ... ≤ z1 ≤ z0.
Якщо, крiм того, iснує розв’язок x∗ задачi (21),

(22), який належить до областi D, то матимемо
y0 ≤ y1 ≤ ... ≤ yn ≤ ... ≤ x∗ ≤ ... ≤ zn ≤ ... ≤ z1 ≤ z0.

Зазначимо, що твердження цiєї теореми залишає-
ться незмiнним, якщо елементи y0, z0 ∈ D задоволь-
няють спiввiдношення u0 ≤ x ≤ v0 за припущення,
що розв’язок x ∈ D рiвняння (21) iснує, й елементи
y1, z1 визначенi за (23), (24), задовольняють спiввiд-
ношення y0 ≤ y1, z0 ≥ z1. Оцiнки збiжностi iтерацiй-
ного процесу (23), (24) можна отримати, доєднавши
до вимог попередньої теореми додатковi припущен-
ня. Нехай простори E, E1 є структурно нормованими
за допомогою архiмедових лiнеалiв N, N1 вiдповiдно
i норма ‖x‖ ∈ N додатнiх елементiв x ∈ E монотон-
на. Нехай, крiм того, в N i N1 означений добуток
елемента на елемент.

Постулюємо припущення: Г) для кожного x ∈ D
iснує обернений оператор A(x) = (L − T1(x, x)+
+T2(x, x))−1, причому оператор A(x) є лiпшицiєм
з оператором Лiпшиця Q : N → N ; Д) при всiх
x, y, z ∈ D, sx = sy = sz = rQ : N → N , оператори
T1, T2 задовольняють умови Лiпшиця

‖T1(x, z) − T1(y, z)‖ ≤ L1 ‖x − y‖ ,

‖T2(z, x) − T2(z, y)‖ ≤ L2 ‖x − y‖ ,

де L1, L2 : N → N ; Е) послiдовнiсть {σn}, для якої

σn = Bσ2
n (n = 1, 2, ...),

σ0 = ‖y0 − z0‖; B = 1
2Q(L1 + L2), збiгається рiвно-

мiрно в N , причому

lim
n→∞σn = θN .

Тут θN – нульовий елемент в N . Виконання умов
А) – Е) забезпечує рiвномiрну збiжнiсть послiдов-
ностей {yn}, {zn} до розв’язку x∗ задачi (21), (22),
а також є пiдставою для оцiнок похибки

‖x∗ − yn‖ ≤ σn, ‖zn − x∗‖ ≤ σn (n = 0, 1, ...).

Якщо простори E i E1 є банаховими, то оператори
L1, L2, Q та B позначають дiю множення дiйсних чи-
сел. У цьому випадку отриманi оцiнки тривiальним
способом призводять до оцiнок

‖x∗ − yn‖ ≤ B2n−1 ‖z0 − y0‖ ,

‖zn − x∗‖ ≤ B2n−1 ‖z0 − y0‖ .

Для збiжностi процесу у цiй ситуацiї достатньо не-
рiвностi B ‖z0 − y0‖ ≤ q < 1. Крiм алгоритму (23),
(24), пiд двостороннiми методами Курпеля розумiємо
й iншi алгоритми, якi узагальнюють метод Чаплигi-
на. Одним з рiзновидiв методiв Курпеля є алгоритм,
коли замiсть (23) використовуються формули

Lyn+1 = T1(zn, zn)(zn+1 − zn)+
+T2(zn, zn)(yn+1 − yn) + T (zn, yn),

Lzn+1 = T1(zn, zn)(yn+1 − yn)+
+T2(zn, zn)(zn+1 − zn) + T (yn, zn) (26)
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Метод Соколова i теорiя та застосування проекцiйно-iтеративних i двостороннiх методiв у працях М.С. Курпеля

разом з формулами (24). Використовуються вiдповiд-
нi корективи в умовах, що забезпечують потрiбнi вла-
стивостi алгоритму (26), (24). Зокрема, у формулах
(26) оператор T1(x, y) не зростає щодо x, y. Доклад-
ний аналiз загальнiших за метод Курпеля двосторон-
нiх алгоритмiв зроблено в [20] та [21]. Характерною
вiдмiннiстю методу Курпеля вiд узагальнень мето-
ду Чаплигiна, що належать iншим авторам, є те, що
метод Курпеля як i метод Чаплигiна має квадрати-
чну швидкiсть збiжностi. Зокрема, вiдповiднi алгори-
тми В. Кваде [11], алгоритм Б.Н. Бабкiна [12] та iн-
ших авторiв характеризуються лiнiйною швидкiстю
збiжностi.

Зазначимо, що 1978 року видавництвом Academic
Press виданий переклад англiйською мовою моногра-
фiї [4], а в монографiї [18] вмiщений повний пере-
клад польською мовою статтi [27]. Низка дослiджень
М.С. Курпеля стосується також застосування набли-
жених методiв до диференцiальних рiвнянь з вiдхи-
ленням аргументу як з пiслядiєю, так i з аргументом,
який не є запiзненням.

М.С. Курпель приклав чимало зусиль щодо
пiдготовки наукової молодi. Зокрема, пiд його ке-
рiвництвом проводили науковi дослiдження Ф. Ми-
гович, Т.С. Курченко, Г.О. Шпортюк, В.I. Гречко,
I.М. Майборода, В.I. Охрончук, низка iнших учнiв i
спiвробiтникiв.
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THE SOKOLOV METHOD, THEORY AND APPLICATION
OF PROECTIVE-ITERATIVE AND TWO – SIDED METHODS

IN THE WORKS OF M.S. KURPEL

A.F. Obshta, B.A. Shuvar
National University “Lvivska Politechnika”
12 S. Banderа Str., 79013, Lviv, Ukraine

Survey of proective-iterative methods and general theory of approximation methods of
operatory equations solving, which was created by M.S. Kyrpel is discussed in this work (in
honour of 30-th anniversary of Mykola Stepanovuch Kurpel’s memory).
Keywords: approximation methods, integral equations, proective-iterative methods, operator
equations.
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