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ВСТУП

Еволюцiйнi системи використовуються для опису
широкого класу природнiх процесiв у багатьох обла-
стях наук. Поряд з цим важливим є дослiдження по-
ведiнки динамiчних систем у випадковому середови-
щi ( яке може утворюватися як самим середовищем,
так сукупним впливом умов якi важко врахувати по-
одинцi, так i похибками обчислень). Вивченню таких
систем присвячена велика кiлькiсть робiт вiдомих
вчених (Скороход, Гiхман, Боголюбов та iн.). Зокре-
ма в роботах Королюка В.С., Лiмнiуса Н. [1, 3] роз-
глядається випадок асимптотично дифузiйного збу-
рення динамiчної системи. Природнiм узагальненням
є випадок, коли збурення системи визначається iм-
пульсним процесом.

I. Постановка задачi та позначення

Стохастична еволюцiйна система в ергодично-
му марковському середовищi задається еволюцiйним
рiвнянням:

duε(t) = C(uε(t), x(t/ε4))dt+εdηε(t), uε(t) ∈ R. (1)

Марковський процес x(t), t ≥ 0 в стандартному фа-
зовому просторi (X, X) задається генератором:

Qϕ(x) = q(x)
∫

X

P (x, dy) [ϕ(y) − ϕ(x)] , ϕ ∈ B(X),

де B(X) - банаховий простiр дiйсних обмежених фун-
кцiй з супремум - нормою ||ϕ|| = max

x∈X
|ϕ(x)|.

Стохаcтичне ядро P (x, B), x ∈ X, B ∈ X , визна-
чає рiвномiрно ергодичний вкладений ланцюг Мар-
кова xn = x(τn), n ≥ 0, зi стационарним розподiлом
ρ(B), B ∈ X . Стационарний розподiл π(B), B ∈ X ,

марковського процесу x(t), t ≥ 0, визначається спiв-
вiдношенням:

π(dx)q(x) = qρ(dx), q =
∫

X

π(dx)q(x).

Позначимо через R0 - потенцiальний оператор ге-
нератора Q, що визначається рiвнiстю [1] : R0 =
Π − (Π + Q)−1, де Πϕ(x) =

∫
X

π(dy)ϕ(y) - проектор

на пiдпростiр NQ = {ϕ : Qϕ = 0} нулiв оператора Q.
Iмпульсний процес збурень (IПЗ) ηε(t), t ≥ 0, за-

дається спiввiдношеннями:

ηε(t) =

t∫

0

ηε(ds;x(s/ε4)); (2)

де сiмейство процесiв з незалежними приростами
ηε(t, x), t ≥ 0, x ∈ X, задається генераторами

Γε(x)ϕ(w) = ε−4

∫

R

[ϕ(w + ε2v)−ϕ(w)]Γ(dv; x), x ∈ X.

(3)
Нехай при цьому виконується умова балансу

Πb1(x) =
∫

X

π(dx)b1(x) = 0; b1(x) =
∫

R

vΓ(dv;x).

(4)

II. Iмпульсний процес збурень

Розглянемо асимптотичнi властивостi збурюючо-
го процесу.

Теорема 1. За умови балансу (4) має мiсце
слабка збiжнiсть

ηε(t) → η0(t), ε → 0.
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Граничний процес η0(t) визначається генератором

Γϕ(w) =
1
2
Bϕ′′(w),

де

B = B1 + B2;

B1 = 2Πb1(x)R0b1(x) = 2
∫

X

π(dx)b1(x)R0b1(x);

B2 = Πb2(x) =
∫

X

π(dx)b2(x); b2(x) =
∫

R

v2Γ(dv;x).

Граничний процес η0(t) визначається рiвнiстю

η0(t) = σW (t),

де σ2 = B; W (t) - вiнерiвський процес.
Доведення теореми.

Лема 1. Генератори сiмейства процесiв з не-
залежними приростами ηε(t, x), t ≥ 0, x ∈ X, на
тест-функцiях ϕ(w) ∈ C3(R) допускають асимпто-
тичне предсталення:

Γε(x)ϕ(w) = ε−2Γ1(x)ϕ(w) + Γ2(x)ϕ(w) + γε(x)ϕ(w),
(5)

де

Γ1(x)ϕ(w) = b1(x)ϕ′(w);

Γ2(x)ϕ(w) =
1
2
b2(x)ϕ′′(w);

а залишковий член такий, що ||γε(x)ϕ(w)|| → 0 при
ε → 0; ϕ(w) ∈ C3(R).

� Доведення. Використовуючи розклад фун-
кцiї ϕ(w) в ряд Тейлора, проведемо перетворення ге-
нератора (3):

Γε(x)ϕ(w) = ε−4

∫

R

[ϕ(w + ε2v) − ϕ(w)]Γ(dv; x) =

= ε−4

∫

R

[ϕ(w + ε2v) − ϕ(w) − ε2vϕ′(w) −

−1
2
ε4v2ϕ′′(w)]Γ(dv; x) +

+ε−2b1(x)ϕ′(w) +
1
2
b2(x)ϕ′′(w) =

= ε−2b1(x)ϕ′(w) +
1
2
b2(x)ϕ′′(w) + γε(x)ϕ(w).

Зважаючи на те, що γε(x)ϕ(w) = O(ε2), ϕ(w) ∈
C3(R) отримуємо представлення (5). �
Лема 2. Генератор двокомпонентного мар-

ковського процесу ηε(t), x(t/ε4), t ≥ 0 має вигляд:

Γ̂ε(x)ϕ(w, x) = ε−4Qϕ(w, x) + ε−2Γ1(x)ϕ(w, x) +
+ Γ2(x)ϕ(w, x) + γε(x)ϕ(w, x), (6)

де оператори Γ1(x),Γ2(x) визначаються в Лемi 1, а
залишковий член такий, що ||γε(x)ϕ(w, x)|| → 0 при
ε → 0, ϕ(w, ·) ∈ C3(R).

� Доведення. Доведення проводиться з вико-
ристанням означення генератора марковського про-
цесу та вигляду вiдповiдних генераторiв процесiв
ηε(t) та x(t/ε4). �

Зрiзаний оператор має вигляд [2]:

Γε
0(x)ϕ(w) = ε−4Qϕ(w, x) + ε−2Γ1(x)ϕ(w, x) +

+ Γ2(x)ϕ(w, x). (7)

Лема 3. За умови балансу (4) розв’язок про-
блеми сингулярного збурення для зрiзаного операто-
ра (7) на тест-функцiях

ϕε(w, x) = ϕ(w) + ε2ϕ2(w, x) + ε4ϕ0(w, x)

реалiзується спiввiдношенням:

Γε
0(x)ϕε(w, x) = Γϕ(w) + ε2θε

η(x)ϕ(w), (8)

де залишковий член θε
η(x)ϕ(w) рiвномiрно обмеже-

ний по x.
Граничний оператор Γ визначається форомулою:

ΓΠ = ΠΓ2(x)Π + ΠΓ1(x)R0Γ1(x)Π. (9)

� Доведення. Для виконання рiвностi (8) необ-
хiдно, щоб коефiцiєнти при однакових степенях ε злi-
ва i справа спiвпадали. Обчислимо:

Γε
0(x)ϕε(w, x) = ε−4Qϕ(w) + ε−2[Qϕ2(w, x) +

+Γ1(x)ϕ(w)] + [Qϕ0(w, x) + Γ1(x)ϕ2(w, x) +
+Γ2(x)ϕ(w)] + ε2[Γ1(x)ϕ0(w, x) +
+Γ2(x)ϕ2(w, x)] + ε4Γ2(x)ϕ0(w, x).

Оскiльки ϕ(w) не залежиить вiд x то

Qϕ(w) = 0,⇔ ϕ(w) ∈ NQ.

Умова балансу (4) є умовою розв’язностi рiвняння

Qϕ2(w, x) + Γ1(x)ϕ(w) = 0.

Тому
ϕ2(w, x) = R0Γ1(x)ϕ(w). (10)

Рiвняння

Qϕ0(w, x) + Γ1(x)ϕ2(w, x) + Γ2(x)ϕ(w) = Γϕ(w)

з використанням (10) можна звести до вигляду

Qϕ0(w, x) + Γ1(x)R0Γ1(x)ϕ(w) + Γ2(x)ϕ(w) = Γϕ(w)

Умова розв’язностi останнього рiвняння i дає грани-
чний оператор Γ в формi (9).

Тодi

ϕ0(w, x) = R0[Γ1(x)R0Γ1(x) + Γ2(x) − Γ]ϕ(w). (11)

Використовуючи (10) та (11), решту членiв роз-
кладу можна звести до вигляду

ε2[Γ1(x)ϕ0(w, x) + Γ2(x)ϕ2(w, x)]+
+ε4Γ2(x)ϕ0(w, x) = ε2[Γ1(x)R0[Γ1(x)R0Γ1(x)+

+Γ2(x) − Γ] + Γ2(x)R0Γ1(x)]ϕ(w)+
+ε4Γ2(x)R0[Γ1(x)R0Γ1(x)+Γ2(x)]ϕ(w)=

= ε2θε
η(x)ϕ(w).
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Обмеженiсть θε
ηϕ(w) випливає з вигляду операторiв

Γ1(x), Γ2(x) та R0. �
Завершення доведення теореми. Проводи-

ться з використанням результатiв Леми 3 та теореми
4.2 в [3].

III. Поведiнка динамiчної системи

Розглянемо асимптотичнi властивостi вихiдної
еволюцiйної системи (1).

Теорема 1. За умови балансу (4) має мiсце
слабка збiжнiсть

(uε(t), ηε(t) → (û(t), σW (t)), ε → 0

Граничний процес (û(t), σW (t)) визначається гене-
ратором

Lϕ(u,w) = Ĉ(u)ϕ′
u(u,w) +

1
2
Bϕ′′

w(u,w), (12)

де

Ĉ(u) = ΠC(x) =
∫

X

π(dx)C(u, x);

B = B1 + B2;

B1 = 2Πb1(x)R0b1(x) = 2
∫

X

π(dx)b1(x)R0b1(x);

B2 = Πb2(x) =
∫

X

π(dx)b2(x).

тут σ2 = B; W (t) - вiнерiвський процес.
Граничний процес û(t) визначається розв’язком

диференцiального рiвняння

dû(t) = Ĉ(û(t))dt. (13)

Доведення теореми.

Лема 1. Генератор трьохкомпонентного
марковського процесу uε(t), ηε(t), x(t/ε4), t ≥ 0 має
вигляд:

Lε(x)ϕ(u,w, x) = ε−4Qϕ(u,w, x) + Γε(x)ϕ(u,w, x) +
C(x)ϕ(u,w, x) + εΓε

u(x)ϕ(u,w, x) + θε
u(x)ϕ(u, w, x), (14)

де Γε(x) - генератор сiмейства процесiв з незале-
жними приростами (3),

C(x)ϕ(u,w, x) = C(u, x)ϕ′
u(u, w, x),

Γε
u(x) - генератор, аналогiчний (3), проте дiє по пер-
шому параметру функцiї ϕ(u,w, x) (в той час, як
Γε(x) дiє по другому).

Залишковий член такий, що ||θε
u(x)ϕ(v, w, x)|| → 0

при ε → 0.

� Доведення. Ввiвши позначення uε(t) = ut,
ηε(t) = wt, x(t/ε4) = xt, згiдно означення генератора
марковського процесу

Lε(x)ϕ(u,w, x) =

lim
Δ→0

1
Δ

E[ϕ(uε(t + Δ), ηε(t + Δ), x((t + Δ)/ε4)) −
−ϕ(uε(t), ηε(t), x(t/ε4))]=

= lim
Δ→0

1
Δ

E[ϕ(ut+Δ, wt+Δ, xt+Δ) − ϕ(u,w, x)] =

lim
Δ→0

1
Δ

E[ϕ(ut+Δ, wt+Δ, xt+Δ)−ϕ(u,wt+Δ, xt+Δ)]+

+ lim
Δ→0

1
Δ

E[ϕ(u, wt+Δ, xt+Δ)−ϕ(u,w, x)]

Оскiльки, згiдно (1): u(t+Δ) = u+C(u, x)Δ+εΔw+
o(Δ), тому

lim
Δ→0

1
Δ

E[ϕ(ut+Δ, wt+Δ, xt+Δ)−ϕ(u,wt+Δ, xt+Δ)]=

= lim
Δ→0

1
Δ

E[ϕ(u + C(u, x)Δ + εΔw + o(Δ),

wt+Δ, xt+Δ) − ϕ(u,wt+Δ, xt+Δ)].

В останнiй границi додамо та вiднiмемо ϕ(u +
C(u, x)Δ + o(Δ), wt+Δ, xt+Δ). Отже, одержимо:

lim
Δ→0

1
Δ

E[ϕ(ut+Δ, wt+Δ, xt+Δ)−ϕ(u,wt+Δ, xt+Δ)]=

= lim
Δ→0

1
Δ

E[ϕ(u+C(u, x)Δ+εΔw + o(Δ), wt+Δ,

xt+Δ) − ϕ(u + C(u, x)Δ + o(Δ), wt+Δ, xt+Δ)] +

lim
Δ→0

1
Δ

E[ϕ(u + C(u, x)Δ + o(Δ), wt+Δ, xt+Δ) −
ϕ(u,wt+Δ, xt+Δ)].

Оскiльки, згiдно означення генератора Γε(x):
Γε(x)ϕ(u) = lim

Δ→0

1
ΔE[ϕ(u + Δw) − ϕ(u)], i провiв-

ши замiну v = u + C(u, x)Δ + o(Δ) ( зауважимо, що
v → u при Δ → 0), одежимо наступний вигляд для
першої границi:

lim
Δ→0

1
Δ

E[ϕ(v + εΔw,wt+Δ, xt+Δ) −
−ϕ(v, wt+Δ, xt+Δ)] = εΓε

u(x)ϕ(u,w, x).

Пiсля перетворень друга границя набуде вигляду:

lim
Δ→0

1
Δ

E[ϕ(u + C(u, x)Δ + o(Δ), wt+Δ, xt+Δ)

−ϕ(u,wt+Δ, xt+Δ)] =

lim
Δ→0

1
Δ

E[ϕ′
u(u,wt+Δ, xt+Δ)(C(u, x)Δ + o(Δ))] =

= C(u, x)ϕ′
u(u, w, x).

А, врахувавши, що згiдно [3]

lim
Δ→0

1
ΔE[ϕ(u,wt+Δ, xt+Δ) − ϕ(u, w, x)] =

= Γ̂ε(x)ϕ(u,w, x) = ε−4Qϕ(u,w, x) + Γε(x)ϕ(u,w, x),

то, просумувавши цi границi, отримаємо (14). �
58 Математика



Стохастичнi еволюцiйнi системи з iмпульсними збуреннями

Лема 2. Генератор Lε(x) допускає асимпто-
тичне представлення

Lε(x)ϕ(u,w, x) = ε−4Qϕ(u,w, x) + (15)
ε−2Γ1(x)ϕ(u,w, x) + ε−1Γu

1(x)ϕ(u,w, x) +

+ [C(x) + Γ2(x)]ϕ(u,w, x) + θ̂ε
u(x)ϕ(u, w, x),

де
θ̂ε

u(x) = γε + θε
u(x) + εΓu

2(x).

Генератори Γ1(x),Γ2(x) визначенi в лемi 1.

Γu
1(x)ϕ(u,w, x) = b1(x)ϕ′

u(u,w, x);

Γu
2(x)ϕ(u,w, x) =

1
2
b2(x)ϕ′′

u(u,w, x);

Також залишковий член такий, що ||θ̂ε
u(x)ϕ(u, w, x)|| →

0 при ε → 0.
� Доведення. Доведення проводиться iз вико-

ристанням представлення оператора Γε(x) (5) та ре-
зультатiв леми 1. �

Зрiзаний оператор має вигляд:

Lε
0(x)ϕ = ε−4Qϕ + ε−2Γ1(x)ϕ +

ε−1Γ1
u(x)ϕ(u,w, x) + [C(x) + Γ2(x)]ϕ. (16)

Лема 3. За умови балансу (4) розв’язок про-
блеми сингулярного збурення для зрiзаного операто-
ра (16) на тест-функцiях

ϕε(u,w, x) = ϕ(u,w) + ε2ϕ2(u, w, x) +
ε3ϕ1(u,w, x) + ε4ϕ0(u, w, x)

реалiзується спiввiдношенням:

Lε
0(x)ϕε(u,w, x) = Lϕ(u,w) + ε2θε

u(x)ϕ(u,w), (17)

де залишковий член θε
u(x) рiвномiрно обмеже-

ний по x.
Граничний оператор L визначається формулою:

LΠ = Π[C(x) + Γ1(x)R0Γ1(x) + Γ2(x)]Π. (18)

� Доведення. Для виконання рiвностi (17)
необхiдно, щоб коефiцiєнти при однакових степенях
ε злiва i справа спiвпадали. Для цього обчислимо:

Lε
0(x)ϕε(u,w, x) = ε−4Qϕ(u,w) +

ε−2[Qϕ2(u,w, x) + Γ1(x)ϕ(u,w)] +
+ε−1[Qϕ1(u,w, x) + Γ1

u(x)ϕ(u,w)] +
+[Qϕ0(u,w, x) + Γ1(x)ϕ2(u,w) +
+(C(x) + Γ2(x))ϕ(u,w)] +
+ε[Γ1(x)ϕ1(v, w, x) + Γu

1(x)ϕ2(v, w, x)] +
+ε2[Γ1(x)ϕ0(v, w, x) + Γu

1(x)ϕ1(v, w, x) +
+(C(x) + Γ2(x))ϕ2(v, w, x)]
+ε3[Γu

1(x)ϕ0(v, w, x) + (C(x) + Γ2(x))ϕ1(v, w, x)] +
+ε4[C(x) + Γ2(x))ϕ0(v, w, x)].

Оскiльки ϕ(u,w) не залежиить вiд x то

Qϕ(u,w) = 0,⇔ ϕ(u,w) ∈ NQ.

Умова балансу (4) є умовою розв’язностi рiвнянь

Qϕ2(u,w, x) + Γ1(x)ϕ(u,w) = 0.

та
Qϕ1(u,w, x) + Γu

1(x)ϕ(u,w) = 0.

Тому
ϕ2(u,w, x) = R0Γ1(x)ϕ(u,w).

ϕ1(u,w, x) = R0Γu
1(x)ϕ(u,w).

Останнє рiвняння

Qϕ0(u,w, x) + Γ1(x)ϕ2(u,w) +
[C(x) + Γ2(x)]ϕ(u,w) = Lϕ(u,w)

з використанням вигляду ϕ2(u,w, x) можна предста-
вити

Qϕ0(u,w, x) + Γ1(x)R0Γ1(x)ϕ(u,w) +
[C(x) + Γ2(x)]ϕ(u,w) = Lϕ(u,w).

Умова розв’язностi останнього рiвняння i дає грани-
чний оператор L в формi (18). �
Завершення доведення теореми.
Використовуючи означення операторiв при обчи-

сленнi правої частини (18) одержимо

Lϕ(u,w)=Π[C(x)+Γ1(x)R0Γ1(x)+Γ2(x)]ϕ(u,w)=

=
∫

X

π(dx)C(u, x)ϕ′
u(u,w)+

1
2

∫

X

π(dx)b2(x)ϕ′′
w(u,w)+

+
∫

X

π(dx)b1(x)R0b1(x)ϕ′′
w(u,w).

I в результатi одержимо:

Lϕ(u,w) = Ĉ(u)ϕ′
u(u,w) +

1
2
Bϕ′′

w(u,w).

Закiнчення доведення теореми проводиться по схемi
доведення теореми 4.2 в [3].

Висновки

Отже, граничний процес для стохастичної еволю-
цiйної системи на зростаючих iнтервалах часу визна-
чається розв’язком детермiнованого диференцiаль-
ного рiвняння [4]. Одержаний результат дозволяє до-
слiджувати швидкiсть збiжностi збуреного процесу
до граничного, а також розглядати процедури сто-
хастичної апроксимацiї та оптимiзацiї для задач, в
яких система описується еволюцiйним рiвнянням з
марковськими iмпульсними збуреннями.
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In this paper we discussed asymptotic properties of the evolution system with Markov impulsi-
ve perturbations. Under the balance conditions perturbed evolution converges weakly to the
deterministic one. To achieve this we build generator for the limit process solving the singular
perturbation problem for the original system and taking into account the asymptotic normality
of impulsive perturbation. As a result it will allow to consider stochasctic approximation and
optimization of such systems.
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