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Вступ

Розглянемо нескiнченний двовимiрний неперерв-
ний дрiб (ДНД) вигляду

Φ0 +
∞

D
i=1

aii

1 + Φi
, (1)

Φi =
∞

D
j=1

ai+j,i

1
+

∞

D
j=1

ai,i+j

1
, i = 0, 1, 2, . . . , (2)

де ai,j , i, j = 0, 1, . . . , i + j ≥ 1, – дiйснi числа.

Означення 1. n-ми фiгурними наближеннями
або n-ми фiгурними пiдхiдними дробами ДНД (1),
(2) називаються скiнченнi ДНД вигляду

f̃n = Φ(n)
0 +

[
n

2
]

D
i=1

aii

1 + Φ(n−2i)
i

, n = 1, 2, . . . , (3)

де

Φ(0)
i = 0, Φ(k)

i =
k

D
j=1

ai+j,i

1
+

k

D
j=1

ai,i+j

1
, (4)

k = 1, 2, . . . .

Означення 2. Скiнченнi ДНД вигляду

fn = Φ(n)
0 +

n

D
i=1

aii

1 + Φ(n−i)
i

, n = 1, 2, . . . ,

де Φ(p)
k , k = 0, 1, . . . , p = 0, 1, . . . , визначаються

за формулами (4), називаються звичайними n-ми
наближеннями або n-ми пiдхiдними дробами ДНД
(1), (2).

Властивостi послiдовностей звичайних i фiгур-
них наближень ДНД з дiйсними елементами ai,j ,
i, j = 0, 1, . . . , i + j ≥ 1, за рiзних умов для
їх значень, розглядаються у роботах [2]–[4], [6]–[9].
Найбiльше вивченими є багатовимiрнi узагальнення
неперервних дробiв з додатними елементами. Так,
Д.I. Боднар в [5] та Х.Й. Кучмiнська в [9] встанови-
ли, що звичайнi наближення гiллястих ланцюгових
дробiв з додатними елементами та звичайнi набли-
ження двовимiрних неперервних дробiв з додатними
елементами мають властивiсть „вилки”, тобто для їх
звичайних наближень справджуються нерiвностi

f2k ≤ f2k+2 ≤ f2j+1 ≤ f2j−1,

де k, j− довiльнi натуральнi числа. Виявляється,
що фiгурнi наближення такої властивостi не мають.
Важливим для дослiджень є також питання про еквi-
валентнiсть звичайної та фiгурної збiжностей. В[5]
доведено, що для багатовимiрних узагальнень не-
перервних дробiв з додатними елементами, зокре-
ма, гiллястих ланцюгових дробiв та двовимiрних не-
перервних дробiв, зi звичайної збiжностi випливає
збiжнiсть фiгурна. Робота [2] присвячена вивченню
властивостей послiдовностей фiгурних та звичайних
наближень парного порядку для двовимiрних непе-
рервних дробiв з недодатними елементами. У [3] вив-
чаються властивостi послiдовностей фiгурних набли-
жень двовимiрних неперервних дробiв спецiального
вигляду з дiйсними елементами. Питанням збiжностi
та еквiвалентностi звичайної та фiгурної збiжностей
двовимiрних неперервних дробiв з дiйсними елемен-
тами присвячена робота [4].
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Ця робота є продовженням дослiджень, започат-
кованих у роботi [2]. Надалi розглядатимемо власти-
востi фiгурних наближень ДНД (1), (2) за умови

ai,i ≤ 0, i = 1, 2, . . . . (5)

I. Залишки наближень ДНД.
Формула рiзницi двох фiгурних
наближень

Фiгурнi наближення (3), (4) ДНД (1),(2) можна
подати у виглядi

f̃1 = Φ(1)
0 , f̃n = Φ(n)

0 +
a1,1

Q̃
(n−2)
1

, n = 2, 3, . . . , (6)

Φ(k)
i =

ai+1,i

Q
(k−1)
i+1,i

+
ai,i+1

Q
(k−1)
i,i+1

, i = 0, 1, . . . , k = 1, 2, . . . , (7)

де вирази

Q̃
(0)
j = 1, Q̃

(1)
j = 1 + Φ(1)

j , j = 1, 2, . . . , (8)

Q̃
(p+2)
j = 1 + Φ(p+2)

j +
aj+1,j+1

Q̃
(p)
j+1

, (9)

j = 1, 2, . . . , p = 0, 1, . . . ,

називаються двовимiрними залишками фiгурних
наближень (3), а скiнченнi неперервнi дроби

Q
(0)
i+j,j = Q

(0)
j,i+j = 1, i = 1, 2, . . . , j = 0, 1, . . . ,

Q
(p+1)
i+j,j = 1 +

ai+j+1,j

Q
(p)
i+j+1,j

, Q
(p+1)
j,i+j = 1 +

aj,i+j+1

Q
(p)
j,i+j+1

, (10)

i = 1, 2, . . . , j = 0, 1, . . . , p = 0, 1, . . . ,

називаються одновимiрними залишками фiгур-
них наближень (3).

Для дослiдження властивостей послiдовностей
фiгурних пiдхiдних дробiв ДНД (1), (2) використо-
вується формула рiзницi [5]

f̃n − f̃m =

[
m

2
]∑

k=0

(
Φ(n−2k)

k − Φ(m−2k)
k

) k∏
j=1

(−aj,j)

k∏
j=1

Q̃
(m−2j)
j Q̃

(n−2j)
j

−

−

[
m

2
] + 1∏

j=1

(−aj,j)

[
m

2
]∏

j=1

Q̃
(m−2j)
j

[
m

2
] + 1∏

j=1

Q̃
(n−2j)
j

· δn,m, n > m, (11)

δn,m =

{
0, якщо n=2r+1, m=2r, r=0,1,. . . ,
1, у iнших випадках,

у припущеннi, що всi Q̃
(p)
j �= 0, j = 1, 2, . . . ,

p = 0, 1, . . . .

II. Властивостi послiдовностей
фiгурних наближень парного
i непарного порядку

У роботi [2] доведено теорему

Теорема 1. Нехай елементи ДНД (1), (2) за-
довольняють умови (5) i

φ0 ≥ Φ(2r)
0 , r = 1, 2, . . . , (12)

Φ(2q+2s)
i ≥ Φ(2s)

i , q = 1, 2, . . . , i, s = 0, 1, . . . , (13)

|a2k,2k| ≥(
1 + Φ(2r)

2k +
|a2k+1,2k+1|
g2k+1,2k+1

)
·
(
1 + Φ(2r+2)

2k−1 + g2k−1,2k−1

)
,

(14)
r, k = 1, 2, . . . ,

де φ0, gi,i, i = 1, 2, . . . , – деякi додатнi числа, а вели-
чини Φ(r)

i , i, r = 1, 2, . . . , визначаються за форму-
лами (4).

Тодi послiдовнiсть {f̃4k}, k = 1, 2, . . . , фiгурних на-
ближень ДНД (1), (2) є збiжною, i для неї викону-
ється нерiвнiсть

f̃4 ≤ f̃8 ≤ . . . ≤ φ0 +
|a1,1|
g1,1

.

Якщо, крiм того

|a2k+1,2k+1| < 1, k = 1, 2, . . . , (15)

то послiдовнiсть {f̃2k} є збiжною i

f̃4m ≤ f̃4m+6 ≤ f̃4m+8, m = 1, 2, . . . .

При доведеннi цiєї теореми використовували такi
оцiнки для залишкiв фiгурних наближень:

1 + Φ(4k)
2p ≤ Q̃

(4k)
2p ≤ 1 + Φ(4k)

2p +
|a2p+1,2p+1|
g2p+1,2p+1

,

(16)

Q̃
(4k−2)
2p−1 ≤ −g2p−1,2p−1, p, k = 1, 2, . . . ,

якщо виконано умови (12)-(14), а також оцiнки

1 + Φ(4k+2)
2p ≤ Q̃

(4k+2)
2p ≤ 1 + Φ(4k+2)

2p +
|a2p+1,2p+1|
g2p+1,2p+1

,

(17)

Q̃
(4k)
2p−1 ≤ −g2p−1,2p−1, 0 < Q̃

(2)
2p ≤ 1 + Φ(2)

2p ,

p = 1, 2, . . . , k = 1, 2, . . . ,

за умов (12)–(15).
За схемою доведення теореми 1, доведемо наступ-

ну теорему.
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Теорема 2. Нехай елементи ДНД (1), (2) за-
довольняють умови (5) i

φ0 ≥ Φ(2r−1)
0 , 1 + Φ(2r−1)

k > 0, k, r = 1, 2, . . . , (18)

Φ(2s+5)
i ≥ Φ(2s+1)

i , i, s = 0, 1, . . . , (19)

|a2k,2k| ≥
(

1 + Φ(2r−1)
2k +

|a2k+1,2k+1|
g′2k+1,2k+1

)
·

·
(
1 + Φ(2r+1)

2k−1 + g′2k−1,2k−1

)
, r, k = 1, 2, . . . , (20)

де φ0, g
′
i,i, i = 1, 2, . . . , – деякi додатнi числа, а вели-

чини Φ(r)
i , i, r = 0, 1, . . . , визначаються за форму-

лами (4).

Тодi послiдовнiсть {f̃4k+1}, k = 0, 1, . . . , фiгурних
наближень ДНД (1), (2) є збiжною, i для неї вико-
нується нерiвнiсть

f̃1 ≤ f̃5 ≤ . . . ≤ φ0 +
|a1,1|
g′1,1

. (21)

Якщо, крiм того,

1 + Φ(3)
2k +

a2k+1,2k+1

1 + Φ(1)
2k+1

> 0, k = 1, 2, . . . , (22)

то послiдовнiсть {f̃4k−1}, k = 1, 2, . . . , є збiжною i

f̃3 ≤ f̃7 ≤ . . . ≤ φ0 +
|a1,1|
g′1,1

. (23)

� Доведення. Покажемо, що послiдовнiсть
{f̃4k+1}, k = 0, 1, . . . , є збiжною. Для цього роз-
глянемо формулу (11) для n = 4p + 5 та m = 4p + 1,
p = 0, 1, . . . ,

f̃4p+5 − f̃4p+1 =

=
2p∑

k=0

(
Φ(4p+5−2k)

k − Φ(4p+1−2k)
k

) k∏
j=1

(−aj,j)

k∏
j=1

Q̃
(4p+5−2j)
j Q̃

(4p+1−2j)
j

−

−

2p+1∏
j=1

(−aj,j)

2p+1∏
j=1

Q̃
(4p+5−2j)
j

2p∏
j=1

Q̃
(4p+1−2j)
j

(24)

i покажемо, що за умов теореми (5),(18)–(20),
послiдовнiсть {f̃4k+1}, k = 0, 1, . . . , є неспадною.

Спочатку оцiнимо значення залишкiв Q̃
(2p−1)
k ,

k, p = 1, 2, . . . . Враховуючи означення залишкiв (8),
(9) i умови (5), (18)–(20) теореми, маємо

Q̃
(1)
2p = 1 + Φ(1)

2p > 0,

−Q̃
(3)
2p−1 =

|a2p,2p|
Q

(1)
2p

−
(
1 + Φ(3)

2p−1

)
=

=
|a2p,2p|
1 + Φ(1)

2p

−
(
1 + Φ(3)

2p−1

)
≥ g′2p−1,2p−1,

Q̃
(5)
2p−2 = 1 + Φ(5)

2p−2 −
|a2p−1,2p−1|

Q̃
(3)
2p−1

= 1 + Φ(5)
2p−2+

+
|a2p−1,2p−1|
−Q̃

(3)
2p−1

≤ 1 + Φ(5)
2p−2 +

|a2p−1,2p−1|
g′2p−1,2p−1

,

−Q̃
(7)
2p−3 =

|a2p−2,2p−2|
Q̃

(5)
2p−2

−
(
1 + Φ(7)

2p−3

)
≥

≥ |a2p−2,2p−2|
1 + Φ(5)

2p−2 +
|a2p−1,2p−1|
g′2p−1,2p−1

−
(
1 + Φ(7)

2p−3

)
≥ g′2p−3,2p−3.

Використовуючи метод математичної iндукцiї, не-
важко переконатись у правильностi нерiвностей

1 + Φ(4k+1)
2p ≤ Q̃

(4k+1)
2p ≤ 1 + Φ(4k+1)

2p +
|a2p+1,2p+1|
g′2p+1,2p+1

,

(25)

Q̃
(4k+3)
2p−1 ≤ −g′2p−1,2p−1, k = 0, 1, . . . , p = 1, 2, . . . .

Якщо ж виконуються умови (5), (18)–(20), (22),
то для залишкiв Q̃

(2p−1)
k , k, p = 1, 2, . . . , маємо

Q̃
(1)
2p+1 = 1 + Φ(1)

2p+1 > 0,

Q̃
(3)
2p = 1 + Φ(3)

2p − |a2p+1,2p+1|
1 + Φ(1)

2p+1

> 0,

−Q̃
(5)
2p−1 =

|a2p,2p|
Q̃

(3)
2p

−
(
1 + Φ(5)

2p−1

)
≥

≥ |a2p,2p|
1 + Φ(3)

2p +
|a2p+1,2p+1|
g′2p+1,2p+1

−

−
(
1 + Φ(5)

2p−1

)
≥ g′2p−1,2p−1,

Q̃
(7)
2p−2 = 1 + Φ(7)

2p−2 −
|a2p−1,2p−1|

Q̃
(5)
2p−1

= 1 + Φ(7)
2p−2+

+
|a2p−1,2p−1|
−Q̃

(5)
2p−1

≤ 1 + Φ(7)
2p−2 +

|a2p−1,2p−1|
g′2p−1,2p−1

.

Отже, аналогiчно як у попередньому випадку,
маємо виконання нерiвностей

Q̃
(3)
2p = 1 + Φ(3)

2p − |a2p+1,2p+1|
1 + Φ(1)

2p+1

> 0,

1 + Φ(4k−1)
2p ≤ Q̃

(4k−1)
2p ≤ 1 + Φ(4k−1)

2p +
|a2p+1,2p+1|
g′2p+1,2p+1

, (26)

−Q̃
(4k+1)
2p−1 ≤ −g′2p−1,2p−1,

k = 1, 2, . . . , p = 1, 2, . . . .

Mathematics 51



Т.М. Антонова, О.М. Сусь

Оцiнимо рiзницi f̃4p+5 − f̃4p+1, p = 0, 1, . . . .
З нерiвностей (25) випливає

i∏
j=1

Q̃
(4p+5−2j)
j Q̃

(4p+1−2j)
j > 0, i = 1, . . . , 2p. (27)

Враховуючи умови (5), одержимо, що

2p+1∏
j=1

Q̃
(4p+5−2j)
j = (−1)p+1

2p+1∏
j=1

|Q̃(4p+5−2j)
j |,

(28)
2p∏

j=1

Q̃
(4p+1−2j)
j = (−1)p

2p∏
j=1

|Q̃(4p+1−2j)
j |.

Використовуючи формулу (24), умови (5), (19),
нерiвностi (27) та вирази (28), доходимо висновку, що

f̃4p+5 − f̃4p+1 ≥ 0, p = 0, 1, . . . .

Отже, послiдовнiсть {f̃4k+1}, k = 0, 1, . . . , є не-
спадною. З формули (6), умов (18) теореми та оцiн-
ки (25), випливає обмеженiсть зверху послiдовностi
{f̃4k+1}, k = 0, 1, . . ..

Таким чином, послiдовнiсть {f̃4k+1}, k = 0, 1, . . . є
збiжною.

Доведемо збiжнiсть послiдовностi {f̃4k−1},
k = 1, 2, . . .. Розглянемо рiзницю f̃4p+7 − f̃4p+3,
p = 0, 1, . . . . З нерiвностей (26) випливає, що

i∏
j=1

Q̃
(4p+7−2j)
j Q̃

(4p+3−2j)
j > 0, i = 1, . . . , 2p.

Оскiльки

2p+1∏
j=1

Q̃
(4p+3−2j)
j = (−1)p

2p+1∏
j=1

|Q̃(4p+3−2j)
j |,

2p+1∏
j=1

Q̃
(4p+7−2j)
j = (−1)p+1

2p+1∏
j=1

|Q̃(4p+7−2j)
j |,

тому з урахуванням нерiвностi (26) та умов (18)–(20),
(22), одержимо

f̃4p+7 − f̃4p+3 =

=
2p∑

k=0

(
Φ(4p+7−2k)

k − Φ(4p+3−2k)
k

) k∏
j=1

|aj,j |
k∏

j=1

|Q̃(4p+7−2j)
j Q̃

(4p+3−2j)
j |

+

+

2p+1∏
j=1

|aj,j |
2p+1∏
j=1

|Q̃(4p+7−2j)
j Q̃

(4p+3−2j)
j |

·

·
(
|a2p+2,2p+2|

Q̃
(3)
2p+2

− Φ(5)
2p+1 + Φ(1)

2p+1

)
.

Оцiнимо вираз

|a2p+2,2p+2|
Q̃

(3)
2p+2

− Φ(5)
2p+1 + Φ(1)

2p+1 =

=
|a2p+2,2p+2|

Q̃
(3)
2p+2

− 1 − Φ(5)
2p+1 + 1 + Φ(1)

2p+1 >

>
|a2p+2,2p+2|
1 + Φ(3)

2p+2

− 1 − Φ(5)
2p+1 ≥ g′2p+1,2p+1 > 0,

p = 0, 1, . . . .

Отже,

f̃4p+7 − f̃4p+3 ≥ 0, p = 0, 1, . . . .

Нерiвнiсть (23) справджується, послiдовнiсть
{f̃4k+3}, k = 0, 1, . . . , збiгається. �
Зауваження. Якщо умови (19) замiнити умова-

ми

Φ(2s+3)
i ≥ Φ(2s+1)

i , i = 0, 1, . . . , s = 0, 1, . . . , (29)

тодi за допомогою аналогiчних мiркувань можна по-
казати, що

f̃4p+7 − f̃4p+1 ≥ 0, f̃4p+9 − f̃4p+7 ≥ 0, p = 0, 1, . . . ,

звiдки з урахуванням збiжностi послiдовностi
{f̃4k+1}, k = 0, 1, . . . випливає збiжнiсть послiдовностi
{f̃2k+1}, k = 0, 1, . . . .

Теорема 3. Нехай елементи ДНД (1), (2) за-
довольняють умови (5), (12), (14), (15),(18), (20),
(22) i

Φ(q+s)
i ≥ Φ(s)

i , q = 2, 3, . . . , i, s = 0, 1, . . . (30)

Тодi ДНД (1), (2) збiгається.
� Доведення. За теоремами 1, 2 послiдовнос-

тi наближень парного i непарного порядкiв ДНД
(1), (2) збiгаються. Залишається розглянути рiзницi
f̃4p+5 − f̃4p, f̃4p+8 − f̃4p+5, p = 0, 1, . . . . Враховую-
чи нерiвностi (16),(17), (25), (26), умови теореми (30)
маємо

f̃4p+5 − f̃4p =

=
2p∑

k=0

(
Φ(4p+5−2k)

k − Φ(4p−2k)
k

) k∏
j=1

(−aj,j)

k∏
j=1

Q̃
(4p+5−2j)
j Q̃

(4p−2j)
j

−

−

2p+1∏
j=1

(−aj,j)

2p+1∏
j=1

Q̃
(4p+5−2j)
j

2p∏
j=1

Q̃
(4p−2j)
j

=

=
2p∑

k=0

(
Φ(4p+5−2k)

k − Φ(4p−2k)
k

) k∏
j=1

|aj,j |
k∏

j=1

|Q̃(4p+5−2j)
j Q̃

(4p−2j)
j |

+
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+

2p+1∏
j=1

|aj,j |
2p+1∏
j=1

|Q̃(4p+5−2j)
j |

2p∏
j=1

|Q̃(4p−2j)
j |

≥ 0,

f̃4p+8 − f̃4p+5 =

=
2p+2∑
k=0

(
Φ(4p+8−2k)

k − Φ(4p+5−2k)
k

) k∏
j=1

(−aj,j)

k∏
j=1

Q̃
(4p+8−2j)
j Q̃

(4p+5−2j)
j

−

−

2p+3∏
j=1

(−aj,j)

2p+3∏
j=1

Q̃
(4p+8−2j)
j

2p+2∏
j=1

Q̃
(4p+5−2j)
j

=

=
2p∑

k=0

(
Φ(4p+8−2k)

k − Φ(4p+5−2k)
k

) k∏
j=1

|aj,j |
k∏

j=1

|Q̃(4p+8−2j)
j Q̃

(4p+5−2j)
j |

+

+

2p+3∏
j=1

|aj,j |
2p+3∏
j=1

|Q̃(4p+8−2j)
j |

2p+2∏
j=1

|Q̃(4p+5−2j)
j |

≥ 0.

З урахуванням збiжностi послiдовностi {f̃4k} до-
ходимо висновку про збiжнiсть ДНД (1), (2). �

III. Умови для елементiв ai,j, i �= j.

У теоремах 1, 2 попереднього роздiлу сформульо-
ванi умови щодо значень величин Φ(p)

k , k = 0, 1, . . .,
p = 1, 2, . . . , та частинних чисельникiв ai,i,
i = 1, 2, . . . . Виникає питання, якими повиннi бу-
ти значення частинних чисельникiв ai,j , i �= j,
i, j = 0, 1, . . . , щоб виконувались умови цих теорем?
Розглянемо деякi випадки.
1. Нехай

ai,j ≥ 0, i �= j, i, j = 0, 1, . . . . (31)

У цьому випадку Φi, i = 0, 1, . . . – суми звичай-
них неперервних дробiв з невiд’ємними елементами.
Тому

0 = Φ(0)
k ≤ Φ(2)

k ≤ . . . ≤ Φ(2p)
k ≤ ak+1,k + ak,k+1,

k = 0, 1, . . . , p = 1, 2, . . . .

Iз нерiвностi

a2k,2k +
(

1 + a2k+1,2k + a2k,2k+1 − a2k+1,2k+1

g2k+1,2k+1

)
·

· (1 + a2k,2k−1 + a2k−1,2k + g2k−1,2k−1) ≤ 0, (32)

випливає умова (14). Отже, правильною є

Теорема 1. Сукупнiсть умов (5), (31), (15),
(32) достатня для збiжностi послiдовностi фiгур-
них наближень парного порядку ДНД (1), (2).
2. Нехай

ai,j ≤ 0, i �= j, i, j = 0, 1, . . . . (33)

Для оцiнки значень Φ(p)
k , k = 0, 1, . . . , p = 1, 2, . . . ,

використаємо теореми, доведенi у [1].

Теорема 2. Нехай елементи ДНД (1), (2) за-
довольняють умови (5),(15), (33), а також(

1 − ai+2k+1,i

gi+2k+1,i

)
(1 + ai+2k−1,i) + ai+2k,i ≤ 0,

(34)(
1 − ai,i+2k+1

gi,i+2k+1

)
(1 + ai,i+2k−1) + ai,i+2k ≤ 0,

i = 0, 1, . . . , k = 1, 2, . . . ,

a2k,2k +
(

1 − a2k+1,2k

g2k+1,2k
− a2k,2k+1

g2k,2k+1
− a2k+1,2k+1

g2k+1,2k+1

)
·

(
1 − a2k,2k−1

g2k,2k−1
− a2k−1,2k

g2k−1,2k
+ g2k−1,2k−1

)
≤ 0, (35)

де gi,j , i, j = 0, 1, . . . , i + j ≥ 1, – деякi додатнi числа.
Тодi послiдовнiсть фiгурних наближень парного по-
рядку ДНД (1), (2) збiгається. Якщо виконуються
ще й умови

1 + ai+2k−1,i > 0, 1 + ai,i+2k−1 > 0, (36)

i = 0, 1, . . . , k = 2, 3, . . . ,

1 + a2i+1,2i + a2i,2i+1 > 0,

(37)
1 + a2i+2,2i+1 + a2i+1,2i+2 + a2i+1,2i+1 > 0,

i = 0, 1, . . . ,

то ДНД (1), (2) збiгається.
� Доведення. Позначимо

φ
(p)
k,1 =

(p)

D
j=1

ak+j,k

1
, φ

(p)
k,2 =

(p)

D
j=1

ak,k+j

1
, (38)

k = 0, 1, . . . , p = 1, 2, . . . .

За умов (33),(34) справджуються нерiвностi [1]

0 = φ
(0)
k,1 ≤ φ

(2)
k,1 ≤ . . . ≤ φ

(2n)
k,1 ≤ . . . ≤ −ak+1,k

gk+1,k
,

0 = φ
(0)
k,2 ≤ φ

(2)
k,2 ≤ . . . ≤ φ

(2n)
k,2 ≤ . . . ≤ −ak,k+1

gk,k+1
,

тому

0 = Φ(0)
k ≤ Φ(2)

k ≤ . . . ≤ Φ(2n)
k ≤ . . . ≤ −ak+1,k

gk+1,k
−ak+1,k

gk+1,k
.

Iз умови (35) випливає умова (14).
За умов (36) маємо

φ
(2p−2)
k,1 ≤ φ

(2p+1)
k,1 ≤ φ

(2p)
k,1 , φ

(2p−2)
k,2 ≤ φ

(2p+1)
k,2 ≤ φ

(2p)
k,2 ,
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k = 0, 1, . . . , p = 1, 2, . . . ,

φ
(1)
k,1 = ak+1,k < 0, φ

(1)
k,2 = ak,k+1 < 0,

звiдки випливає

Φ(2p−1)
k ≤Φ(2p−2)

k ≤Φ(2p+1)
k ≤Φ(2p)

k ≤− ak+1,k

gk+1,k
− ak+1,k

gk+1,k
,

k = 0, 1, . . . , p = 1, 2, . . . . Отже, виконується умова
(30).

Крiм того, враховуючи умови (36), маємо

1 + Φ(1)
k = 1 + ak+1,k + ak,k+1 > 0, k = 0, 1, . . . ,

1 + Φ(3)
2k +

a2k+1,2k+1

1 + Φ(1)
2k+1

≥ 1 +
a2k+1,2k+1

1 + Φ(1)
2k+1

=

= 1 +
a2k+1,2k+1

1 + a2k+2,2k+1 + a2k+1,2k+2
> 0, k = 1, 2, . . . ,

тобто виконуються умови (18), (25). Iз урахуванням
умови (35) справджується умова (20). Отже, викону-
ються всi умови теореми 3 з роздiлу П. Тому ДНД
(1), (2) збiгається. �
Теорема 3. Нехай елементи ДНД (1), (2) за-

довольняють умови (5), (33), а також

1 + ak+1,k + ak,k+1 > 0, k = 1, 2, . . . , (39)

(
1 − ai+2k,i

gi+2k,i

)
(1 + gi+2k−2,i) + ai+2k−1,i ≤ 0,

(40)(
1 − ai,i+2k

gi,i+2k

)
(1 + gi,i+2k−2) + ai,i+2k−1 ≤ 0,

i = 0, 1, . . . , k = 1, 2, . . . ,(
1 − a2k+1,2k+1

g2k+1,2k+1

)
(1 + g2k−1,2k−1) + a2k,2k ≤ 0, (41)

k = 1, 2, . . . ,

де gi,j , i, j = 0, 1, . . . , i + j ≥ 1, – деякi додатнi числа.

Тодi послiдовнiсть {f̃4k+1} наближень ДНД (1), (2)
збiгається.

Якщо, крiм того,

1 +
a2k+1,2kg2k+2,2k

g2k+2,2k − a2k+2,2k
+

a2k,2k+1g2k,2k+2

g2k,2k+2 − a2k,2k+2
+

+
a2k+1,2k+1

1 + a2k+2,2k+1 + a2k+1,2k+2
> 0, (42)

k = 1, 2 . . . ,

то послiдовнiсть {f̃2k+1} фiгурних наближень не-
парного порядку ДНД (1),(2) збiгається.

� Доведення. За умов (40) справджуються та-
кi нерiвностi [1]

ak+1,k ≤ φ
(1)
k,1 ≤ φ

(3)
k,1 ≤ . . . ≤ φ

(2n−1)
k,1 ≤ . . . ≤ ak+1,k

1 − ak+2,k

gk+2,k

,

ak,k+1 ≤ φ
(1)
k,2 ≤ φ

(3)
k,2 ≤ . . . ≤ φ

(2n−1)
k,2 ≤ . . . ≤ ak,k+1

1 − ak,k+2

gk,k+2

,

k = 0, 1, . . . ,

де φ
(p)
k,1, φ

(p)
k,2 визначаються за формулами (38). Тому

ak+1,k + ak,k+1 ≤ Φ(1)
k ≤ Φ(3)

k ≤ . . . ≤ Φ(2n−1)
k ≤ . . . ≤

≤ ak+1,k

1 − ak+2,k

gk+2,k

+
ak,k+1

1 − ak,k+2

gk,k+2

,

звiдки з урахуванням умов (39), (41) доходимо ви-
сновку, що виконуються умови (18), (20), (29).

Крiм того, враховуючи умови (42), маємо

1 + Φ(3)
2k +

a2k+1,2k+1

1 + Φ(1)
2k+1

= 1 +
a2k+1,2k

1 − a2k+2,2k

g2k+2,2k

+

+
a2k,2k+1

1 − a2k,2k+2

g2k,2k+2

+
a2k+1,2k+1

1 + a2k+2,2k+1 + a2k+1,2k+2
> 0,

k = 1, 2, . . . ,

тобто виконується умова (25). Збiжнiсть послiдовно-
стi фiгурних наближень непарного порядку ДНД (1),
(2) випливає з теореми 2 роздiлу П i зауваження до
неї. �

Висновки

Робота присвячена вивченню властивостей послi-
довностей фiгурних наближень парного i непарного
порядкiв двовимiрних неперервних дробiв з дiйсни-
ми елементами. Розглянуто випадки, коли елементи
ДНД (1) ai,i, i = 1, 2, . . . задовольняють умови (5), а
елементи ai+j,i, aj,i+j , i = 0, 1, . . . , j = 1, 2, . . . мо-
жуть бути або недодатними, або невiд’ємними. Вста-
новлено також нову ознаку збiжностi таких двови-
мiрних неперервних дробiв. Запропонована в роботi
методика дослiдження властивостей фiгурних набли-
жень двовимiрних неперервних дробiв може бути ви-
користана i для дослiджень iнших послiдовностей як
фiгурних, так i звичайних наближень ДНД з дiйсни-
ми та комплексними елементами.
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CERTAIN SUFFICIENT CONDITIONS OF THE CONVERGENCE
FOR SEQUENCES OF FIGURED APPROXIMANTS OF EVEN
AND ODD ORDERS FOR TWO-DIMENSIONAL CONTINUED

FRACTIONS WITH REAL ELEMENTS
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The sufficient conditions of the convergence for sequences of figured approximants of even
and odd orders for two-dimensional continued fractions with real elements are considered. The
theorem of convergence for two-dimensional continued fractions with real elements is proved.
Keywords: continued fraction, two-dimensional continued fraction, figured approximant, sequences
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