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Дослiджено крайову задачу (з даними на всiй границi областi) для лiнiйного неоднорi-
дного гiперболiчного рiвняння другого порядку зi змiнними за просторовими координатами
коефiцiєнтами. Встановлено умови коректностi задачi та побудовано розв’язок у виглядi
ряду за системою ортогональних функцiй. Для оцiнок знизу малих знаменникiв, що вини-
кли при побудовi розв’язку задачi, використано метричний пiдхiд.
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Крайовi задачi для гiперболiчних рiвнянь з да-
ними на всiй границi областi є, взагалi, умовно ко-
ректними, а їх розв’язнiсть пов’язана з проблемою
малих знаменникiв (див. [1, 2, 8, 16, 19, 21, 22] i бiб-
лiографiю там). У працях [3, 4, 5, 6, 7, 12, 16, 17, 18]
дослiджено коректнiсть крайових задач типу Дiрiх-
ле для гiперболiчних та безтипних рiвнянь i систем
рiвнянь високого порядку (лiнiйних i слабко нелiнiй-
них) зi сталими та змiнними коефiцiєнтами. Питання
стiйкостi та побудови наближених розв’язкiв задач
такого типу з наближеними вихiдними даними для
гiперболiчних рiвнянь вивчались у [13, 20, 23].
У цiй працi, яка розвиває результати [6], дослi-

джено коректнiсть у (p + 1)-вимiрнiй цилiндричнiй
областi, p ≥ 2, крайової задачi для гiперболiчного
рiвняння другого порядку зi змiнними за просторо-
вими координатами коефiцiєнтами, коли на нижнiй
та верхнiй основах цилiндра задано локальнi крайовi
умови третього роду, а на бiчнiй поверхнi цилiндра –
умови першого роду.

I.

Надалi використовуємо такi позначення: Zp
+ —

множина точок Rp з цiлими невiд’ємними коорди-
натами; s = (s1, . . . sp) ∈ Zp

+; |s| = |s1| + · · · + |sp|;
ŝ = (s0, s1, . . . sp) ∈ Zp+1

+ ; |ŝ| = |s0| + |s1| + · · · + |sp|;
x = (x1, . . . , xp) ∈ Rp; cj , j = 0, 1, . . . , 8, — додатнi
сталi, якi не залежать вiд λk; Ω ⊂ Rp — обмеже-
на однозв’язна область з гладкою межею ∂Ω = Γ;
D = {(t, x) : 0 < t < T, x ∈ Ω }; Σ = Γ × [ 0,T];
Cj,ν , 0 < ν < 1, — клас визначених в Ω функцiй,
j–тi похiднi яких задовольняють в Ω умову Гельде-
ра з показником ν; Aj,ν — клас замкнених областей,

для яких функцiї, що задають у локальних коорди-
натах рiвняння межових поверхонь цих областей, на-
лежать класу Cj,ν ; Cr(Ω) — банахiв простiр функ-
цiй υ (x) := υ (x1, ..., xp), неперервних iз усiма по-
хiдними до порядку r включно в Ω, ‖υ‖Cr(Ω) :=

=
∑

|s|≤ r

max
x∈Ω

∣∣∂|s|υ (x)
/
(∂xs1

1 · · · ∂x
sp
p )

∣∣; C(q,r)
(
D

)
— ба-

нахiв простiр функцiй υ (t, x) := υ (t, x1, ..., xp), якi в
областi D q раз неперервно диференцiйовнi за t та r
раз неперервно диференцiйовнi за x, ‖υ‖C(q,r)(D) :=∑
|s|≤r,
s0≤q

max
(t,x)∈D

∣∣∂|ŝ|υ (t, x)
/
(∂ts0∂xs1

1 · · · ∂x
sp
p )

∣∣; L2 (Ω) —

простiр функцiй υ (x) := υ (x1, ..., xp), модулi квадра-
тiв яких iнтегровнi в областi Ω, ‖υ‖L2(Ω) :=

=
(∫

Ω

|υ(x)|2 dx

)1/2

.

II.

В областi D розглядаємо задачу1

∂2u (t, x)
∂t2

− Lu (t, x) = f (t, x) , (t, x) ∈ D, (1)⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

a1u (0, x) + a2
∂u (0, x)

∂t
= ϕ1 (x) ,

b1u (T, x) + b2
∂u (T, x)

∂t
= ϕ2 (x) ,

x ∈ Ω̄, (2)

u |Σ = 0, (t, x) ∈ Σ, (3)

де aj , bj ∈ R, a2
1 + a2

2 �= 0, b2
1 + b2

2 �= 0, L :=

=
p∑

i,j=1

∂

∂xi

(
pij (x)

∂

∂xj

)
− q (x) — елiптичний в

областi Ω диференцiальний вираз з дiйснозначни-
ми достатньо гладкими в Ω коефiцiєнтами pij (x) та

1Робота пiдтримана Державним фондом фундаментальних дослiджень України (проект № 25.1/080)
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q (x) ≥ 0, q (x) �= 0. Якщо a2=b2=0, то задача (1)–(3)
є частинним випадком задачi, розглянутої в [6].
Нехай Λ = {λk, k ∈ N} та Y = {Xk (x) , k ∈ N} –

множини власних чисел та власних (нормованих)
функцiй задачi

LX (x) = −λX (x) , (4)

X (x) |Γ = 0, (5)

Вiдомо [10, 14], що якщо Ω ∈ A2,ν , pij (x) ∈ C1,ν ;
i, j = 1, ..., p, q (x) ∈ C0,ν , то Y є повною ортонормо-
ваною системою функцiй у просторi L2 (Ω), а власнi
значення λk, k ∈ N, є рiзними i додатними; до того
ж Xk (x) ∈ C2

(
Ω̄

)
, k ∈ N, i справедливi оцiнки

c0k
2/p ≤ λk ≤ c1k

2/p , 0 < c0 ≤ c1, k ∈ N, (6)

max
x∈Ω̄

∣∣∂|s|Xk (x) /
(
∂xs1

1 · · · ∂x
sp
p

)∣∣ ≤ c2λ
p/4+|s|/2
k ,

|s| = 0, 1, 2.
(7)

Розв’язок задачi (1)–(3) шукаємо у виглядi ряду

u (t, x) =
∞∑

k=1

uk (t) Xk (x) . (8)

Нехай

ϕj (x) =
∞∑

k=1

ϕjkXk (x) , j = 1, 2, (9)

f (t, x) =
∞∑

k=1

fk (t) Xk (x) , (10)

де

ϕjk =
∫
Ω

ϕj (x) Xk (x) dx, j = 1, 2, (11)

fk (t) =
∫
Ω

f (t, x) Xk (x) dx. (12)

Кожна з функцiй uk (t), k ∈ N, є розв’язком такої
задачi:

u
′′
k (t) + λkuk (t) = fk (t) , (13)

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

a1uk (0) + a2
∂uk (0)

∂t
= ϕ1k,

b1uk (T ) + b2
∂uk (T )

∂t
= ϕ2k,

(14)

До того ж
uk (t) = Vk (t) + Wk (t) , (15)

де Vk (t) — розв’язок рiвняння (13), що задовольняє
умови ⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
a1uk (0) + a2

∂uk (0)
∂t

= 0,

b1uk (T ) + b2
∂uk (T )

∂t
= 0,

(14′)

а Wk (t) — розв’язок задачi з умовами (14) для рiв-
няння

u
′′
k (t) + λkuk (t) = 0. (13′)

III.

Для кожного λk ∈ Λ рiвняння (13
′
) має

таку фундаментальну систему роз’язкiв:{
cos

(√
λkt , sin

(√
λkt

)}
.

Характеристичний визначник Δ(λk) := Δ (T, λk)
задачi (13), (14) має вигляд [15]

Δ (λk) =
∣∣∣∣ a1 a2

√
λk(

b1 cos
(√

λkT
) − b2

√
λk sin

(√
λkT

)) (
b1 sin

(√
λkT

)
+ b2

√
λk cos

(√
λkT

)) ∣∣∣∣ (16)

i обчислюється за формулою

Δ(λk) = (a1b1 + a2b2λk) sin
(√

λkT
)

+ (a1b2 − a2b1)
√

λk cos
(√

λkT
)

. (17)

Розглянемо однорiдне рiвняння

∂2u (t, x)
∂t2

− Lu (t, x) = 0, (t, x) ∈ D, (1′)

та однорiднi умови⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

a1u (0, x) + a2
∂u (0, x)

∂t
= 0,

b1u (T, x) + b2
∂u (T, x)

∂t
= 0,

x ∈ Ω̄. (2′)

Задача (1)–(3) не має двох рiзних розв’язкiв то-
дi i лише тодi, коли задача (1

′
), (2

′
), (3) має лише

тривiальний розв’язок.

Теорема 1. Для єдиностi розв’язку задачi
(1)–(3) у просторi C2

(
D

)
необхiдно i досить, щоб

виконувалась умова

(∀λk ∈ Λ) Δ (λk) �= 0. (18)

Доведення виконують за схемою доведення теоре-
ми 3.1 в [16, гл.2].

Наслiдок 1. Якщо
a1

a2
�= b1

b2
, то для єдиностi

розв’язку задачi (1)–(3) у просторi C2
(
D

)
необхiдно

i досить, щоб виконувалась умова

(∀λk ∈ Λ, ∀n ∈ Z+)
√

λkT − ϕk �= π/2 + nπ, (19)

де

ϕk = arctg (a1b1 + a2b2λk) (a1b2 − b1a2)
−1

λ
−1/2
k .

(20)
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� Доведення. За умови визначник (17) можна
записати у виглядi

Δ (λk) =
√

(a2
1b

2
2 + a2

2b
2
1) λk + a2

1b
2
1 + a2

2b
2
2λ

2
k×

× cos
(√

λkT − ϕk

)
.

(21)

Очевидно, що√
(a2

1b
2
2 + a2

2b
2
1) λk + a2

1b
2
1 + a2

2b
2
2λ

2
k �= 0

для довiльного λk ∈ Λ. Iз теореми 1 та формули (21)
випливає доведення наслiдку. �
Наслiдок 2. Якщо a1b2−a2b1 = 0, то для єди-

ностi розв’язку задачi (1)–(3) у просторi C2
(
D

)
необ-

хiдно i досить, щоб виконувалась умова

(∀λk ∈ Λ, ∀n ∈ N)
√

λkT − nπ �= 0. (22)

� Доведення. Розглянемо кожен з випадкiв,
коли виконуються умови такого наслiдку.

1. Якщо a1 = b1 = 0, тоΔ(λk) = a2b2λk sin
(√

λkT
)
,

причому a2b2 �= 0.

2. Якщо a2 = b2 = 0 , то Δ(λk) = a1b1 sin
(√

λkT
)
,

причому a1b1 �= 0.

3. Якщо
a1

a2
=

b1

b2
= q, 0 < |q| < ∞, то a2b2 �= 0 i

Δ(λk) = (a1b1 + a2b2λk) sin
(√

λkT
)

=
= a2b2

(
q2 + λk

)
sin

(√
λkT

)
.

(23)

З вигляду Δ(λk) у випадках 1–3 та теореми 1 випли-
ває доведення наслiдку. �

IV.

Розглянемо питання про iснування розв’язку за-
дачi (1)–(3). Вважаємо, що виконується умова (18).
Тодi для кожного λk ∈ Λ iснує єдиний розв’язок за-
дачi (13′), (14), який зображується формулою

Wk(t) = Ak cos
(√

λkt
)

+ Bk sin
(√

λkt
)

, (24)

де Ak, Bk визначаються з системи лiнiйних алгеб-
ричних рiвнянь

{
a1Ak + a2

√
λkBk = ϕ1k,(

b1 cos
(√

λkT
) − b2

√
λk sin

(√
λkT

))
Ak +

(
b1 sin

(√
λkT

)
+ b2

√
λk cos

(√
λkT

))
Bk = ϕ2k,

(25)

визначник якої збiгається з визначником (16). Крiм того, для кожного λk ∈ Λ iснує єдина функцiя Грiна
Gk (t, τ) задачi (13′), (14′) [15], за допомогою якої розв’язок задачi (13), (14′) зображається формулою

Vk (t) =

T∫
0

Gk (t, τ) fk (τ) dτ. (26)

У квадратi KT = {0 ≤ t, τ ≤ T} (крiм сторiн τ = 0, τ = T ) кожна з функцiй Gk (t, τ) , k ∈ N, зображається
формулою

Gk (t, τ) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

[√
λkb2 cos

(√
λk (τ − T )

) − b1 sin
(√

λk (τ − T )
)] [√

λka2 cos
(√

λkt
) − a1 sin

(√
λkt

)]
√

λkΔ (λk)
, 0 ≤ t < τ < T,[√

λkb2 cos
(√

λk (t − T )
) − b1 sin

(√
λk (t − T )

)] [√
λka2 cos

(√
λkτ

) − a1 sin
(√

λkτ
)]

√
λkΔ (λk)

, 0 < τ < t ≤ T.

(27)
На сторонi τ = 0 квадрата KT кожну з функцiй Gk (t, τ), k ∈ N, довизначаємо за неперервнiстю справа, а на
сторонi τ = T — за неперервнiстю злiва.
На пiдставi формул (8), (15), (24)–(26) отримуємо формальне зображення розв’язку задачi (1)–(3) у виглядi

ряду

u (t, x) =
∞∑

k=1

⎛
⎝ϕ1k

(
b1 sin

(√
λk (T − t)

)
+ b2

√
λk cos

(√
λk (T − t)

))
+ ϕ2k

(
a1 sin

(√
λkt

) − a2

√
λk cos

(√
λkt

))
Δ (λk)

+

T∫
0

Gk (t, τ) fk (τ) dτ

⎞
⎠ Xk (x) .

(28)

Оскiльки величина |Δ(λk)|, будучи вiдмiнною вiд ну-
ля, може приймати якзавгодно малi значення для не-
скiнченної кiлькостi значень λk ∈ Λ, то ряд (28), вза-

галi, є розбiжним. Тому питання про iснування роз-
в’язку задачi (1)–(3) пов’язане з проблемою малих
знаменникiв.

30 Математика
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Теорема 2. Нехай справджується умова
(18) i нехай iснують константи A > 0 i γ ∈ R+

такi, що для всiх (крiм скiнченного числа) значень
λk ∈ Λ виконується нерiвнiсть

|Δ(λk)| ≥ Ak−γ . (29)

Якщо ϕj ∈ C2r
(
Ω̄

)
, Lqϕj |Γ = 0, j = 1, 2, f ∈

C(0,2r)
(
D̄

)
, Lqf |Γ = 0, t ∈ [0, T ], де q = 0, 1, . . . , r− 1,

r = [(5 + p (1, 5 + γ)) /2] + 1, то iснує розв’язок за-
дачi (1)–(3) з простору C2

(
D

)
, який зображується

формулою (28) i неперервно залежить вiд функцiй
f (t, x) та ϕj (x) , j = 1, 2.

� Доведення. На пiдставi формул (27), (28) та
оцiнок (7) отримуємо

‖u (t, x)‖C2(D̄) ≤c2c3

∞∑
k=1

|ϕ1k|+ |ϕ2k|
Δ (λk)

λ
3/2
k λ

p/4+1
k +

+c2c4

∞∑
k=1

λ
3/2
k

Δ (λk)
max

0≤t≤T
|fk (t)|λp/4+1

k . (30)

Оскiльки диференцiальний вираз L є лiнiйним
i самоспряженим, то за умов теореми на функцiї
ϕj (x) , j = 1, 2, на пiдставi другої формули Грiна
для оператора L [9, 10, 14] отримаємо

ϕjk =
∫
Ω

ϕjXkdx = − 1
λk

∫
Ω

ϕjLXkdx =

= − 1
λk

∫
Ω

LϕjXkdx =
1
λ2

k

∫
Ω

LϕjLXkdx = (31)

=
1
λ2

k

∫
Ω

L2ϕjXkdx= . . . =(−1)r 1
λr

k

∫
Ω

LrϕjXkdx .

На основi формул (7), (11), (31) та нерiвностi
Кошi–Буняковського [11] отримаємо таку оцiнку:

|ϕjk| =
1
λr

k

∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

LrϕjXkdx

∣∣∣∣∣∣ ≤ c5λ
−r
k ‖ϕj‖C2r(Ω̄) ,

j = 1, 2. (32)
Аналогiчно для функцiї f (t, x) знайдемо

max
0≤t≤T

|fk (t)| ≤ c6λ
−r
k ‖f‖C(0,2r)(D̄) . (33)

На пiдставi оцiнок (6), (29), (30), (32) та (33) дiстаємо

‖u‖C2(D̄) ≤ c7

(
||ϕ1||C2r(Ω̄) + ||ϕ2||C2r(Ω̄)

+ ||f ||C(0,2r)(D̄)
) ∞∑

k=1

1
kg

,
(34)

де c7=c2 max {c3c5, c4c6}, g=(2r−5) /p−γ−1/2. За

умов теореми 1<g<2. Тому ряд
∞∑

k=1

1
kg
є збiжним. По-

значимо його суму через S. Тодi з (34) отримаємо

‖u‖C2(D̄) ≤ Sc7

(
||ϕ1||C2r(Ω̄)

+ ||ϕ2||C2r(Ω̄) + ||f ||C(0,2r)(D̄)
)

,

звiдки випливає доведення теореми. �
З’ясуємо, наскiльки багата множина чисел T , для

яких справедлива нерiвнiсть (29).

Лема 1. Нехай Φ(k) — обмежена послiдов-
нiсть дiйсних чисел. Тодi нерiвнiсть∣∣∣∣Φ(k) − la

p
√

k

∣∣∣∣ <
1
kβ

, β = 1 + 1/p + ε, 0 < ε < 1 (35)

для майже всiх (стосовно мiри Лебега в R) чисел
a > 0 має не бiльше, нiж скiнченне число розв’язкiв
у цiлих числах k i l (k > 0, l �= 0) .

Доведення виконують за схемою доведення леми
2.4 з [16, гл. 1].
У разi доведення наступних двох теорем викори-

стовується елементарна нерiвнiсть

sin x ≥ 2x/π, 0 ≤ x ≤ π/2. (36)

Теорема 3. Для майже всiх (стосовно мiри
Лебега в R) чисел T нерiвнiсть (29) виконується для
всiх (крiм скiнченної кiлькостi) λk ∈ Λ i таких зна-
чень γ:

а) γ > 1, якщо a2 = b2 = 0;

б) γ > 1 − 2/p, якщо a1 = b1 = 0 або
a1

a2
=

b1

b2
= q,

0 < |q| < ∞.

� Доведення. Доведення виконаємо для випадку,

коли
a1

a2
=

b1

b2
= q, 0 < |q| < ∞. У цьому випадку з

формули (23) одержимо

|Δ(λk)| = |a2b2|
∣∣q2 + λk

∣∣ ∣∣∣sin (√
λkT

)∣∣∣ . (37)

Зауважимо, що для всiх значень λk ∈ Λ справджу-
ється нерiвнiсть

q2 + λk > λk. (38)

Врахувавши нерiвнiсть (36), отримаємо оцiнку∣∣sin (√
λkT

)∣∣ ≥ ∣∣sin ∣∣√λkT − mkπ
∣∣∣∣ ≥

≥ 2
π

∣∣∣√λkT − mkπ
∣∣∣ ,

(39)

де mk ∈ Z таке, що
∣∣√λkT − mkπ

∣∣ ≤ π/2. Тодi з оцiн-
ки (39) i леми випливає, що для майже всiх (стосовно
мiри Лебега в R) чисел T нерiвнiсть

∣∣sin (√
λkT

)∣∣ ≥ 2T p
√

k

∣∣∣∣
√

λk
p
√

kπ
− mk

p
√

kT

∣∣∣∣ ≥
≥ 2Tk1/p 1

k1+1/p+ε
= 2Tk−1−ε

(40)

справджується для всiх (крiм скiнченного числа)
значень λk ∈ Λ. Отже, з оцiнок (6), (38), (40) та рiв-
ностi (37) випливає, що для всiх (крiм скiнченного
числа) значень λk ∈ Λ справджується нерiвнiсть

|Δ(λk)| ≥ Ak
2
p−1−ε,

де A = 2Tc0 > 0, 0 < ε < 1, що й доводить теорему
для випадку, який розглядається.
Для iнших випадкiв доведення виконують анало-

гiчно. Теорему доведено. �
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Теорема 4. Якщо a1b2 − a2b1 �= 0, то для
майже всiх (стосовно мiри Лебега в R) чисел T не-
рiвнiсть (29) виконується для всiх (крiм скiнченної
кiлькостi) λk ∈ Λ i таких значень γ:

а) γ > 1 − 1/p, якщо a2 = 0, b2b1 �= 0; b2 = 0,
a2a1 �= 0; a1 = b2 = 0 або b1 = a2 = 0;

б) γ > 1 − 2/p, якщо a1a2b2b1 �= 0; b1 = 0, a1a2 �= 0
або a1 = 0, b1b2 �= 0.

� Доведення. Доведення виконаємо для випадку,
коли a1a2b1b2 �= 0. Тодi з формули (21) випливає, що

|Δ(λk)| ≥ λk |a2b2|
∣∣∣cos

(√
λkT − ϕk − mkπ

)∣∣∣ =

=λk |a2b2|
∣∣sin ∣∣√λkT+π/2 − ϕk−mkπ

∣∣∣∣ , (41)

деmk ∈ R+ таке, що
∣∣√λkT + π/2 − ϕk − mkπ

∣∣ ≤ π/2,
а ϕk зображується формулою (20). На пiдставi (36)
i леми для майже всiх (стосовно мiри Лебега в R)
чисел T одержимо оцiнку∣∣∣sin ∣∣∣√λkT +

π

2
− ϕk − mkπ

∣∣∣∣∣∣ ≥
≥ 2

π

∣∣∣√λkT +
π

2
− ϕk − mkπ

∣∣∣ = (42)

= 2T
p
√

k

∣∣∣∣
√

λk
p
√

kπ
+

π/2 − ϕk

T p
√

kπ
− mk

p
√

kT

∣∣∣∣ ≥ 2Tk−1−ε,

яка справджується для всiх (крiм скiнченного числа)
значень λk ∈ Λ. Отже, з оцiнок (6), (41), (42) випли-
ває, що для всiх (крiм скiнченного числа) значень
λk ∈ Λ справджується нерiвнiсть

|Δ(λk)| ≥ Ak
2
p−1−ε,

де A = 2Tc0 |a2b2| > 0, 0 < ε < 1, що й доводить
теорему для випадку, який розглядається.
Для iнших випадкiв доведення виконують анало-

гiчно. Теорему доведено. �

V. Висновки

У статтi встановлено умови коректностi задачi
(1)–(3) та побудовано її розв’язок у виглядi ряду за
системою ортогональних функцiй. Для задачi (1)–(3)
можна дослiдити, аналогiчно до [13, 20, 22], також
питання про стiйкiсть та побудову методом регуля-
ризацiї за Тихоновим наближеного розв’язку, якщо
крайовi умови (2) заданi наближено:

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

∥∥∥∥a1u (0, x) + a2
∂u (0, x)

∂t
− ϕ1 (x)

∥∥∥∥
L2(Ω)

≤ c8δ,∥∥∥∥b1u (τ, x) + b2
∂u (τ, x)

∂t
− ϕ2 (x)

∥∥∥∥
L2(Ω)

≤ c8δ,

де |τ − T | ≤ δ, 0 < δ < T. Додатково треба накласти
умову обмеженостi енергiї

∫
Ω

((
∂u

∂t

)2

+
(

∂u

∂x1

)2

+ · · · +
(

∂u

∂xp

)2
)

dx < E,

t ∈ [0, τ ] , E = const > 0.
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THE BOUNDARY–VALUE PROBLEM
FOR LINEAR HYPERBOLIC EQUATION

WITH VARIABLE COEFFICIENTS

S.M. Repetylo
National University “Lvivska Politechnika”
12 S. Banderа Str., 79013, Lviv, Ukraine

The problem with data on the whole boundary of domain for linear non-homogeneous
hyperbolic equation of the second order with variable in the spatial coordinates coefficients
is investigated. The conditions of correctness of the problem are established and the solution in
the form of series according to the system of orthogonal functions is constructed. For estimation
of small denominators from below that appeared during the construction of the solution of the
problem the metric approach is used.
Keywords: boundary-value problem, hyperbolic equation, Fourier method, small denominators,
metric approach, Lebesque measure.
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