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Вступ

У багатьох працях вивчались узагальненi крайовi за-
дачi для лiнiйних та пiвлiнiйних елiптичних рiвнянь
(див., наприклад, [1] та бiблiографiю). На основi цих
дослiджень продовжено вивчення узагальнених кра-
йових задач для пiвлiнiйних параболiчних рiвнянь
[2, 3], а також розглянуто задачi, коли функцiї, за-
данi на межi областi, мають точковi особливостi [4].

У статтях [5, 6, 7, 8] дослiджувались крайовi зада-
чi для рiвняння теплопровiдностi з нелiнiйними кра-
йовими умовами. Так, наприклад, автори [9] одержа-
ли коректну розв’язнiсть крайової задачi для рiвнян-
ня теплопровiдностi з нелiнiйними крайовими умова-
ми та початковими даними – мiрами.

У цiй статтi вивчаються умови розв’язностi не-
лiнiйної першої узагальненої крайової задачi для
рiвняння теплопровiдностi у просторi функцiй, якi
можуть мати особливостi в окремих точках межi
областi.

I. Основнi позначення
та формулювання задачi

Нехай n ∈ N, Ω – обмежена область в R
n з межею

S = ∂Ω класу C∞, Q = Ω × (0, T ], Σ = S × (0, T ],
0 < T < +∞.

Використовуватимемо позначення:

||x − y|| =

√
n∑

i=1

|xi − yi|2 – евклiдова вiдстань в R
n,

P = (x, t), M = (y, τ), P̂ = (x̂, t̂),
d(P, M) = |PM | = d(x, t; y, τ) =

√||x − y||2 + |t − τ |–
параболiчна вiдстань в R

n+1;
η – мультиiндекс з компонентами (η1, ..., ηn), ηi ∈ Z+,
i = 1, n, |η| = η1 + ... + ηn – довжина мультиiндекса
η, Dη ≡ Dη

x = ∂|η|

∂x
η1
1 ·...·∂xηn

n
.

Нехай ε0 > 0 – таке задане число, що паралельна
до S поверхня Sε0 є класу C∞ та надалi вважати-
мемо, що ε0 ≤ 1. Через �̃(σ) позначатимемо нескiн-
ченно диференцiйовну невiд’ємну функцiю, яка має
порядок σ при σ → 0. При довiльнiй фiксованiй то-
чцi P̂ ∈ Q введемо функцiю �0 точки P ∈ Q таку, що
0 < �0(P, P̂ ) ≤ 1 та

�0(P, P̂ ) =

{
�̃(|PP̂ |), |PP̂ | < ε0

2 ,

1, |PP̂ | ≥ ε0.

Нехай
D(Q) = C∞(Q), D(Σ) = C∞(Σ), D(Ω) = C∞(Ω);
D0(Q) = {ϕ ∈ D(Q) : ∂k

∂tk ϕ | t=T = 0, k = 0, 1, . . . },
D0(Σ) = {ϕ ∈ D(Σ) : ∂k

∂tk ϕ | t=T = 0, k = 0, 1, . . . },
D0(Ω) = {ϕ ∈ D(Ω) : ϕ|S = 0}, ν – орт внутрiшньої
нормалi до S.

Надалi позначатимемо через (D0(Σ))
′
, (D0(Ω))

′
–

простори лiнiйних неперервних функцiоналiв вiдпо-
вiдно на просторах функцiй D0(Σ), D0(Ω), через
(ϕ,F )1 – значення узагальненої функцiї F ∈ (D0(Σ))′

на основнiй функцiї ϕ ∈ D0(Σ), через (ϕ,F )2 – зна-
чення F ∈ (D0(Ω))′ на ϕ ∈ D0(Ω).

Нехай (x̂, t̂) ∈ Σ. Припустимо, що
1) функцiї f0(x, t, v) визначена в Q × R,

g0(x, t, v) визначена в Σ × R,

2) F1(x, t) =
∑

|l|≤p1

p2∑
m=0

ClmDl
xδ(x − x̂)δ(m)(t − t̂), (1)

F2(x) =
∑

|r|≤p3

CrD
r
xδ(x − x̂),

де Clm, Cr – сталi, p1, p2, p3 – невiд’ємнi цiлi числа.
Розглянемо нелiнiйну першу узагальнену крайову

задачу

Lu(x, t) ≡ ∂u(x, t)
∂t

−�u(x, t) =

= f0(x, t, u(x, t)), (x, t) ∈ Q, (2)
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u(x, t) |Σ = F1(x, t) + g0(x, t, u(x, t)), (x, t) ∈ Σ, (3)

u(x, 0) = F2(x), x ∈ Ω. (4)

При k ∈ R введемо функцiйнi простори:
Mk(Q, P̂ ) = {v :
||v; P̂ ||k = max{∫

Q

�k
0(x, t, x̂, t̂)|v(x, t)| dxdt;∫

Σ

�k
0(x, t, x̂, t̂)|v(x, t)| dSdt} < +∞},

Xk(Q, P̂ ) = {ψ ∈ D0(Q) : ψ(·, 0) ∈ D0(Ω), ψ |Σ = 0,
L∗ψ(x, t) = O(�k

0(x, t, x̂, t̂)), �0(x, t, x̂, t̂) → 0},
де L∗ – оператор, формально спряжений до L,
L∗v = −(

∂v
∂t + �∗v).

Нехай
Mk,C(Q, P̂ ) = {v ∈ Mk(Q, P̂ ) : ||v; P̂ ||k ≤ C} – куля
радiуса C в просторi Mk(Q, P̂ ).

Означення 1. Розв’язком задачi (2)–(4) нази-
вається функцiя u ∈ Mk(Q, P̂ ) така, що∫

Q

L∗ψ(x, t) · u(x, t) dxdt =

=
∫
Q

ψ(x, t)·f0(x, t, u(x, t)) dxdt+(
∂ψ(x, t)

∂ν
, F1(x, t))1+

+
∫
Σ

∂ψ(x, t)
∂ν

· g0(x, t, u(x, t)) dSdt + (ψ(·, 0), F2(·))2

для довiльної ψ ∈ Xk(Q, P̂ ).
Позначимо через G(x, t; y, τ) функцiю Ґрiна пер-

шої крайової задачi для рiвняння теплопровiдностi,
яка визначена в точках (x, t; y, τ) ∈ Q × Q при
(x, t) 
= (y, τ). Iснування її та ряд властивостей одер-
жуємо iз [10, 11]. З цих результатiв випливає, що

1) G(x, t; y, τ) = 0 при t < τ ;
2) для будь-яких мультиiндексiв η, η0

| ∂η0

∂tη0
Dη

xG(x, t; y, τ)| ≤ Ĉη, η0 [d(x, t; y, τ)]−n−|η|−2η0 ,

(5)
де Ĉη, η0 – додатнi сталi.

Подiбно до результатiв [2, 12, 13] доводимо таку
властивiсть функцiї G.

Лема 1. Hехай (x̂, t̂) ∈ Q, |η| ≤ 1.
Тодi ∫

Q

�r
0(x, t, x̂, t̂) · |Dη

yG(x, t; y, τ)| dxdt ≤

≤ L1, η max{[�0(y, τ, x̂, t̂)]r+2−|η|, 1} ∀(y, τ) ∈ Q

при r > −n − 2;∫
Σ

�r
0(x, t, x̂, t̂) · |Dη

yG(x, t; y, τ)| dSxdt ≤

≤ L2, η max{[�0(y, τ, x̂, t̂)]r+1−|η|, 1} ∀(y, τ) ∈ Q

при r > −n − 1.

Зауваження 1. Подiбно до доведення теоре-
ми 2 [3] доводимо, що розв’язок задачi (2)–(4) є
розв’язком у просторi Mk(Q, P̂ ) iнтегрального рiв-
няння

u(x, t) =

t∫
0

dτ

∫
Ω

G(x, t; y, τ) · f0(y, τ, u(y, τ)) dy+

+(
∂G(x, t; y, τ)

∂νy
, F1(y, τ))1+

+
∫
Σ

∂G(x, t; y, τ)
∂νy

· g0(y, τ, u(y, τ)) dSydτ+

+(G(x, t; y, 0), F2(y))2 (6)

i навпаки.
Позначимо

(Hv)(x, t) =

t∫
0

dτ

∫
Ω

G(x, t; y, τ) · f0(y, τ, u(y, τ)) dy+

+
∫
Σ

∂G(x, t; y, τ)
∂νy

· g0(y, τ, u(y, τ)) dSydτ,

h(x, t) = g1(x, t) + g2(x, t) =

= (
∂G(x, t; y, τ)

∂νy
, F1(y, τ))1 + (G(x, t; y, 0), F2(y))2,

(H1v)(x, t) = (Hv)(x, t) + h(x, t).

Рiвняння (6) набуде вигляду
u(x, t) = (Hu)(x, t) + h(x, t).

Лема 2. Hехай виконуються припущення (1)
щодо функцiй f0, g0 та при k ≥ 0∫

Q

|f0(y, τ, v(y, τ))| dydτ < +∞ ∀v ∈ Mk(Q, P̂ ), (7)

∫
Σ

|g0(y, τ, v(y, τ))| dSdτ < +∞ ∀v ∈ Mk(Q, P̂ ). (8)

Тодi оператор H вiдображає простiр Mk(Q, P̂ ) в се-
бе.

� Доведення. При v ∈ Mk(Q, P̂ ) оцiнимо

||Hv; P̂ ||k = max{
∫
Q

�k
0(x, t, x̂, t̂)|(Hv)(x, t)| dxdt;

∫
Σ

�k
0(x, t, x̂, t̂)|(Hv)(x, t)| dSdt} ≤

≤ max{
∫
Q

�k
0(x, t, x̂, t̂)

(∫
Q

|G(x, t; y, τ)|×

×|f0(y, τ, v(y, τ))| dydτ
)

dxdt+
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+
∫
Q

�k
0(x, t, x̂, t̂)

(∫
Σ

|∂G(x, t; y, τ)
∂νy

|×

×|g0(y, τ, v(y, τ))| dSydτ
)

dxdt;∫
Σ

�k
0(x, t, x̂, t̂)

(∫
Q

|G(x, t; y, τ)|×

×|f0(y, τ, v(y, τ))| dydτ
)

dSxdt+

+
∫
Σ

�k
0(x, t, x̂, t̂)

(∫
Σ

|∂G(x, t; y, τ)
∂νy

|×

×|g0(y, τ, v(y, τ))| dSydτ
)

dSxdt}.
Розглянемо

∫
Q

|f0(y, τ, v(y, τ))| ·
( T∫

τ

dt

∫
Ω

�k
0(x, t, x̂, t̂)×

×|G(x, t; y, τ)| dx
)

dydτ, (9)∫
Σ

|g0(y, τ, v(y, τ))| ·
(∫

Q

�k
0(x, t, x̂, t̂)×

×|∂G(x, t; y, τ)
∂νy

| dxdt
)

dSydτ, (10)∫
Q

|f0(y, τ, v(y, τ))| ·
(∫

Σ

�k
0(x, t, x̂, t̂)×

×|G(x, t; y, τ)| dSxdt
)

dydτ (11)

та ∫
Σ

|g0(y, τ, v(y, τ))| ·
(∫

Σ

�k
0(x, t, x̂, t̂)×

×|∂G(x, t; y, τ)
∂νy

| dSxdt
)

dSydτ. (12)

За лемою 1 оцiнюємо внутрiшнi iнтеграли в (9),
(10), (11) та (12). Тодi iз (7), (8) випливає скiнчен-
нiсть iнтегралiв (9), (10), (11) та (12), а за теоремою
Фубiнi – скiнченнiсть ||Hv; P̂ ||k. �
Лема 3. Hехай k > k0 = max{p1+2p2, p3−1} та

виконуються припущення (1). Тодi h ∈ Mk(Q, P̂ ), а
саме, iснує додатна стала K0 така, що
||h; P̂ ||k ≤ K0 < +∞.

� Доведення. Маємо

||h; P̂ ||k = max{
∫
Q

�k
0(x, t, x̂, t̂) · |h(x, t)| dxdt;

∫
Σ

�k
0(x, t, x̂, t̂) · |h(x, t)| dSdt} ≤

≤ max{
∫
Q

�k
0(x, t, x̂, t̂)

(
|(∂G(x, t; y, τ)

∂νy
, F1(y, τ))1|+

+|(G(x, t; y, 0), F2(y))2|
)

dxdt;∫
Σ

�k
0(x, t, x̂, t̂)

(
|(∂G(x, t; y, τ)

∂νy
, F1(y, τ))1|+

+|(G(x, t; y, 0), F2(y))2|
)

dSxdt} =

= max{
∫
Q

�k
0(x, t, x̂, t̂) · (|g1(x, t)| + |g2(x, t)|) dxdt;

∫
Σ

�k
0(x, t, x̂, t̂) · (|g1(x, t)| + |g2(x, t)|) dSdt}. (13)

Враховуючи припущення (1) та оцiнки (5) похi-
дних функцiї G, матимемо

|g1(x, t)| ≤
∑

|l|≤p1

p2∑
m=0

|Clm| · | ∂m

∂t̂m
Dl

x̂

∂G(x, t; x̂, t̂)
∂νx̂

| ≤

≤ C1

∑
|l|≤p1

p2∑
m=0

(|x − x̂|2 + |t − t̂|)−n−1−|l|−2m
2 ≤

≤ C1[�0(x, t, x̂, t̂)]−(n+1+p1+2p2),

|g2(x, t)| ≤
∑

|r|≤p3

|Cr| · |Dr
x̂G(x, t; x̂, 0)| ≤

≤ C2

∑
|r|≤p3

(|x − x̂|2 + t)
−n−|r|

2 ≤

≤ C2[�0(x, t, x̂, t̂)]−(n+p3),

де C1, C2 –додатнi сталi.
Тодi iз (13) одержуємо

||h; P̂ ||k ≤ max{C1

∫
Q

[�0(x, t, x̂, t̂)]k−(n+1+p1+2p2) dxdt+

+ C2

∫
Q

[�0(x, t, x̂, t̂)]k−(n+p3) dxdt;

C1

∫
Σ

[�0(x, t, x̂, t̂)]k−(n+1+p1+2p2) dSdt +

+ C2

∫
Σ

[�0(x, t, x̂, t̂)]k−(n+p3) dSdt}. Звiдси при

k > k0 = max{p1 + 2p2, p3 − 1} матимемо, що
||h; P̂ ||k ≤ K0 < +∞, тобто h ∈ Mk(Q, P̂ ). �

Введемо позначення:
g̃ k, 0(x, t; y, τ)

def
= �k

0(x, t, x̂, t̂) · G(x, t; y, τ),

g̃ k, 1(x, t; y, τ)
def
= �k

0(x, t, x̂, t̂) · ∂G(x,t;y,τ)
∂νy

, (x, t) ∈ Q,
(y, τ) ∈ Σ.

Лема 4. Для довiльного ε > 0 iснує δ = δ(ε) > 0
таке, що для довiльної пiдобластi V ⊂ Q, мiра якої
m(V ) менша за δ, i будь-якої точки (y, τ) ∈ Σ
при k > −2 ∫

V

|g̃ k, 0(x, t; y, τ)| dxdt < ε,

а при k > −1∫
V

|g̃ k, 1(x, t; y, τ)| dxdt < ε.

16 Математика
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Доведення леми виконуємо подiбно до доведен-
ня леми 1 [4], роздiляючи особливостi функцiй g̃ k, 0,
g̃ k, 1.

Лема 5. Нехай k > 0, функцiї f0 та g0 при де-
якому C > 0 задовольняють умови:

1) iснують сталi K1 > 0, K2 > 0 такi, що для до-
вiльних v ∈ Mk,C(Q, P̂ )∫

Q

|f0(y, τ, v(y, τ))| dydτ ≤ K1,

∫
Σ

|g0(y, τ, v(y, τ))| dSdτ ≤ K2;

2) iснують неперервнi, монотонно неспаднi, дода-
тнi на (0, +∞) функцiї ψ1

C(z), ψ2
C(z), z ∈ [0, +∞),

такi, що ψ1
C(0) = 0, ψ2

C(0) = 0 та для довiльних
v,w ∈ Mk,C(Q, P̂ )∫

Q

|f0(y, τ, v(y, τ)) − f0(y, τ, w(y, τ))| dydτ ≤

≤ ψ1
C(||v − w; P̂ ||k), (14)∫

Σ

|g0(y, τ, v(y, τ)) − g0(y, τ, w(y, τ))| dSdτ ≤

≤ ψ2
C(||v − w; P̂ ||k). (15)

Тодi оператор H є цiлком неперервним на
Mk,C(Q, P̂ ).

Доведення леми проводимо подiбно до доведення
леми 4 у [14] та з використанням леми 4.

II. Точковi особливостi розв’язку
нелiнiйної першої узагальненої
крайової задачi для рiвняння
теплопровiдностi

Теорема 1. Нехай виконуються припущення
леми 3, функцiї f0, g0 задовольняють умови:
iснує стала C0 > 0 така, що для довiльної сталої
C > C0 та для довiльних v, w ∈ Mk,C(Q, P̂ )∫

Q

|f0(y, τ, v(y, τ))| dydτ ≤ ϕ1(C), (16)

∫
Σ

|g0(y, τ, v(y, τ))| dSdτ ≤ ϕ2(C), (17)

де функцiї ϕ1(z), ϕ2(z), z ∈ [0, +∞), – неперервнi,
монотонно неспаднi, додатнi на (0,+∞), ϕi(z)

z → 0
при z → +∞, i = 1, 2 та виконуються умови (14),
(15). Тодi iснує розв’язок задачi (2)–(4) у просторi
Mk(Q, P̂ ).

� Доведення. Використаємо теорему Шаудера
[15, с. 291]. Треба показати iснування сталої C > 0
такої, що H1 вiдображає Mk,C(Q, P̂ ) в себе та є цiл-
ком неперервним оператором на Mk,C(Q, P̂ ).

За лемою 3 iснує додатна стала K0 така, що
||h; P̂ ||k ≤ K0. Використовуючи доведення ле-
ми 2 та умови теореми, матимемо для довiльних
v ∈ Mk,C(Q, P̂ )

||H1v; P̂ ||k ≤ max{L1, 0

∫
Q

|f0(y, τ, v(y, τ))| dydτ+

+L1, 1

∫
Σ

|g0(y, τ, v(y, τ))| dSdτ ;

L2, 0

∫
Q

|f0(y, τ, v(y, τ))| dydτ+

+L2, 1

∫
Σ

|g0(y, τ, v(y, τ))| dSdτ} + K0 ≤

≤ L
′
0ϕ1(||v; P̂ ||k) + L

′′
0ϕ2(||v; P̂ ||k) + K0, (18)

де L
′
0, L

′′
0 – сталi з леми 1.

За властивостями функцiй ϕ1 та ϕ2 для
v ∈ Mk,C(Q, P̂ ) iз (18) одержуємо iснування сталої
C0 > 0 такої, що ||H1v; P̂ ||k ≤ L

′
0ϕ1(C) + L

′′
0ϕ2(C) +

+ K0 < C для всiх C > C0. Отож, випуклу за-
мкнену обмежену пiдмножину Mk,C(Q, P̂ ) простору
Mk(Q, P̂ ) оператор H1 вiдображає в себе.

З леми 5 та умов теореми випливає, що

||H1v − H1w; P̂ ||k ≤ L
′
0ψ

1
C(||v − w; P̂ ||k)+

+L
′′
0ψ2

C(||v − w; P̂ ||k)

при k > 0 та для довiльних v, w ∈ Mk,C(Q, P̂ ). За
властивостями функцiй ψ1

C та ψ2
C одержуємо, що опе-

ратор H1 є неперервним на Mk,C(Q, P̂ ).
Покажемо, що множина {H1v : v ∈ Mk,C(Q, P̂ )}

– вiдносно компактна в Mk(Q, P̂ ). Оскiльки
�k
0(·, ·, x̂, t̂)v(·, ·) ∈ L1(Q) при v ∈ Mk(Q, P̂ ), то за

теоремою Рiса [15, c. 242] для цього необхiдно i до-
сить виконання умов:
a) iснує стала C3 > 0 така, що ||H1v; P̂ ||k ≤ C3 для
довiльної v ∈ Mk,C(Q, P̂ );
b) для довiльного ε > 0 iснує δ = δ(ε) > 0 таке, що
для (z, z0) ∈ R

n+1, ||z|| < δ, |z0| < δ та довiльної
v ∈ Mk,C(Q, P̂ )∫
Q

|�k
0(x+z, t+z0, x̂, t̂)(H1v)(x+z, t+z0)−�k

0(x, t, x̂, t̂)×

×(H1v)(x, t)| dxdt < ε. (19)

Твердження a) встановлено вище.
Для довiльних v ∈ Mk,C(Q, P̂ ) розпишемо лiву

частину (19)∫
Q

( t∫
0

dτ

∫
Ω

|g̃ k, 0(x + z, t + z0; y, τ) − g̃ k, 0(x, t; y, τ)|×
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×|f0(y, τ, v(y, τ))| dy
)

dxdt+

+
∫
Q

( t+z0∫
t

dτ

∫
Ω

|g̃ k, 0(x + z, t + z0; y, τ)|×

×|f0(y, τ, v(y, τ))| dy
)

dxdt+∫
Q

(∫
Σ

|g̃ k, 1(x + z, t + z0; y, τ) − g̃ k, 1(x, t; y, τ)|×

×|g0(y, τ, v(y, τ))| dSydτ
)

dxdt+

+
∫
Q

|�k
0(x + z, t + z0, x̂, t̂) · h(x + z, t + z0)−

−�k
0(x, t, x̂, t̂) · h(x, t)| dxdt. (20)

Використовуючи доведення леми 4 у [14] при
k > 0, одержуємо малiсть трьох перших iнтегралiв
в (20).

За теоремою про неперервнiсть в цiлому фун-
кцiї з L1(Q) ([16, с. 21]) одержуємо: для довiльного
ε > 0 iснує δ

′
= δ

′
(ε) > 0 таке, що для довiльних

(z, z0) ∈ R
n+1, ||z|| < δ

′
, |z0| < δ

′∫
Q

|�k
0(x + z, t + z0, x̂, t̂) · h(x + z, t + z0) −

− �k
0(x, t, x̂, t̂) · h(x, t)| dxdt < ε.
Звiдси одержуємо виконання умови b). �
Наслiдок 1. Нехай f0(x, t, v) = |v|β0 та

g0(x, t, v) = |v|β1 , k > k0 = max{p1 + 2p2, p3 − 1}. Тодi
для всiх β0 ∈ (0, n+2

k+n+2 ), β1 ∈ (0, n+1
k+n+1 ) iснує розв’я-

зок задачi (2)-(4) у просторi Mk(Q, P̂ ).
� Доведення. Покажемо, що функцiї

f0(x, t, v) = |v|β0 та g0(x, t, v) = |v|β1 задовольняють
умови теореми 1. Застосовуючи нерiвнiсть Гельдера,
оцiнимо∫

Q

|v(y, τ)|β0 dydτ =
∫
Q

(�k
0(y, τ, x̂, t̂) · |v(y, τ)|)β0×

×[�0(y, τ, x̂, t̂)]−kβ0 dydτ ≤
(∫

Q

�k
0(y, τ, x̂, t̂)×

×|v(y, τ)|dydτ
)β0 ·

(∫
Q

[�0(y, τ, x̂, t̂)]−
kβ0

1−β0 dydτ
)1−β0 ≤

≤ (||v; P̂ ||k)β0

(∫
Q

[�0(y, τ, x̂, t̂)]−
kβ0

1−β0 dydτ
)1−β0

.

Iнтеграл
∫
Q

[�0(y, τ, x̂, t̂)]−
kβ0

1−β0 dydτ < C4 < +∞

при −kβ0
1−β0

> −n − 2, а отже, для всiх β0 ∈ (0, n+2
k+n+2 )

функцiя f0 задовольняє умову (16) при
ϕ1(C) = Cβ0 · C1−β0

4 .

Подiбно, застосовуючи нерiвнiсть Гельдера, мати-
мемо∫
Σ

|v(y, τ)|β1 dSdτ ≤
(∫

Σ

�k
0(y, τ, x̂, t̂)·|v(y, τ)| dSdτ

)β1×

×
(∫

Σ

[�0(y, τ, x̂, t̂)]
−kβ1
1−β1 dSdτ

)1−β1 ≤

≤ (||v; P̂ ||k)β1

(∫
Σ

[�0(y, τ, x̂, t̂)]
−kβ1
1−β1 dSdτ

)1−β1

.

Iнтеграл
∫
Σ

[�0(y, τ, x̂, t̂)]
−kβ1
1−β1 dSdτ < C5 < +∞ при

−kβ1
1−β1

> −n−1. Тому для всiх β1 ∈ (0, n+1
k+n+1 ) функцiя

g0 задовольняє умову (17) при ϕ2(C) = Cβ1 · C1−β1
5 .

Використовуючи формулу |aμ − bμ| ≤ |a− b|μ при
a, b > 0, μ ∈ (0, 1) та нерiвнiсть Гельдера, оцiнюємо∫
Q

||v(y, τ)|β0 − |w(y, τ)|β0 | dydτ ≤ (||v − w; P̂ ||k)β0×

×
(∫

Q

[�0(y, τ, x̂, t̂)]
−kβ0
1−β0 dydτ

)1−β0

,

∫
Σ

||v(y, τ)|β1 − |w(y, τ)|β1 | dSdτ ≤ (||v − w; P̂ ||k)β1×

×
(∫

Σ

[�0(y, τ, x̂, t̂)]
−kβ1
1−β1 dSdτ

)1−β1

,

де iнтеграли збiгається при β0 ∈ (0, n+2
k+n+2 ) та

β1 ∈ (0, n+1
k+n+1 ) вiдповiдно. Отже, виконуються умови

(14), (15). �
Якщо β0, β1 вiдоме, то можна отримати простори

Mk(Q, P̂ ), для яких iснує розв’язок u ∈ Mk(Q, P̂ )
задачi (2)-(4).

Зауваження 1. Нехай β0, β1 ∈ (0, 1),{
p1 + 2p2 < min{(n + 2)( 1

β0
− 1); (n + 1)( 1

β1
− 1)},

p3 < 1 + min{(n + 2)( 1
β0

− 1); (n + 1)( 1
β1

− 1)}.
Тодi iснує розв’язок u ∈ Mk(Q, P̂ ) задачi (2)-(4) при
k > k0 > 0.

Висновки

Встановлено достатнi умови iснування розв’язку не-
лiнiйної першої узагальненої крайової задачi для рiв-
няння теплопровiдностi у просторi функцiй з точко-
вими особливостями.
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THE SOLUTION OF THE NONLINEAR FIRST BOUNDARY
VALUE PROBLEM FOR HEAT EQUATION

IN GENERALIZED FUNCTIONS

O.Yu. Chmyr, O.V. Menshykova
Lviv State University of vital activity safety
35 Kleparivska Str., 79000, Lviv, Ukraine

Using the Schauder method the sufficient conditions of solvability of the nonlinear first
generalized boundary value problem for heat equation in the space of functions with pointed
specialities are obtained.
Keywords: nonlinear boundary value problem, generalized function, weight functional space, conti-
nuous operator, compact set, Schauder fixed-point theorem
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