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Встановлюються умови, за виконання яких для додатних рядів вигляду

+  оо + 0 0

F(x) = ^ а п/(Апт) і Р(х) =  У ] апеЛпХ+т(х)Рп
п ~ 0 п = 0

існують аналогії нерівності Валірона, де /  і т додатні на [0; +оо) функції.
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Нехай А =  (Ап), 0 = Ао < Ап Т 4-оо (п —> +оо), 
а І)(А) -  клас абсолютно збіжних в С рядів Діріхле

+оо

Г(г) = ] Т а „ е 2Ч
п=0

Для Р  Є Р(А) і х  Є М позначимо М (х,Р) =
= зир{|Г(£ + іу )І : у Є К}, у,(х,Р) ~  тах{ |ап|ехА~ :
п > 0}. Крім цього, нехай

л “— 1п п
в = Ііт  —— . (1)

п-»+оо Ап

ВІДОМО ([1,2]), що для того, щоб для деякого Оо > 
> 0, для кожної функції Г  Є Р(А), кожного є > 0 і 
для кожного х  Є М виконувалась нерівність

М (х, іД  <  А(є, А)/і (х Т Оо +  £, Р )  ,

де Л(є,А) -  деяка стала, залежна від є і А, необхід
но і досить, щоб в < во- Відзначимо, що протилежна 
нерівність (Коші) /Дх,іД < М (х,Г) правильна для 
всіх х Є М. Виникає природне питання про мож
ливість поширення цих тверджень на функціональні 
ряди загального вигляду. Так в [3] у випадку, коли /  
ціла функція, А = (Ап) така, як і вище, а ряд

+оо

п/(гХ п), а„ > 0 (п > 0) (2)
п—0

є регулярно збіжний, тобто
+ос

^ 2  апМ }{г \п) < + 00,
п—0

де M f(r) = тах { |/(г ) | : \г\ =  г}, то для кожного
є > 0 і всіх г > 0

де К(є) > 0 -  деяка стала, Ep(r) — max{anM f(rXn) : 
п > 0}.

У [4, 5] відзначається, що задача встановлення 
асимптотичних оцінок для цілого списку регулярно 
збіжних функціональних рядів зводиться до подібно
го ж питання для додатних рядів вигляду

+оо

F { x ) ^ Y . a^ xXn+T{x)0'1' а« ^ °  (п ^ ° ) ’ (3)п—0

де А = (Ап), (З = ( Р п)  -  невід’ємні послідовності, 
a т(х) деяка додатна неспадна на [0; +оо) функція. 
Клас збіжних для всіх х > 0 рядів вигляду (3) по
значимо через 5(А,/3,т).

Правильне таке твердження.

Твердж ення 1. Якщо F  Є S(A,/3,r) і в  < 90, 
де 9 визначене в (1), то для всіх х > 0 виконується 
нерівність

F(x) < Afi(x + 9о + є, F), (4)

де є > 0 -  довільне, А  = А(є, А) -  стала, залежна від 
є і А, а /і (х, F) = max{an ехр(хАп + т(х)(Зп) : п > 0}.

□ Доведення. З умови 9 < -Foo випливає, що 
для довільного £ > 0 І ВСІХ п > По

Ап > \п п / (9 4- є /2),

тому збігається ряд

+оо

ехр(—(9 + є)Хп) = А(є, А) < +оо.
п=0

Е Р(г) < К(є)Мр((1 + є)г), Звідси,
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4-00
F(x) = апе{х+в+є)Хп+т(х+в+є)0пе - (в+є)Хп- (т{х+в+є)~т(х))0п < ц (х  + в 4-е, F)A(e, А). (5)

п—О

У випадку, коли т(х) диференційовна функція та
ка, що т'(х) > 1 (х > 0) або 0 < т'(х) < 1 (х > 0), 
умови твердження 1 можна записати дещо інакше.

Т в ер д ж ен н я  2. Нехай т'(х) > 1 (х > 0). Якщо 
Я Є 5(Л,/3, т) і виконується умова

п
lim

Inn
4-00 An + ßn

= Є < в  о,

то нерівність (4) справджується для всіх х > 0, де 
є > 0, а А =  А(є, А, (3) -  стала, залежна від є, А, (3.

□ Доведення. У рівності з (5) застосуємо не
рівність т(х 4- 9 4- є) -  т(х) > 9 4- є, яку отримуємо з 
умови т'(х) > 1. Зрозуміло, що у цьому випадку

4-00

А(є, X,ß) = Y  ехр{~(9 + e)(An + ßn)} < + 00.
п—О

З аув аж ен н я . Якщо виконується умова 
О < т'(:х) < 1, то функція F(r~‘1 (x)) належить до 
S(/3,A,t_1) (де т " 1 -  обернена функція до функції 
т) і до неї можна застосувати Твердження 2, за яким 
F (r~ 1 (x)) < А ц(г~ 1(х 4- #о + є), F), тобто

F(x) < A fi(r~ 1 (r(x) 4- 4- e),F) (x > 0).

Попередні прості твердження ілюструють вигляд 
умов, що забезпечують справедливість аналога не
рівності Валірона для рядів вигляду (3). Наступне 
твердження є подібним до теореми 1.11 [б, с.21], вста
новленої для цілих рядів Діріхле.

Т вердж ення 3. Нехай т(х) < х (х > 0), a q(x) ~ 
невід’ємна неперервна зростаюча на [0; 4-оо) функція 
така, що функції х -  q(x) і т(х) -  r(q(x)) неспадні і 
невід’ємні на [0;4-оо). Якщо F  Є 5(А,/?,т) і

4-оо
К\  =  йп exP { ^ n R n  +  ß n T (R n ) }  <  4-00, R n -

п—1

= g (x і д  ln l /a n),
An T- Pn

TO ДЛЯ ВСІХ X  >  Х о

F(x) < K ^ q - ' i x ) )  + Kl + а0. (6)

□ Доведення. Нехай /і= іі(х )= { п >1 : Яп<х}, 
І2(х) = N \  І\. Тоді, оскільки функції х  — q~l {x) та 
т(х) -  r(q~ 1 (x)) -  незростаючі, то для всіх п Є h (x )

x - q ~ l (x) < R n - q ~ 1 {Rn),

т(х) -  r(q~l (x)) < T { R n)  -  r(g- 1(ßn))- 

Враховуючи, що —(An 4- ßn)q~1 (Rn) = lnan, маємо

Е п є/і апЄхАп+г(а:,л‘ < /x(g л (х)) J2 n€h “ Ф« 1 ~ 9 H ^ A «  + ( Ф )  -  r(q 1 (*)))&) <

< M(q~4x ))52n€h an exp(AnR n + ß„r(Rn)) < K xfi(q-1 (x)).

Зауважимо, що x < Rn для всіх n Є І2 {х), тому

У" ап exp(xAn + T(x)ßn) < Y  ехр(ДпА„ + т(Л„)/3„) < К г.
П£І2 ПЄ/2

(7)

Звідси і з нерівності (7) випливає нерівність (6). ■
Твердження, подібне до Твердження 3, отримано 

також для рядів вигляду (2) в [3, теорема 4]. Насту
пне Твердження 4 доповнює теорему 4 [3].

Нехай /  додатна функція така, що 1п/(х) -  дода
тна опукла вниз зростаюча на (0; 4-сю) функція така, 
що / ( 0) = 1, а А = (Ап) невід’ємна послідовність. Че
рез Н (А, / )  позначимо клас функцій Я зображуваних 
для всіх х  > 0 рядами вигляду

4-оо

Е(х) = ^  а„/(хА„), а„ > 0 (п > 0).
п=0

Т в ер д ж ен н я  4. Якщо Я Є # (А ,/)  і виконує

1
ться умова

п lim
Inn

-boo ln /(An) = 0 < 00,

то для кожного £■ і для всіх х > 0 справджує
ться нерівність (4), де Я стала, залежна від є, А, / ,  
а ц(х, Я) = тах{ап/(хАп) : п > 0}.

□ Доведення. З опуклості 1п/(х) і умови 
/ ( 0) = 1 випливає, що

хп п
Тому 1п/(хп) > х1п/(п) для всіх х > 1, и > 0. Крім 
цього, 1п / ( 6) — 1п /(а ) > 1п / ( 6) (0 < а < 6).
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Звідси, для є > 0 і х > 0

1п /((х  + 9 + є)Ап) -  1п /(хА„) >

— ( и  + ^ + £)Ап) > + е)Іп/(А П).(х + в + є)А„
Отже,

ОО

ап/((х + 6Ч-г:)Ап) ехр{- (1п /((аг + 0 + є)А„)-
п = 0

+оо
-  1п /(хА„))}</х(х+0+є, ехр{-(0 + є) 1п /(А„)}.

п=0
За умовою (8) 1п/(А п) > 1пп/(в + є/2) (п > по), тому

+оо
А = ^еч>{-(б> + е)1п/(Ап)} < + 00,

п=О

і, отже, Твердження 4 доведено. ■
З цитованої теореми з [2] випливає, що отримані 

твердження покращити, взагалі кажучи, не можна. 
Проілюструємо це, наприклад, у випадку Тверд
ження 4.

Нехай Н (А) = и # (А ,/) ,  Де об’єднання бере- 
/

ться за всіма додатними опуклими зростаючими на 
[О, +оо) функціями 1п /(х ) і такими, що / ( 0) — 1.

Твердж ення 5. Для того, щоб для кожної фун
кції Я Є Я  (А) справджувалась при х > 0 нерівність
(4), необхідно і досить, щоб виконувалась нерівність 
в < во, де в визначене умовою (1).

□ Доведення. З опуклості 1п/(х) і умови 
/ ( 0) = 1 випливає, що існує с > 0 таке, що 1п /(х ) > 
> сх (х > хо). Тому з (1) випливає, що умова (8) ви
конується для кожної функції / .  Отже, достатність 
отримуємо з Твердження 4.

Для того, щоб отримати необхідність умови в < 
< во, зауважимо, що у випадку, коли в > за тео
ремою з [2], цитованою вище, існує функція Я Є Я (А) 
з невід’ємними коефіцієнтами ап, для якої нерівність 
(4) не може виконуватись навіть на деякій послідов
ності х =  х  ̂ > +оо. Залишається вибрати /(х ) = ех.
Тоді Я Є Я(А, /) . Твердження 5 доведено. ■

На завершення висловимо припущення, справе
дливість якого виглядає досить вірогідною.

Припущ ення. Умова в < во з Твердження 2, а 
також умова (8) з Твердження 4 є необхідними для 
справедливості нерівності (4), відповідно, для кожної 
функції з класу 5(А,/3,т) і з класу Я (А ,/).
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ANALOGS OF THE VALYRON’S INEQUALITY 
FOR SOME POSITIVE SERIES
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We establish conditions under which analogs of the Valirons inequlity for positive series of the 
form

-foe -f oo

F(x) — ^ a n/(A nx) and F(x) =  ^  aneXrtX4T(x)/3Tt
n = 0  n = 0

are holds, where /  and r are positive on [0; +oo) functions.
K eyw ords: Dirichlet series, asymptotic propertis, valirons inequlity.
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