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(Отримано 10 листопада 2004 р.) 
Знайдено умови, за яких умовний розподіл деякого функціонала від послідовності неза­

лежних випадкових величин, що мають розподіл Пуассона, є асимптотично нормальним.
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Нехай задано послідовність незалежних випад­
кових величин {і/Д, =  0, 1,..., що мають роз­
поділ Пуассона з параметром Xj відповідно, тобто 
Р(Уі ~ п )  — ^ \е~Хі> п '= 0, 1,..., А; > 0. З цією 
послідовністю можна пов’язати два процеси з неза-

т т
лежними приростами £т  =  ІЛ, , 71т — £  > Де

і —о 1=0
{/;}> 3 — 0, 1,..., -  послідовність дійсних чисел.

У статті досліджується асимптотична поведін­
ка умовного розподілу функціонала г}т за умови 
£т  =  п, коли т ,  п —> оо. Зазначимо, що в [1] і [2] роз­
глянуто таку задачу, причому вважалось, що щ — це 
час перебування в стані 2 Для нерекурентного мар- 
ківського випадкового блукання, а тому ц  — неза­
лежні геометрично розподілені випадкові величини, 
а г)т — адитивний функціонал на цьому блуканні. За­
значимо також, що граничні теореми для адитивних 
функціоналів на рекурентному випадковому блукан­
ні розглядали в [3].

Надалі припускатимемо, що п і т  задовольняти­
муть умову

771

п ~  М£ш = ^  А; , га, п —> оо. (1)
1 =о

Як і в [1], [2] для знаходження асимптотичного 
умовного розподілу величини г)т за умови £т  = п, 
коли т  —► оо, п —» оо, застосовано метод характерис­
тичних функцій та метод перевалу.

Т еорем а. Нехай виконуються умови
т

І іт  ■ =  0, (2)
т —юс т

у 3=0 
оо

$ 3  =  °°- (3)
1=0

Тоді умовний розподіл величини г}т/  \JDr\m за умови 
£т =  п є асимптотично нормальним Дг(0, 1), тоб­
то . .

І іт  М  <
т—>ос

ехр
Ё  i ivi 

i t - —
j tV І=о

t Є 1

т
Е  V] =П

1=0
= Є 2 ,

для т ,  п, що задовольняють (1 ).
□ Доведення. Розглянемо сумісну характерис­

тичну функцію випадкових величин ї]т і £т , тоб­
то М ехр(г (щ т -І- и£т))- Зробимо заміну змінних 
г =  егь і позначимо <рт(и, г) = М еги7)гпг^гп. Тоді

(Рт(Щ Z) = ехр £ м < 3йf37 _ 1)
j —о

Далі розглянемо умовну характеристичну функ­
цію

<РтЫ п) =  М { е іи^  = п) =  , (4)

де Фш,п (и) = М еіиг)гп І  (£ш = п).
Оскільки

2тг
/(Є т  = п ) - ^ /

0

де інтеграл існує в розумінні середньої квадратичної
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збіжності, то

Ф т,п(и) = M eiur>”
2тг

4 -  /  е"2 7Г J
\ U - n ) d v  =

= —  /  е~іх,пМ еі(иг,т+х,̂ и у  =
2 п ]

о

= ~  [  г - п- 1Меіиг>тг ^  <Іг =2тгг У
с

=  J  г ~ п ~ ї (Р т , п ( и ,  г ) й г ,  

с

якщо г = е™, а С — довільний контур інтегрування, 
що охоплює точку нуль.

Звідси і з (4) випливає

V?m (м| П) Лті, п(Ц)
Іт, п(0) (5)

ДЄІт,п(и) = / г  п 1 ехр ^  (еіиВ г -  1

Для обчислення Іт,п(и) виберемо такий 
контур С, що складається з відрізка [А, В] 
(А = хт -  ір, В = хт 4- ір) і дуги ЦБД кола з цент­
ром у точці 0 та радіусом у /х 2̂  4- р2, якщо коло обхо­
дити проти годинникової стрілки, де р — достатньо 
мале додатне число, а вигляд хт (хт > 0) уточнимо 
пізніше. Позначимо С\ — [А, В], С2 — и В А.

Тоді
Іт,п{ц) Ітп, п ) Т п(^)’ ( 6 )

ДЄ
І к іП(и) = у ’еф— 1 * =  1,

а ^ т?п(и, z) -  однозначна вітка

Тгг • ехр \ 3 (elufjz -  і)

на С.
Використаємо метод перевалу для обчислення 

асимптотики інтеграла п(и) (див. 4, с.445).
На відміну від [1], [2] рівняння для знаходжен-

д
ня точки перевалу — ФШ)П(и, z) = 0 розв’язується
в явному вигляді і точка перевалу zm,n(u), яку для 
скорочення запису позначимо через z(u), така:

z(u) = п -f 1_
У  Л7ет ^
3=0

(7)

Зауважимо, що згідно з (1)

*(0) =
П + 1 
т
S  ^ j

3 = о

1 при т ,  п —> оо. (8)

Вибираючи контур С , вважатимемо, що л?т  = г(0). 
Позначимо

~  / ч 92 _ / / лч П + 1
В т )П{п) — ~ТГ~2^т,п {и з г (и )) — Т~7~772 *

Тоді з (3), (7) при гі = і/у/Ш р^ для достатньо вели­
ких т ,  п

В т,п{ц) ^  -^m,n(0) ~  Af^m. (9)

Обчислимо тепер /т ,п (гі)> використовуючи роз­
клад в ряд Тейлора функції Фт , п(и, г) в околі точки
г(гх) з точністю до о ( (̂г — г(0))2̂ . Тоді з (1), (3), (6),
(7) і (9) подібно до [1] одержимо, що для и = Ь/у/Т)рт 
і фіксованого £ Є і? при т  —> сх)

ті , , ехр (Фт , п (Ц; г(ц))) ,1П,
Ап,п(^0 ^  Гз^---------------------  * '9 )

\ д * * т'п{и '

Розглянемо тепер п(гх) і покажемо, що при

Д  ,„ (« )=  О ( Д ,„(«))•• (И )

Для цього розкладемо в ряд Тейлора функцію 
^ т , п { Щ  В околі точки и = 0 З ТОЧНІСТЮ до о (и2) . 
Тоді

|Д ,п М | < /  |ехр(Фт ,п(и, г))| \<іг\ ~  
с 2

' /С2
ехр

а 2

^Фт,п(97 Т 2)Т

+ 2 аи2Ф т’п(0, z) |cfz| < Li • £г(м),

де

= /С2

Li = sup |еФт-п °̂’2̂ |, L 2{u) —

(  3 и2 З2 \
ехр [ и ^ Ф т ,„(0, z) + у  0^ 2фт,п (0, z ) j \dz\

Тому

и
3Фг„,„(0,г(0)±гр) ~  еФт, n(0, 2(0) ) - ^ - y 7 ^m, п(0. г)

згідно з (8).
Для знаходження асимптотики Ь2 (и) розкладе­

мо в ряд Тейлора в околі точки г(0) з точністю до
о (̂ (г ~ ДО))2  ̂ функцію

О и?
“Ь "2" ^ т ’ ’Д

38 М а т е м а т и к а



Про одну граничну теорему для деякого функціонала від послідовності незалежних пуассонівських величин

Тоді згідно з (8)

Ы и ) ь д2
6Хр ( и ^ т, п (0, ^(0)) +  ^ (®» ^(0))

х/
с2

\dz\ ~  2р ехре х р ( і ( г - г ( 0 ) ) 2 ( и ^ 5 * „ , „ ( 0 ,  2(0)) + у 8 Й 9 ? * » . - (»• 2<0» ) )

Отже, при и — Ь/\]Ьї}т

\іт,п(и)\ =  ехр (Фт,п (0, 2(0))) О^ЄХр^-у^Фт)П(0, 2 ( 0 ) ) ^  . 

Розглянемо тепер асимптотичну формулу для величини

9т, піц) =  ^ р  (Ф т ,п  і'У'ч ^ (^ ))  ^ т ,п  (0? ^(^)))

2 т

j =0

( 12)

(1 3 )

при \ i - t j  \JDr\m. Використовуючи для цього розклад за формулою Тейлора в околі точки и = 0 з точністю 
до о (їх2), отримаємо

9т,п{и) ~ехр<

/™  / *  \ V
Е  /j% Е  / А

. п + 1ги т __
Е  j=° j=o

] Е /А -  -  \ і п + 1)
j =0 U=0

Е
j=о

т
Е  л;J—о / J

.

Звідси і з  (1), (2) для фіксованого t Є R  і достатньо великих га, п випливає
і

9т, п
у/ Щ п

t2Є“ Т.

Тоді звідси і з (10), (12), (13) одержимо

( ^ )  »»а)

згідно з (1), (3) і (9), тобто виконується (11).
Отже, згідно з (6) Іт,п(и) ~  ^т,піи)+° (^m ,n(u )) ПРИ и =  t / у/Drjm для достатньо великих га, п, а значить, 

згідно з (10)
г%/27гехр(Фт і „ (и, г(и)))

*т,п(^) ~  >------------------------
У (ui z (u))

при u =  і /у /Dr]m і ш, гг —► оо. Звідси за умовами (5), (9), (13), (14) одержимо

<Рт
у/ЩІ,

ft 1 ~  9т, п
у/ Щ п

/ А д,п( 0 ) / А ~  е 2

при га, п —> оо, що і доводить теорему. ■

П риклад. Умови теореми виконуються, якщо А̂ , 3 — 0, 1,..., набувають відповідно таких значень: а)

(-1У ,А  (А є і?+); б) у -р р , і  + 1;в) ( - і у  (і + 1), 7+ 7 - 
.7 + 1 з + і
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