
ВІСНИК НАЦІОНАЛЬНОГО УНІВЕРСИТЕТУ 
“ЛЬВІВСЬКА ПОЛІТЕХНІКА”

JOURNAL OF LVIV POLYTECHNIC 
NATIONAL UNIVERSITY

“Ф ізико-математичні науки”
№ 540, 2005, с. 27-33

“Physical and m athem atica l sciences” 
№ 540, 2005, p. 27-33

ТОЧКОВІ ОСОБЛИВОСТІ ТА КРАЙОВІ ЗНАЧЕННЯ 
РОЗВ’ЯЗКІВ КВАЗІЛІНІЙНОГО 

ЕЛІПТИЧНОГО РІВНЯННЯ

У. Жидик“, Г. Лопушанська6
аНаціональний університет “Львівська політехніка” 

вул. С.Бандери 12, 79013, Львів, Україна 
ьЛьвівський національний університет 

ім. Івана Франка
(Отримано 28 квітня 2005 р.) 

Встановлено достатні умови розв’язності у вагових Ь\ -  просторах нормальної крайової 
задачі для квазілінійного еліптичного рівняння порядку 2т при заданих на межі області 
функціях з точковими особливостями та узагальнених функціях із [С°°(5)]/ .
Ключові слова: узагальнена функція, інтегро-диференціальне рівняння, крайова задача. 
2000 МвС: 35J40 
УДК: 517.956

Деякі автори останніми роками проводили дослі
дження природи крайових значень розв’язків напів- 
лінійних еліптичних рівнянь. Зокрема у [1] розгляну
то крайову задачу вигляду

А и =  \и\я ги , х Є П, а )

де у — міра на дії і встановлено її однозначну розв’я
зність у Ьі(П) при д Є (1; дс), Яс =  - — г та показаноп — 1
, що при д > дс не при кожній мірі на дСі існує ро
зв’язок и Є І/і (П) задачі.

У статті досліджується розв’язність у вагових Ь\- 
просторах нормальної крайової задачі для квазіліній- 
ного еліптичного рівняння порядку 2т в обмеженій 
області ( 1 с й п з межею 5 класу С°° при заданих 
функціях, які мають особливості в окремих точках 
Сі або на всій межі.

Використовуватимемо позначення: 
а  = (аі, ...,ап) -  мультиіндекс, \а\  = аіН -...Н -ап,

/ 9  Iа І
Л а = Л а ==— — — ______ (Па - П а = _____ - ______ ___

* а*?‘ ,...,в*й »  1 1
у розпрямляючих локальних координатах 
(£ь ...,£п_ і ,0) точки х £ в  [див. 2] ).

Нехай А(х, О) = аа(х)Оа -  лінійний дифе-
І ОС | ^ 2 т

ренціальний еліптичний оператор порядку 2т <  п, 
т  Є N з нескінченно диференційовними в ГІ коефі
цієнтами аа , В^(х,И) = 5^ bja(x)Da, і  =  1 , т ,

І а
0 ^  ^  2т — 1 -  нормальна система крайових
диференціальних операторів з нескінченно диферен
ційовними на 5  коефіцієнтами bja, яка задовольняє 
умову Лопатинського щодо оператора А(х, Л) (див. 
наприклад [2, ст. 137]).

Нехай А* -  оператор, формально спряжений до А, 
{Т)(х, Л)}™^ -  система крайових диференціальних 
операторів відповідно порядків /х̂  ^ 2т -  1) з
коефіцієнтами з Л(5), яка доповнює систему {В3 } ^ 1 
до системи Діріхле порядку 2т .  Тоді існує (див. [2, 
ст. 139] 2т крайових диференціальних операторів В ;- 
і (  ̂ =  1, т )  з нескінченно диференційовними на 5 
коефіцієнтами, які однозначно визначаються опера
торами Bj і 7) ^  =  1, т )  і мають такі властивості:

док оператора Вj дорівнює 2т  — 1 — , а по-
к 1} дорівнює 2т  — 1 -  т ; ; система |  В ^  Т ) | ^
пює на 5  систему Ліпіхле пооялку 2т: поавиль-

• V -  и • A*v)dx
т г

£/<j= i{
(TjU■BjV- -B jU- f jv )  dS,

и, v  є C°°(Ü),

І .

Нехай хо Є П, р(х, х0) -  невід’ємна нескінченно ди- 
ференційовна в функція, яка в околі точки має 
порядок відстані гі(х,хо) =  |я  —яо|> додатна при 
х ф хо, вважаємо, що р(х,хо) < 1 для всіх х  Є Сі.

Використовуватимемо функціональні простори 
Л (П )■ = с°°(й), Л(Я) =  С°°(5), Л ' ^ ) -  простір 
лінійних неперервних функціоналів на Л(5), через 
((р, Л) позначатимемо значення узагальненої функції 
Л Є Л '(5) на основній функції (/? Є Л (5) [3].

Для дійсних к та натуральних г введемо клас 
функцій з точковими особливостями. Розглянемо 
функціональні простори

Yk(ü ,x 0) =  є D(£l) : Bjipls = 0, j  = 1 ,m ; Л > ( і )  =  0{рк(х ,х0)) при d(x,xQ) -> o) ;
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тк,г№, Хо)с[е_/
^ * II и І1т*;іГ.(0,а:о) У" /  р к+ \7 I (х, Хо) I В 1и{х) І (ІХ <  +00

т * |Г(Л,хо) == га*,г(П,хо) П СГ(П);

т к<г<с(П, х0)а= [  и Є т к,г(П, ж0) : || м ||т , г(п>Хо)

Позначимо через дги =  (гх, їхХі ,..., І)аїх,...) вектор 
довжини М  =  М(г), компонентами якого є функція 
їх та її похідні до порядку г ^  2т — 1 включно.

Нехай функція /о (ж, я) визначена і неперервна в 
П X я " ,  (Я "  =  ЯММ),
 ̂ (2(0,...,0)і ^а) ••*) € Яг , Ло € -І-'і(̂ І)*

Розглянемо крайову задачу

Д(ж, В) и(х) =  /о(ж, 9ггх(х)) + Л0(я:), х Є П, (2)

В Д х ,В )и (х )  =  0, х Є Б (3)

у припущенні, що ядро відповідної лінійної однорі
дної крайової задачі ІУ = {0}.

Далі вважатимемо, що числа к, г є задані: г- ціле,
0 ^  г ^  2т — 1 , к > —п (якщо не уточнено окремо).

О зн ачен н я 1. Р озв ’язком задачі (2), (3) назива
ється така функція їх Є хо ), що

/  ф(х) {/о(х, дги(х)) + ко(х)] сіх < оо 
п (4)

Щ е ¥ Д П , х 0)

1 виконується рівність

/  и(х)  • А*ф(х) сіх =  /  /о (х , дги(х)) ф(х) сіх+ 
а а /к\

+ / / і о ( ^ ) '0 ( ^ ) ^  Щ є ¥ к($1,х о). 
п

Позначимо через

<2 (ж, 2/) =  (С о (^ ) ,С Д х ,ї/) ,. . . ,С т (х,ї/))

вектор-функцію Гріна задачі (2), (3) (див.[4, 5]). Во
на визначена в й  х й  при 0, х ^ у і й х Б  при 
І — 1,га, функція 6?о(х, у) однозначно визначена у 
припущенні, що N  =  {0}, для довільних мультиінде- 
ксів а , 7 правильні оцінки

\В % В ] С Д х ,у ) \ ^
^ С а^ ( 1  + \ х - у Г ^ и)- п- 1 а Н ' '1), (6)

7' =  0, т ,

де т 0 = 2т ,  (,?) =  ] * ? ’ . -  додатні
 ̂ -ч ,7 і, ш

сталі.
Як у [6]—[8] можна показати, що розв’язок їх € 

т / С)Г(П,то) інтегро-диференціального рівняння

u(x):= J Єоіх, у)[/о(у, дги(у)) + Ьо(у)} сіу, ї є О (7) 
я

є розв’язком задачі (2), (3). Тому з розв’язності рів
няння (7) у просторі т/с,г(П, хо) одержуємо розв’я
зність задачі (2), (3).

1

Т еор ем а 1. Нехай Но Є Ь\ (П), функція /о задо
вольняє умови:

1) існує така додатна стала Со, що для довільної 
сталої С > Со і довільної V Є т к,г,с(®чхо) виконує
ться

2 У  Д  / 1 /о ІУ, дгу{у) І д у < С ,  (8)
п

де Ь-у — т а х /  | у) | а!х  , 17 1 ^  г;
У€^Я

2) гсн«/є така невід’ємна і неперервна функція 
шс{і) {і > 0, С > С0), що ідс(О) = 0 і

/  І М у, дгь{у) -  / 0(у, дгт(у) | ду <
о (9)

^ с (  І І^ « ; ||т4іг(Піа.о)), Уь,ьЛЕтк^ с (П,хо).

Тоді існує розв’язок и Є га^Д П ,хо) задачі (2), (3).

Нехай, крім того, Но Є СГ(Й \  хо) т а  длл довільної 
строго внутрішньої підобласті П' С Є і\хо , довіль
ного 7 , І7 | <  г, функції у  такої, що дТу  Є Ь\{В!)М^  
та В@у Є С(П') при \(3\ <  17 1, існує така стала 
С '7 = С!у(Гі',у) > 0, що

/  (1+1 Х~У |2 т -п _ | 7І)| М у, дгу(у) І ду <
. п'  ̂ _ (10)

^  С '7 <  + оо, а: Є П',

тоді и Є т*;,Г(П,:го).
□  Доведення. Нехай д Є т ^ >г(П, ^о)- Розгляне

мо інтегро-диференціальне рівняння

и(х )~  ! со(х ,у) М уЛ т и(у)йу= 9(х), х е й \ х 0 (11) 
п

У просторі Ш^)Г(П,Хо). Очевидно, що

У  <?о(-,2/) /о(у , 9гм(2/) ду Є Шк>г(П, ж0) 
я

ДЛЯ ДОВІЛЬНОГО розв’язку ЇХ Є Ш/с Г(П, Хо) рівняння
(11).

Р озв ’язність рівняння (11) у просторі 77Ц;}Г(П,Хо) 
за умов (8), (9) та р Є т ^ )Г(П ,хо) встановлена у [9]. 
Залишається довести, що д =  / С о(*,ї/) Но{у)сІу Є

п
Є ша;)Г(П ,хо).

28 М а т е м а т и к а



Точкові особливості та крайові значення розв'язків квазілінійного еліптичного рівнян

Розглянемо

ІІт*>г(П,аго) J  G0(-,y) h0(y)dy
 ̂ ГПк,г(П,Х о)

= / X  рк+ЬКх,хо)
п І"і'Кг

За лемою 2.6 з [8] при к > —2т  правильні оцінки:

Щ  J  G0(x,y) h0(y)dy dx.

/  £  pk+hi(x ,x0)\D2Go(x,y)\dx ^
Q |7|^r (12)

^ C l (f/'+2m(y,x0) + l ) < 2 C u

Н асл ідок  1. Нехай Іго Є Ті(Ш , функція /о(х,г) 
визначена і неперервна вП х і виконуються умови

І /о(у> z) І < С Ь £  £  І*7Іs—0 |7|^г
у G z*y G

(13)

| / о ( у , * ) - / о М І ^ і £  £  |* Y - 6yl
s= 0  j 7 j

У Є П, 7̂? 7̂ £
(14)

де Сі =  const > 0. Звідси за теоремою Фубіні при 
ho Є L\ (й) одержуємо

J  G0(-,y) h0(y)dy
a

<  + 00.

ГПк,т(П,Х o)

Отже, д Є тк,г№,хо)- 
При | а | < 2га функція

Щ 9(х)  = Д? j  Go(x,y)ho(y)dy =

= І  DÏG0(x,y)ho(y)dy
п

і при обмеженій /іо в Й одержуємо д Є С5(й\хо) для 
будь-якого 0 ^  я ^  2т -  1, а при Ио Є С*(Й) також 
з Є С2т(П\х0).

Функція ф Є У/с(й,хо) є розв’язком задачі

Г А*ф(х) — 0(рк(х , х0)) при | х -  хо| 0,
І  = 0 ,  j  = ї+ п ,

отже, має зображення ^(т/) — /  (А*ф)(х) С?о(х, у) йх.
п

Використовуючи (12), маємо: ф(у) = 0(рк+2т(у,хо)+
1) при d(y,xo) —̂ 0 і є обмеженою при к ^  —2т. Тому 
з оцінок (6) випливає виконання необхідної умови (4) 
розв’язності задачі (2), (3). Теорема доведена. ■

З аув аж ен н я  1. Якщо

J  I M v ,  drv(y) I dy < <р{ II V Wmk r(n ))
П

\/v Є га^Г)с (й ,х о ) ,

де <р(£) -  довільна додатна монотонно неспадна опу
кла функція, то виконується перша умова теореми
1.

Справді, для довільної функції V Є ш/с?Г)с(Й,хо) 
маємо ^(ІМ Іть.лахо)) ^  Ч>(С ) (За МОНОТОННІСТЮ 
функції ер). З властивостей функції р також випли
ває, що для будь-якої сталої М  > 0 існує така стала 
Со > 0, що для будь-якої сталої С > Со виконується 
М  • ір{С) < С, тому одержуємо 2

2 £  L ^ f\M v ,дrv (y ) \dy< 2^p (C )  £  ЬУ < С ,
|7 |< г  П {7 К

Уу Є га*,г,с ( й ,х 0).

де Є ( 0, . •—П-—  1, 5 =  0, г

Тоді існує розв’язок и Є га /^сС ^хо) задачі (2), (3); 
и Є га&>г(Й,хо) ПРИ обмеженій в Й функції /іо-

Використовуючи нерівність Гельдера, показуємо, 
що такі функції задовольняють умови теореми 1.

Подібно до [7] досліджуємо, коли розв’язок зада
чі (2), (3) належить С2т (Й). Зокрема правильна така 
теорема

Т еорем а 2. Нехай викопуються умови теоре
ми 1, г ^  2т — 2, а функції /о та її о, крім того, 
неперервно диференційовні в Й х та в Й відпо
відно. Тоді існує розв’язок и Є гай,г(й,хо) задачі (2), 
(3) .

II.
Нехай тепер xq Є 5, функція /о(х, z) визначена і не
перервна в П х , f j ( x , z) -  визначені і неперервні

в S  х Д ^ , j  = I~m, F3(x) =  X) C'ij £>*5(x ~ то), де
____  ____ UI=o

C/j =  const, |/| = 0,Pj, j  =  l,m .
Розглянемо узагальнену крайову задачу

А(х, D) и(х) =  /о(х , дги(х)), х є  Й, (15)

Bj(x ,D )u(x) ~  f j ( x ,d ru(x)) + Fj(x),
x c S ,  .7 = 1,771- і ;

у припущенні, що N  — {0}.

О значення 2. Розв’язком задачі (15), (16) нази
вається така функція и Є т*;,г(й,£о), що

/  fo(x, дги(х)) ф(х) dx < оо,
п . (17)

/  Tj/0 (x )/j(x ,9 ru(x)) dS < ос 
s

для довільної ф Є Xfc(ГІ, х0) І виконується тотожність 

/  гі(х) • А*ф(х) dx = f  / 0(х, 9ггх(х)) ^(х) dx+
^ m ^ гп (18)
+ X  / Tjф{x)fj {x, дги(х)) dS + X  

І= І5

ДЛЯ ДОВІЛЬНОЇ Ф Є УІс(й,Хо).
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Як у [6—8] можна показати, що розв’язок и Є 
га*,г(П,хо) інтегро-диференціального рівняння

и{х) = /  <?0(х, у)/о(у, дги(у)) сІу+
пт

+ Е  І ^ і ( х ,у ) ^ ( у ,д ги(у)) (18+ (19\
І=1 5 ' '771

+ Е  (С і(х ,у ) ,^ (у ) )
3=1

є розв’язком задачі (15), (16). Тому з розв’язності рів
няння (19) у просторі т ^ ,г($1,а:о) одержуємо розв’я
зність задачі (15), (16).

Теорема 3. Нехай ко =  шах {pj — т3) — І,

к > тах(ко,0), функції f j  задовольняють умови:
1) існує така стала Со > 0, що для довільної 

сталої С > Со

2 Е  Щ о І\/о {у ,д М у ) \( Іу +
| 7 |^г п

т
+2 Е  І 2 м -Іі І \ І } ( У ’дгу(у) \(13< С  (2°)

h\^rj=l з
\/у Є тк̂ с(ії,хо)

(тут — Са п ^  при | ос | =  0, 17 1 < г, )  — 1 ,га);
І______________________________________________
При V Є т^)Г?с(П,хо) оцінимо

2) існують такі неперервні і невід’ємні функції 
Щс(ї) ( Ь > 0 ,С >  С0), з =  0, т ,  що а^с(0) =  0 і

J  І/ і(У ,9М у)) -  / і(у ,д гт(у))\сіу <
О./

— u;jc{\\v ~~ Н̂ттгд. г(0,а:о))’ V У,Ш Є 7ЇІкіг,с{^ч Хо)
_  (21)

де По — П, ^  = 5 при )  =  1, т.
Тоді існує розв’язок и Є т*;,г(П,хо) задачі (15), 

(16).

□ Доведення. Нехай

(Яи)(х) =  J  С0{х, у) fo(y,дrv(y))dy+  
п7П р+Е / С ,(х ,у ) /:і(у,дгУ(у)) сІБ, V є ш*,г(П,х0).

і=і {

Тоді рівняння (19) матиме вигляд

и{х) = (Ни){х) + д(х), (22)

771
де д(х) = Е  №(х>у),Р,(у)}. 

і=і

І H v  llmfcir(n,i0) ^ Е  J Pfe+|7 |(s,*o) Щ  j G0{x,y)f0(y,drv(y)) dy dx +

dx <E  f  Pk+ h4x >xо) Ц ? Е  f  Gj(x,y) f j (y ,drv{y))dS  
T ^ O  j = i {

E J pk+^^ (x , x 0) ( J  \D2G0(x ,y ) \■ \fo(y,drv(y))\dy | dx+
І7І<гп

E E / Pfc+h,(*.*o) ( / |£>2Gj(*.»)l •!/#(»,Örv(y))|d5] d*.
h K r j = i j (  \S /

Переставимо формально порядок інтегрування. Використовуючи (6), лему 2.6 з [8] та умову (20) при 
k > шах (—rrij — 1) — — min (m,) -  1 одержимо

O ĵ^Tn O^j^m

Е  f  I f  Pk+l'tl(x ’xo)\D2Go(x,y)\dx\ ■\fo(y,drv(y))\dy+
Ь К ’-п Vn /

+ Е Е / f / Pfc+l7l(a;.a:o)|-C>2Gj (x,j/)|c!x | • |/j(y,Örü(y))|dS <
1-У K r -  J = 1  ^  \ i

+

E  М уо /  ( / + 2m+1(t/,x0) +  1) • |/o (» A v (» ) ) |d » +
7 1̂ 7* Q 

m p
E  E M7  ̂ /  (pfc+̂ +1(y^o) + l)- |/i(2 /.3 rH(y))|d5 <

| 7 Kr j =1 c
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< 2 ^  М7° /  І /о(у, дту{у) І ^  + 2 ^  М13 / 1 /Ду, дги(у) | dS < С.
І7І< П І7І<7 = 1 5

За теоремою Фубіні одержимо \\Ну\\тк г.(о,х0) < ^  Для довільної функції у Є т кіГ)С̂ )Х0), а отже Я  : 
ТЯ'к)г,с{^'1 %о) * *̂ о)*

тт . , . т
Далі доведення існування розв язку інтегро- Покажемо, що у(х) =  (Gj(x,y),Fj(y)) задо-

диференціального рівняння (22) у просторі
гп]̂ 5Г(П, хо) при д Є гпа;>г(П,хо) та умовах теореми вольняє умови теореми з [9]. 
встановлюємо, як у [9].
і ______________ _______________ ____________
Розглянемо

/  т Уз л
/ +І7І(х,х0)|£>7у(л)|<іх = Е Е  І Су I /  / +(7|(л,Хо)|1>2<3,(х,хо)|сгх

i = 1 І /1 _~n ~1*1=0 n
m

^ ^ м ; ( і  +  | х - х о|,с+т^ 1- р0  

Звідси при к > ко = шах (р3 -  тЛ -  1 одержимо д Є о). ■

III.
Нехай

Уіь(й,5) = |<р Є £>(П): = 0, з = 1 , т ;  Л*<р(х) =  О(/9/с(х,х0)), |х - х 0| -> 0, Vx0 Є S '} .

У  f  р*+| 71 (х, х0) | Z37u(x) I dx < +00 і .
j

тк,г(П ,5 )=  j u :  II u 

Згідно з [8, с. 82] при к ^  max [fco ,

/о с\ — max mfc)r(n,S) ЖоЄ5

max {2т  — т3 -  1}] простір УЦП, S) непорожній.
для довільної Є У*;(П, 5).

Як у [8, с. 86] можна показати, що розв’язність 
Нехай функції /о та f j  такі, як визначено вище, задачі (23), (24) випливає з розв’язності інтегро- 

Fj Є Df(S), порядок сингулярності s(Fj) ^  р3, j  =  диференціального рівняння 
1, т .  Розглянемо крайову задачу

у припущенні, що N  = {0}.

Означення 3. Розв’язком задачі (23), (24) 
вається така функція и Є ш^>г(П, £), що

J  /о(х, дги(х)) ф(х) (ІХ < оо,

I т і ф (х)^{х ,дги(х)) (ІБ  < 00 Щ  Є П (^ ,5 )

і виконується рівність

j  и(х) • А*іф(х) сіх = У/о(я , дги(х)) г^(х) сіх+

(23)
м(х) =  J  Go(x,y)fo(y,dru(y))dy+

тп П

(24)
+т  /  GA x ^y)fj(x >dru(y)) dS+ (27) 

j= i{

нази-

m
+ £ ( G j (x,y))Fj (y)>, 

j = l

(25)

m » m

У  /  Tj/il)(x)fj(x,dru(x)) dS 4- Е < w < >
(26)

у  просторі 77lfc5r(f2 , S).
Теорема 4. Нехай F, Є D'(S), s(Fj) ^  pj, j  = 

= l,m , fco = шах (m — m,-) — 1, fc > max(fco,0), ви- 
конуються умови:

1) існує така стала Со > 0, що для довільної сталої 
С > С 0

2 Муо j  І /о (у, dru(y) I dy+

l 7 m ”
+2 ] Г  М7, /  І / ,  (у, 0ru(y) | dS < С

І7І<Ї=1 S
Vt» Є т к)Г,с (П ,5 )

(тут M7J- = CQ]7,j при I or І =  0, 17 1 < г, j  =  l,m );
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2) існують такі невід’ємні і неперервні функції
Ші с {ї ) (І > о, С > С0), j  = 0,т  що Щс(0) = 0 і

J І /з (у ,дгу(у) -  / і (у,дгіі}(у)\(іу ^
о,1

< шзС (і!^ -  Ч т к.д а д )  ^
\/и, ІГ Є 7П*;)Г)с ( ^ ,  5 ),____

^0 — £lj — 5 при і  — 1, т.

Тоді існує розв’язок и Є задачі (23),
(24).

□ Доведення. Так само, як у [9] доводимо, що 
за умов теореми 4 на функції / ; , і  — 0 ,т  та при 

Є т/с)Г(17,5) інтегро-диференціальне рівняння

и
п

G0(x,y) f 0(y,dru(y) d y -

С Д х ,у ) /Д у ,д ги{у)) = #(х), х Е Й
3 = 1 8 

розв’язне у
Оскільки ф(у) = 0(рк+2т(у,хо) + 1), Т ^ (х ) = 

— О(рА:+2т “ 1“м?(х,х0) + 1) при І х — хо| -> 0, для 
довільного хо Є 5, то J  Tj,ф(x)fj(x,дru(x)) є

5
скінченним за умови (28) та к ^  0, тобто викону
ється необхідна умова (25) розв’язності задачі (23), 
(24).

Залишається показати, що функція д(х) =
171

= X] {Є*Ах ,у),Р^у))  належить простору т / С)Г(П,5).
і=і
Узагальнені функції Fj мають скінченні порядки 

сингулярностей 5(І^) ^  Pj [3, с. 81],
Рз ^ 0 ,  ,7 = 1, га. Тому існує така стала Ті > 0, що

\ ( ip ,F j) \^L i  V  m ax|Da (^(y)|, tp є D(S), j  = l ,m .  y£S
\ a \ ^ P j

Розглянемо
/ Т71 л

/ +І7 І(х,хо)|Ц?0(*)|сгх = У  J  Рк+ІУІ(х ,х0)\(О2С^(х,у), Fj{y))\dx ^  
n ■7=1 n

m «
^ L i V  V  max pk+^ l(x ,x0)\D^D2Gj (x,y)\dx,  | 7 | < r .

і=Ч а|<г y€S^

Використовуючи оцінки (6), та лему 2.6 з [8], матимемо

lslU .,« ! ,s )  У  тах (рк+т> | а | (х,х0) + 1).
; = і | а К р Д °’уЄ5

Звідси при к +  — р$ > 0, тобто к >  ко, одержуємо д Є 5).
Ми показали, що при /с < {тах{ко,0} функція д Є 5). Теорема доведена. И
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