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Недавно у праці Й. Щуленбурга, А. Гонекера, Й. Шнака, Й. Ріхтера та Г.-Й. Шмідта 
(Phys. Rev. Lett., 88, 167207 (2002)) було показано, що деякі квантові спінові антиферома- 
гнетики з конкуруючими (фрустрованими) міжспіновими взаємодіями можуть перебувати 
у станах, які візуалізуються як локалізовані магнони. Більше того, такі локалізовані магно- 
ни є станами з найменшими значеннями енергії для відповідних значень намагніченості, а 
тому вони визначають властивості системи при нульовій температурі у сильних магнітних 
полях. Зокрема вони приводять до стрибка намагніченості у кривій намагніченість-поле, 
залишкової ентропії і структурної нестійкості гратки при полі насичення. У статті огля­
нуто теоретичні результати, які було отримано у цій ділянці фізики магнетиків протягом 
останніх років.
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Вступ
Багато магнітних властивостей твердих тіл (на­

приклад, магнетизм металів рідкісноземельної групи 
та їх сплавів чи неметалічних магнетиків) зумовлені 
електронами незаповнених внутрішніх оболонок ато­
мів речовини (див., наприклад, [1, 2, 3]). Вирішаль­
ним при цьому є магнітні моменти електронів неза­
повнених оболонок і взаємодія між електронами. По­
ведінку локалізованих електронів незаповнених обо­
лонок можна описати як поведінку системи спінів, 
що поміщені у вузли гратки відповідних йонів. Чи не 
найтиповіший гамільтоніан системи спінів є вигляду

Н  — ^  «/щпЗп * Бт , (1)
п,т

де підсумовування здійснюють за вузлами гратки з 
магнітними йонами, УПш € обмінний інтеграл, що ви­
значається перекриттям електронних оболонок взає­
модіючих йонів у вузлах п та т  (при цьому звичайно 
враховують лише взаємодію найближчих сусідів), а 
зп =  (з£,з*',я*) є оператор спіну у вузлі п (якщо ве­
личина спіну 5 =  1/ 2, то оператори компонент спіну 
можна зобразити матрицями Паулі).

Залежно від знака обмінного інтеграла розрізня­
ють феромагнітну взаємодію {3 < 0) і антиферома- 
гнітну взаємодію (7 > 0). У випадку феромагнетика

основним є стан типу | ТТ • • • ТТ) =  П„ І Тп), Де І Тп) є 
власний стан оператора з максимальним власним 
значенням. Такий стан може реалізуватися для будь- 
яких граток.

Складнішим є випадок антиферомагнетика. Стан 
Нееля | ТІ • • • Ті) (ТУТ | іп) є власний стан оператора 
5^ з мінімальним власним значенням), по-перше, не 
є власним станом гамільтоніана (1). (Стан Нееля є 
власним станом гамільтоніана Ізинга, коли у гаміль- 
тоніані Гайзненберга (1) замість скалярного добутку 
5п-5т  є 5„5^ .) Це особливо важливо, коли вимірність 
гратки стає меншою за три; По-друге, для антиферо- 
магнетиків (на відміну від феромагнетиків) можлива 
геометрична фрустрація міжспінової взаємодії, тоб­
то таке розташування магнітних йонів в кристалі­
чній гратці, при якому неможливо антипаралельно 
впорядкувати всі спіни, що взаємодіють між собою. 
(Звичайно, є антиферомагнетики і без фрустрацій. 
Фрустрованих взаємодій немає для гратки, яка є су­
купністю двох взаємно проникаючих підграток з вза­
ємодією лише між вузлами з різних підграток. Так є, 
наприклад, у випадку простої кубічної гратки. У цьо­
му разі маємо справу з двопідгратковим антйферо- 
магнетиком.) Прикладом таких кристалічних стру­
ктур, в яких антиферомагнітна взаємодія фрустро- 
вана, є трикутна гратка, гратка кагоме1 (рис. 1) чи 
гратка пірохлору2 (рис. 2). Через конкуренцію взає­

1 Кагоме -  це назва візерунка у японському кошикоплетінні з бамбука.
2Пірохлор (від грецьких слів пір -  вогонь і хлорос -  зелений) -  мінерал класу окисів і гідроокисів металів [5].

(с) О. Держко, 2005



О. Держко

модій (сильна фрустрація) спінова система із змен­
шенням температури може залишатися невпорядко- 
ваною, поводячи себе як “колективний парамагне­
тик”. (Звичайний парамагнетик, який е сукупністю 
невзаємодіючих спінів, також не впорядковується із 
зменшенням температури.) На сьогодні відомо багато 
таких магнетиків, і експериментальне та теоретичне 
дослідження їх властивостей є актуальною задачею 
[7, 8, 9, 10].

Рис. 1. Гратка кагоме. Прикладом матеріалу з такою 
граткою може слугувати Ba2Sn2ZnCг7pGalo-7p022 
(спін 5 =  3/2, величина обмінного інтегралу J  ~  
37...40К) [4]

Рис. 2. Гратка пірохлору (рисунок взято з [6]). 
Вздовж напрямку [111] у пірохлорній гратці маємо 
чергування граток кагоме і трикутних граток. У спо­
луці ZnCr20 4 чи ССІСГ2О4 йони Сг3+ (величина спіну 
s = 3/2) займають вузли такої гратки

Недавно у працях німецьких теоретиків 
[11, 12, 13] (див. також оглядові статті [14, 15]) бу­
ло виявлено цікаві особливості низькотемператур­
ної поведінки широкого класу сильно фрустрованих 
квантових спінових антиферомагнетиків у сильно­
му зовнішньому магнітному полі. Зокрема у цих

працях було показано, що крива намагніченості в 
основному стані повинна мати стрибок при полі на­
сичення. Це макроскопічний квантовий ефект: він 
зникає, коли спіни стають класичними (тобто вели­
чина спіну 5 —> оо). Виявлена особливість зумовлена 
так званими локалізованими магнонами. Пізніше бу­
ло показано, що гратки, які допускають локалізовані 
магнони, можуть виявляти структурну нестійкість 
(спін-пайєрлсову нестійкість) при полі насичення, 
яка може залишатися чи зникати із зменшенням 
магнітного поля [16, 17]. Крім того, через локалізо­
вані магнони ентропія (на один вузол) при нульовій 
температурі залишається скінченною (залишкова ен­
тропія) при полі насичення [18, 19, 20]. При низьких 
температурах залежність ентропія-поле має макси­
мум при йолі насичення, чим можна скористатися 
для магнітного охолодження [21, 22].

У наступних розділах ми розглянемо детальніше 
ці теоретичні результати. Ефекти, зумовлені локалі­
зованими магнонами, досі не спостерігалися експери­
ментально. У висновках розглянемо коротко можли­
вість спостерігати їх при низькотемпературних вимі­
рюваннях у відповідних сполуках.

Слід зазначити, що всі наведені у статті результа­
ти можна знайти в оригінальних працях. Ми, однак, 
сподіваємося, що, будучи зібраними разом, вони ста­
нуть зручним вступом до цієї групи задач фізики ма­
гнетиків.

І. Локалізовані магнони
Розгляньмо дещо загальніший, ніж (1) гамільтоні- 

ан

Я ( і  к sm 5n s У + А 4 4 . (2)

Тут 5^ = 5* ±  І5^, а Д є параметр, що контролює 
анізотропію обмінної взаємодії ((2) перетворюється 
в (1), коли Д = 1). Розгляньмо далі для прикладу 
гратку кагоме (рис. 1) [12] і покажемо, що магнон, 
“захоплений” шестикутником, тобто

|1.ш.) —  (I5 -  l l , S 2 ,S 3 ,S 4 ,S 5 ,S 6) 

- |S 1,S -  12,5з, 54,55,5б) 
~HS1,S2,S ~ ІЗ? ^4, S5, $б) 

|$1,5 2 ,S 3 ,5 — І4,$5,5б) 

+ |5і ,52,5з , 54,5 І5?^б)
- | 5 і , 52,53?54? 55,5 -  lg))  

‘15 , . . . ,5> (3)
(тут |5П) є власний стан оператора 5*: 5* |5П) = «Фп))> 
є власним станом гамільтоніана (2). Для цього розі­
б’ємо гамільтоніан (2) на такі три доданки:

Я  = Яь + # І _я + # я , (4)

де Н і  містить шість зв’язків, що утворюють шести­
кутник, Н.і-л  містить дванадцять зв’язків, що з’єд­
нують шестикутник з рештою гратки, а Я я містить

6 А к т у а л ь н і  п р о б л е м и  ф і з и к о - м а т е м а т и ч н и х  н а у к
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всі решта зв’язків (див. рис. 1). Скористаємося та­
кож добре відомими правилами дії спінових опера­
торів (див., наприклад, [23])

5^5,5*) = («5 + 1) -  ±  1)|$, 52 ±  1),
52 |5 ,5 2> - 5 2 |5 ,5 2). (5)

Тоді безпосереднім обчисленням переконуємося, що 

Нь |1.т.) =  ( -2 sJ  + 25 (35 -  1) JA)  |1.т.); (6)

Н ь - п |1 .т .) =  25 (65 -  1) < /Д |1 .т .) (7)

(при обчисленні (7) стає зрозумілим важливість і) 
знакозмінності у першому співмножнику у (3) і іі) на­
явності у гратці трикутників, які “оточують” шести­
кутники (і спричиняють фрустрацію антиферомагні- 
тних взаємодій));

Яя|1.т.) =  (2ЛГ -  18) s2JA\lïn.) (8)

(IV є число вузлів у гратці, 2ІУ є число зв’язків у гра­
тці, а 2І\7 — 18 є число доданків у #я)* Збираючи (6),
(7), (8) разом, можна записати

# |1 .т . )  =  (Ео — е\) |1 .т .), (9)

Е0 =  2Ns2JA , €} = 2sJ (1 + 2Д ),

де Ео є енергія феромагнітно поляризованого стану, 
а е\ є енергія локалізованого магнона. Зрозуміло та­
кож, що намагніченість гратки з одним локалізова­
ним магноном є Б2 =  N 5 — 1.

Гратку можна продовжувати заповнювати лока­
лізованими магнонами, аж поки їх число не почне 
дорівнювати птах. Для гратки кагоме птах = N/9  
(бо кожен локалізований магнон потребує дев’ять ву­
злів). Енергія стану кристала з локалізованих магно- 
нів є Ео — птахбі, а намагніченість гратки у цьому 
стані є Б2 = N 5 — птах.

Подібний аналіз для пірохлорної гратки (рис. 2) 
дає: енергія стану з п локалізованих магнонів (захо­
плених шестикутниками у паралельних кагоме ша­
рах) є Ео — пєі, Ео = 3N s 2JA, е\ = 25З (1 + ЗД), а 
Птах = N/12 (ДИВ. [12]).

Важливо відзначити, що у простій квадратній 
гратці квадрат не може “захопити” магнона. Локалі­
зовані магнони можуть існувати лише у деяких силь­
но фрустрованих антиферомагнітних гратках (див. 
інші приклади у [10, 11, 12, 14, 15]).

Хоча нам і вдалося знайти птах + 1 власних ста­
нів гамільтоніана (2), ми пам’ятаємо, що всього є 
(25+1)* таких власних станів; всі вони можуть бути 
важливими для розуміння макроскопічних властиво­
стей спін-5 системи. Цінність отриманого результату 
стає зрозумілою після того, як виявиться, що зна­
йдені власні стани є власними станами з найменшою 
енергією у підпросторах з відповідними значеннями 
намагніченості. Не викликає сумніву те, що стан (3) є 
станом з найменшою енергією у підпросторі власних 
станів з намагніченістю Б2 = N  в — 1 (бо магнон (3) є

одномагнонним станом з найменшою енергією у кіль­
ці з шести спінів). Якщо ж йдеться про підпростір 
власних станів з намагніченістю Б2 — N  в — 2, то на­
перед не зрозуміло, що матимемо найменшу енергію 
у стані з двома незалежними локалізованими магно­
нами (а чому, наприклад, не у двомагнонному стані 
у шестикутнику? чи у ще якомусь стані з намагніче­
ністю Б2 = ІУ5 — 2?).

У працях [11, 13] було розглянуто квантові анти- 
феромагнетики Гайзенберга і доведено ось що. По­
значимо через Ео енергію феромагнітно поляризо­
ваного стану, а через Ет[п(п) найменшу енергію у 
підпросторі з намагніченістю Б2 =  — п. Тоді за
певних умов (обмежень на величину спіну, параме­
тра анізотропії, схеми взаємодій) можна знайти дуже 
загальну нерівність

^тіп(и) ^  (1 и) Ео + пЕ/т іп (1) —
~  Е0 — п (Ео — Е тіп(1)) (10)

для всіх п — 0 ,1 ,. . . ,  2і\Ґ5. Для локалізованих магно­
нів у (10) маємо рівність, що і доводить те, що це ста­
ни з найменшою енергією при відповідних значеннях 
намагніченості Б2 — {N5, N 5 — 1 ,. . . ,  У  5 — птах}. 
Для значень намагніченості Б2 < N 5 — птах нерів­
ність (10) залишається справедливо#), але у цих під­
просторах власних станів гамільтоніана вона дає над­
то грубу оцінку для Е тіП(п).

Отже, для класу сильно фрустрованих квантових 
антиферомагнетиків ми встановили, що у підпросто­
рі з намагніченістю Б2 =  N 5 -  п, п = 0,1,.... ,п тах 
стани з найменшою енергією є п незалежних локалі­
зованих магнонів; енергія цього стану є Е о -  пе і; цей 
стан вироджений (при 0 < п < птах) через свободу 
у виборі положення кожного локалізованого магно­
на на гратці. У наступних розділах ми побачимо, що 
незалежні локалізовані магнони зумовлюють низку 
особливостей поведінки магнетика у сильних магні­
тних полях при низьких температурах.

II. Крива намагніченість-поле
Для опису поведінки спінової системи у зовнішньо­

му магнітному полі до гамільтоніана (2) слід додати 
доданок Зеємана; повний гамільтоніан тепер матиме 
вигляд

#  =  ( «  + «  +  Д 4 * т )  -
п ,т

- Л £ « п -  (П)
п

Нехай наявне зовнішнє магнітне поле її: При ну­
льовій температурі Т  =  0 система перебуває в основ­
ному стані, і її енергія є

Ятіп(5г) - / і 5 г, (12)

де Б2 визначаємо з умови

0 - ^ | г ( Я тіп(5г) - / г 5 г). (13)

C u r r e n t  p r o b l e m s  o f  p h y s i c a l  a n d  m a t h e m a t i c a l  s c i e n c e s 7
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Умову (13) ще можна переписати так:

h = =  E^ n ( S z) -  Emin(Sz -  1). (14)

Рівняння (14) визначає залежність S z від h, 
тобто криву намагніченість-поле. Далі, для 
S z = {Ns> N s -  1 , . . . ,  N s  — nmax} ми знаємо, що 
Emin(Sz) = Ео -  (АГ5 — S z) б1г Тоді з (14) і (12) 
бачимо, що при h =  7isat =? еі (при полі насиче­
ння) стани з різним числом локалізованих магно- 
нів мають однакову енергію Ео — б і Ns. Це озна­
чає, що при полі насичення реалізуються всі ста­
ни з S z = {iVs, Ns  — 1, . . . ,  N s  — nmax}, тобто крива 
намагніченість-поле, коли поле, зменшуючись, набу­
ває значення /isat, має стрибок (вертикальну ділянку) 
із значення N s  до значення N s — nmax. Намагніче­
ність на один вузол, нормована на величину спіну, 
S z/{Ns) зазнає стрибка із значення 1 до значення 
1 -  nmax/{Ns). Величина стрибка різна для різних 
граток і залежить від кількості локалізованих ма­
гнонів, яку в неї можна “вмістити”. Наприклад, для 
гратки кагоме це 1/(95), для гратки пірохлору це 
1/(125). Зрозуміло, що стрибок зникає у класичній 
границі великих значень спіну s —» оо. Відзначимо 
також, що ефект існує для різних значень анізотропії 
Д. Із зміною параметра анізотропії від Д = 0 (X Y  
модель) до Д —► оо, J Д —►J  (модель Ізинга) змінює­
ться лише значення поля насичення hsat, при якому 
стається стрибок, але не величина стрибка.

Важливе питання, яке природно тут виникає, сто­
сується поведінки намагніченості при полях, менших 
за поле насичення. Можна очікувати, що у кривій 
намагніченість-поле має бути плато (горизонтальна 
ділянка) від значення поля /12 = hsat — Ah < hsat до 
поля насичення hsat. На користь цього свідчать ре­
зультати точної діагоналізації. Наприклад, для гра­
тки кагоме 1/N  екстраполяція даних точної діаго­
налізації для малих систем 7V =  27,36,45,54 дає 
Ah  % 0.07J  [16]. Є і загальні аргументи про те, 
що стан “магнонного кристала” має мати збудження, 
відділені від основного стану енергетичною щілиною 
[24, 25]. З іншого боку, для доведення існування пла­
то намагніченості треба б було показати, що

дЕт1min(Ss)
dSz S~ —>N s—fijj

Ö£min(S*)
^  a s z s- N s-n  m a x + O

(15)

Ми вміємо обчислити праву частину у (15), але нічо­
го не знаємо про Ет’Ш(3г) у лівій частині (15) (крім 
вже згаданих даних точної діагоналізації для малих 
систем: тоді у лівій частині (15) є /і2 = Е т щ ^ з  — 
Птах) -  ЕтіП̂ $  -  птах -  1), а у правій частині (15)
€ Ььаі — £'гпіп ( А ^5 Птах "Ь 1 ) E m[n{ N 5 Пт ах))*

Підсумовуючи результати цього розділу, підкре­
слимо, що у працях [11, 12] було строго показано осо­
бливість кривої намагніченості цілого класу сильно 
фрустрованих квантових антиферомагнетиків, яка

зумовлена локалізованими магнонами. При нульовій 
температурі така крива повинна мати стрибок при 
полі насичення; величина стрибка намагніченості за­
лежить від того, на якій конкретній гратці задана 
спінова модель.

III. Залишкова ентропія
Наприкінці першого розділу ми вже зазначали, 

що стан з п незалежних локалізованих магнонів, де 
1 < п < Птах? має величезну кратність виродження, 
адже ці п магнонів можна по-різному розмістити на 
гратці. Крім того, стани з різним числом локалізо­
ваних магнонів при полі насичення мають однакову 
енергію. Число способів розмістити всеможливе чи­
сло локалізованих магнонів від п =  0 до п = nmax 
на гратці з N  вузлів найпростіше оцінити як 2Ппшх. 
Справді, розбивши гратку на nmax комірок, ми ка­
жемо, що кожна комірка може або містити локалізо­
ваний магнон, або ні. Але справжнє число способів 
розмістити всеможливе число локалізованих магно­
нів від п = 0 до п =  Птах? яке позначимо W, звичай­
но є більшим. Його можна знайти строго для деяких 
граток, переформулювавши задачу про розмішення 
локалізованих магнонів, у вигляді (допоміжної) за­
дачі про статистичну механіку деякої класичної си­
стеми жорстких об’єктів на певній гратці.

Розгляньмо для прикладу гратку кагоме (рис. 1 
і рис. 3). Локалізованим магнонам можна співстави­
ти жорсткі шестикутники на допоміжній трикутній 
гратці так, як показано на рис. 3. При цьому зв’я­
зок між числом вузлів у спіновій гратці N  і числом 
вузлів у допоміжній гратці N  є таким: N  =  ЗАЛ 

Розгляньмо задачу про обчислення великої кано­
нічної статистичної суми

E (T ,z ,M )=  V  znZn(T,M) (16)
n = 0 ,l,2,...

газу жорстких (твердих) шестикутників чи, як їх ще 
також називають, гексагонів на трикутній гратці. У 
формулі (16) Zn{T,J\f) є канонічною статистичною 
сумою п жорстких шестикутників на трикутній гра­
тці з N  вузлів {М відіграє роль об’єму системи; крім 
того, у даному випадку жорстких об’єктів залежності 
від температури у (16) насправді немає). Зрозуміло, 
що Zn{T,N)  є число всіх станів (число всіх допусти­
мих конфігурацій), тобто число способів розміщення 
п жорстких шестикутників на трикутній гратці з ЛГ 
вузлів. Нас цікавить Н(Т, 1 ,A7), бо

■ W =  £  Zn(T,Af). (17)
n = 0 ,l,2 ,...

Задачу про жорсткі шестикутники на трикутній гра­
тці розв’язав Р. Бекстер [26, 27, 28]. Його розв’язок 
для числа способів розміщення жорстких шестику­
тників на трикутній гратці при ЛГ —► оо дає

W = ехр (0.333242721976... М) . (18)
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Число УУ має очевидний зв’язок з термодинамі­
чною ентропією

УУ
5 =  - к  ̂ ( 1/>У) 1п(1/>У) = к 1п УУ. (19)

1=1

Звичайно нас цікавить ентропія на один вузол 5  у 
термодинамічні границі, яка для гратки кагоме при 
нульовій температурі і полі насичення на основі (18),
(19) і з врахуванням того, що N  = ЗЛ/\ є

с 1
-  = Ііш — ІпУУ «  0.111081. (20)
к N-+00 N

Формула (20) дає значення ентропії на один вузол 
при нульовій температурі Т  =  0 і полі насичення 
/і = антиферомагнетика на гратці кагоме. Це 
значення відмінне від нуля через величезну кратність 
виродження основного стану. У реальних системах це 
виродження знімається (наприклад, через відхилен­
ня від ідеальної геометрії) і 5  =  0 у згоді з третім 
началом термодинаміки [29].

Рис. 3. Гратка кагоме з локалізованими магнонами 
(зверху) і допоміжна трикутна гратка з жорсткими 
шестикутниками (знизу). Магнони є локалізовані у 
шестикутниках з “жирними” сторонами; на допомі­
жній гратці показані відповідні їм жорсткі шестику­
тники

А що стається з ентропією в основному стані при 
менших полях? (При більших полях, очевидно, во­
на дорівнює нулю.) Відповідь на це запитання мо­
жна отримати на основі даних точної діагоналіза- 
ції. Наскільки нам відомо, таких результатів немає 
для гратки кагоме, але є для іншої сильно фрустро- 
ваної квантової антиферомагнітної спінової системи, 
яка може локалізувати магнони — А-подібного лан­
цюжка. Дані точної діагоналізації для малих систем 
з N  =  8,12,16 для Д-подібного ланцюжка [18] вияв­
ляють тенденцію: число станів при к < /г8аї не зро­
стає із ростом розмірів системи, а отже 5  —* 0 при 
/і < Дані точної діагоналізації дозволяють зро­
зуміти поведінку залежності ентропія-поле і при не- 
нульових температурах. При низьких температурах 
замість стрибка ентропії (що дорівнює величині зали­
шкової ентропії) при полі насичення к$аі слід очіку­
вати максимуму у низькотемпературній залежності 
ентропія-поле при полі насичення к ^ .  Це може бу­
ти використано для магнітного охолодження. Питан­
ня про застосування геометрично фрустрованих ан- 
тиферомагнетиків як матеріалів для магнітних холо­
дильників обговорювалося у праці М. Житомірского 
[21]. З проведеного теоретичного аналізу видно прин­
ципову можливість використання сцльно фрустрова­
них антиферомагнетиків для магнітного охолоджен­
ня; питання про конкретні матеріали і умови, за яких 
вони б могли працювати у магнітних холодильниках, 
ще потребують подальших досліджень.

На закінчення цього розділу відзначимо, що зали­
шкова ентропія зумовлена лише самим фактом існу­
вання незалежних локалізованих магнонів, і вона не 
залежить ані від величини анізотропії А, ані від ве­
личини спіну 5 (хоча найяскравіше ефект зростання 
низькотемпературної ентропії при полі насичення ви­
являється у випадку 5 =  1/ 2).

У зв’язку з цим доречно навести іншу просту спі­
нову модель, у якій також є залишкова ентропія в 
основному стані, величина якої, однак, сильно зале­
жить від величини спіну 5. Йдеться про спіновий лан­
цюжок Ізинга у зовнішньому полі з гамільтоніаном

Я  =  £ л * в * +1 - Л ] [ Х  (21)
п п

Для випадку 5 =  1/2 добре відомий вираз для віль­
ної енергії Гельмгольца (на один вузол) /(Т , к) (див. 
формулу (2.1.17) у книжці [28]) дозволяє дослідити 
залежність ентропії Б /к  =  — 9 /(Г , к)/дТ  від поля Н, 
коли Т  —» 0. Для феромагнітної взаємодії Б/к  —> 0 
для всіх полів /і, а для антиферомагнітної взаємодії 
Б/к  -* 0 для всіх полів крім поля насичення к ^  = <7, 
при якому Б/к  — 1п ((і + \/б) / 2) [ЗО]. Цей результат 
легко зрозуміти, адже конфігурації | . . .  1пТп+і • • 
| . . .  Тпіп+І •••> і !••• ТпТп+1 •••) ПРИ ПОЛІ насичен­
ня /і8аі = <7 мають однакову енергію, а число таких 
конфігурацій експоненційно зростає з ростом числа 
спінів у ланцюжку. У результаті ентропія на один 
вузол виявляється скінченною.

Знайдемо залишкову ентропію для антйферома-
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гнітного ланцюжка Ізинга при полі насичення. Віль­
ну енергію Гельмгольца на один вузол можна вира­
зити через матрицю переносу [28]

f (T ,h )  = —кТ  lim І-Іп Т гТ * . (22)
N —+0 0N

Для 5 = 1/2 розмірність матриці переносу 2 x 2 ;  
при цьому Тц = exp(J/(4fcT))exp((—J - f  h)/(2kT)), 
2 і2 = Ї 2і =exp.(J/(4fcT)),
Т22 = exp(J/(4fcT))exp((—J  — h)/(2kT)). Бачимо, 
що при полі насичення h =  hsat =  J  і нульовій темпе­
ратурі Т = 0 згідно з (22) слід знайти більше власне 
значення матриці

1 М-1 0 ) '

воно дорівнює (і + у/Ь) /2. Тому згідно з (22) відразу 
отримуємо наведене вище значення залишкової ен­
тропії. У випадку 5 =  1 розмірність матриці пере­
носу є 3 х 3; при цьому Тц = ехр ((—J  + h)/(kT)), 
Ті2 -  г 21 = exp (h/(2kT)), Т13 = Тзі =  exp(J/(fcT)), 
Т22 = 1, Т23 = Т32 = exp (—h/(2kT)),
Т33 = ехр((—J  — К)/{кТ)). Бачимо, що при полі на­
сичення /isat = 2 J  і нульовій температурі Т = 0 слід 
знайти найбільше власне значення матриці

( і  і і \
1 0 0 ;

\  1 0 0 /

воно дорівнює 2, а тому Б /к  — Іп2. Подібно для 
випадку 5 =  3/2 знаходимо, що значення залишко­
вої ентропії при полі насичення Н8аі = 37 є Б/к  =
=  1п ((і +  > /ЇЗ )/2 ) .

Важливо підкреслити,'що залишкова ентропія ан- 
тиферомагнітного ланцюжка Ізинга при полі наси­
чення зростає з ростом величини спіну 5, що є на­
слідком зростання числа конфігурацій з однаковою 
енергією при полі насичення. На відміну від цього, 
залишкова ентропія сильно фрустрованих антиферо- 
магнітних граток з локалізованими магнонами при 
полі насичення не залежить від величини спіну.

IV. Структурна нестійкість
Вивчимо питання про структурну нестійкість гра­

тки, яка допускає локалізацію магнонів, через спін- 
граткову взаємодію. Для конкретності розгляньмо 
гратку кагоме (рис. 1) [16]. Щоб перевірити мо­
жливість граткової деформації завдяки механізму 
Пайєрлса, припустимо, що є мала граткова дефор­
мація, яка зберігає симетрію, необхідну для існуван­
ня локалізованих магнонів (3) (рис. 4), і перевіримо, 
чи зменшення магнітної енергії (якщо воно взагалі 
є) є більшим за збільшення пружної енергії (яке зав­
жди є при деформації). Це типова схема аналізу спін- 
пайєрлсової нестійкості у адіабатичному наближенні, 
коли вважається, що енергії граткових коливань (фо­
нонні частоти) значно менші за енергії у магнітній

підсистемі (наприклад, значення обмінного інтегра- 
лу)-

Припустимо, що вузли шестикутника змістилися 
до центра (див. рис. 4). Тоді обмінні взаємодії вздовж 
шестикутника змінилися так:

J ^ ( 1  + S)J, (23)

тоді ж як вздовж сторін трикутників, що оточують 
шестикутник, так:

7 ^  ( і - 0 7 ,  (24)

де параметр 5 є пропорційний зміщенню вузлів, а змі­
на обмінних інтегралів обчислена у лінійному набли­
женні за 5.

Рис. 4. Гратка кагоме з одним деформованим шести­
кутником

Зміни обмінних взаємодій (23), (24) зумовлюють 
зміну в (9). Енергія локалізованого магнона у дефор­
мованій гратці зростає

е\ =  €\ (0) —> в \ (5) =  бі (0) -Ь 5 (2 +  Д ) 5J, (25)

що, зрозуміло, приводить до зменшення магнітної 
енергії. Зростання пружної енергії є 9ад2 (параметр 
а пропорційний пружній сталій гратки). Зміна пов­
ної енергії є

- s { 2  + A )8 J  + 9a82, (26)

а для п незалежних локалізованих магнонів у дефор­
мованій гратці результат (26) слід помножити на п. 
Мінімум повної енергії відбувається при

що і свідчить про структурну нестійкість гратки ка­
гоме при полі насичення.

Що стається, коли магнітне поле зменшується? 
Відповідь можна дати, проаналізувавши дані точної 
діагоналізації для малих систем. Припустимо, що ма­
гнітна енергія залежить від параметра 8 як

£тіп(5г,<5) =  Ятіп(5*,0) + А6р. (28)
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З даних точної діагоналізації для малих систем, взяв­
ши 6 ~  10~4, можна знайти показник р. Зрозуміло, 
що р < 2 (і, звичайно, А < 0) свідчить про стру­
ктурну нестійкість гратки, тоді ж як р > 2 є свід­
ченням стійкості гратки щодо вибраної деформації. 
Результати точної діагоналізації підтверджують, що 
р = 1 при £ г . =  іУз -  птах [16, 17). У табл. 1 на­
ведено результати для параметра р для малих си­
стем кагоме 3 5 =  1/ 2, Д = 1, птах деформова­
ними шестикутниками для станів з намагніченістю 

= N/2  — птах -  1. Бачимо, що значення цього па­
раметра є 2, що свідчить про відсутність розглянутої 
деформації при менших значеннях магнітного поля. 
(Хоча для N  =  27 і £ г =  N/2  -  птах - 1  =  19/2 маємо 
р «  1.002 вже для З* =  N/2  -  птах -  2 — 17/2 знову 
р «  1.994. Показник р залишається дорівнювати 2 і 
для інших значень N  при 5* < N/2  -  птах — 1.)

N 18 27 36 45 54
P 2.000 1.002 2.000 1.998 2.055

Табл. 1. Параметр р, який характеризує зменшен­
ня магнітної енергії в основному стані при дефор­
мації гратки кагоме, для малих систем з 5 = 1/2, 
Д = 1 і птах деформованими шестикутниками при 
в* = N/2  -  птах -  1 (див. [16]).

Вкажемо також на гістерезисні явища, які су­
проводжують спін-пайєрлсову нестійкість у сильно­
му магнітному полі. Якщо збільшувати магнітне по­
ле, то перехід у феромагнітно поляризований стан 
стається при полі насичення = еі(5*) — 9а5*2.
З іншого боку із зменшенням магнітного поля феро­
магнітно поляризований стан залишається стійким, 
аж поки поле не досягне значення /ї8аЦ0) =  бі (0) <
< « 1 (П

На закінчення підкреслимо, що проведений аналіз 
не гарантує, що саме розглянута на рис. 4 конфігура­
ція реалізується у сильному магнітному полі (може є 
і інші кофігурації, Для яких зміна повної енергії ще 
менша), але гарантує, що однорідна гратка напевно 
не реалізується у полі насичення (бо існують дефор­
мації, що дають виграш у повній енергії).

Висновки

У статті ми спробували оглянути результати, отри­
мані у роботах Й. Ріхтера з співробітниками про ло­
калізовані магнони у сильно фрустрованих кванто­
вих антиферомагнетиках і їх прояв у низькотемпе­
ратурних властивостях у сильних магнітних полях. 
У цій ділянці фізики магнетиків залишається багато 
відкритих питань, які, без сумніву, будуть предме­
том досліджень у майбутньому. Одне з найважли­
віших питань стосується зміни у локалізованих ма- 
гнонних станах, коли геометрія гратки (наприклад, 
гратки кагоме) відхиляється від ідеальної. Інше пи­

тання — випадок ненульових температур. Ці питан­
ня важливі, наприклад, для розуміння ефектів ко­
ливань вузлів гратки, що в свою чергу важливо для 
експериментальних досліджень ефектів, зумовлених 
локалізованими магнонами.

Як вже було зазначено, наї сьогодні ми не маємо 
експериментально виявлених ефектів локалізованих 
магнонів. Для таких досліджень, по-перше, потрібно 
мати відповідні матеріали з ідеальною геометрією. 
Друга умова — обмінна взаємодія повинна бути до­
статньо малою, щоб сильні магнітні поля, які істотні 
для спостереження ефектів локалізованих магнонів, 
були досяжними. У праці [16] наведена оцінка для 
поля насичення 5 =  1/2 гратки кагоме: [Тевіа] ~
~  2.23ДК]. Тому обмінні взаємодії повинні бути ~ 
20К. (З іншого боку обмінні взаємодії не повинні бу­
ти занадто малими, коли інші малі взаємодії вступа­
ють у гру.) Як вже вказувалося, важливо дослідити 
теоретично, як модифікується крива намагніченість- 
поле чи структурна нестійкість при полі насичення, 
якщо геометрія гратки відхиляється від ідеальної, а 
також випадок низької (але не нульової) температу­
ри. Для виявленої спін-пайєрлсової нестійкості ва­
жливо також мати матеріали, для опису поведінки 
яких застосовне адіабатичне наближення (теорети­
чний аналіз поза межами адіабатичного наближен­
ня досі не виконано). Видається найпростіше могло 
б виглядати дослідження залишкової ентропії, зумов­
леної локалізованими магнонами [18, 19, 20, 21, 22]. 
У цьому випадку є результати теоретичного аналі­
зу (хоча і для простішої моделі, ніж гратка кагоме 
— Д-подібного ланцюжка) і для ненульових темпе­
ратур, і для відхилення від ідеальної геометрії. Ці 
результати свідчать про те, що ефекти локалізова­
них магнонів “виживають”! Вимірювання магнітної 
теплоємності Сн(Т) у магнітному полі і обчислення 
магнітної ентропії згідно з формулою

(нижня межа є, звичайно, скінченне (хоч і мале) зна­
чення температури) дозволяє дослідити залежність 
ентропія-поле при низьких температурах в околі по­
ля насичення (про подібні дослідження для спо­
луки ВугТігрт Див. працю [31]) і порівняти експери­
ментальні результати з теоретичними передбачення­
ми.

На закінчення зауважимо, що виявлені ефекти 
локалізованих магнонів в магнітних (спінових) мо­
делях можуть мати аналоги і у інших сильно коре- 
льованих квантових системах (наприклад, електрон­
них)3. Появу у певних сильно фрустрованих гратках 
локалізованих магнонів можна розглядати як наяв­
ність у цих гратках плоскої (бездисперсійної) магнон- 
ної зони (енергетичні зони нульової ширини). Зви­
чайно і для сильно зв’язаних електронів на такій гра- 
тці матимемо електронну енергетичну зону нульової 
ширини. Питання про можливі прояви у фізичних

3Відомо, що спін-1/2 модель Гайзенберга (2) можна розглядати як модель взаємодіючих твердосферних бозонів.
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властивостях таких зон (тобто локалізованих одноча- 
стинкових станів) за наявності міжелектронної взає­
модії (наприклад, одновузлової взаємодії Габарда чи 
взаємодії Фалікова-Кімбала, Кондо тощо) видається 
цікавим і інтригуючим. Вкажемо також тут на чи­
сленні роботи стосовно феромагнетизму Мільке у мо­
делі Габарда з одночастинковими енергетичними зо­
нами нульової ширини [32, 33] (про феромагнітний 
основний стан моделі Габарда на гратці кагоме див.,

зокрема, працю А. Мільке [34]).

Автор вдячний Й. Ріхтеру, який залучив його до 
досліджень з теорії фрустрованих антиферомагнети- 
ків. Написання цієї статті ініціював Г. Понеділок, за 
що автор йому дякує. Автор дякує Т. Крохмальсько- 
му і Т. Верхоляку, які прочитали рукопис і зробили 
зауваження.
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Локалізовані магнони

LOCALIZED MAGNONS
O. Derzhko“’6

a Institute for Condensed Matter Physics 
of the National Academy of Sciences of Ukraine 

1 Svientsitskii Str., 79011, Lviv, Ukraine 
hNational University “Lvivska Politechnika”
12 S. Bandera Str., 79013, Lviv, Ukraine

Recently, in the paper by J. Schulenburg, A. Honecker, J. Schnack, J. Richter and H.-J. Schmi­
dt (Phys. Rev. Lett., 88, 167207 (2002)) it has been shown that some frustrated quantum spin 
antiferromagnets may have as the eigenstates the so-called independent localized magnons. More­
over, such localized magnon states are the states with the lowest energy for the corresponding 
values of magnetization and therefore they determine the zero-temperature properties of the 
system in strong magnetic fields. In particular, they lead to a magnetization jump in the mag­
netization curve, a residual entropy and a structural lattice instability at the saturation field. In 
the present paper we review the results which have been obtained during the last years in this 
field of physics of magnets.
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