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Знайдено точний розв’язок одновимірної моделі ґраткового газу, який взаємодіє з елек

тронами. Всі електрони знаходяться на одному рівні. Враховується “хаббардівське” від
штовхування між електронами. Така модель якісно описує найголовніші риси інтеркаляції 
в шаруватих кристалах. Обчислено вільну енергію, концентрації, кореляційні функції.
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Вступ

Явище інтеркаляції, наприклад, іонів літію в ша
руватих кристалах можна описувати моделлю ґра
ткового газу [1]. Така модель, як відомо, еквівалентна 
моделі Ізінга з магнітним полем. При цьому вплив 
ґратки на іони інтеркалянта моделюється взаємодією 
між іонами, тобто частками ґраткового газу. Досить 
несподівано, але навіть одновимірна модель ґратко
вого газу якісно правильно відображає найголовні
ші риси інтеркаляції. Тому має сенс розширити та
ку модель, розглянувши взаємодію іонів інтеркалян
та з електронною підсистемою. Цю взаємодію беремо 
в найпростішому “контактному” вигляді. Тобто іон 
взаємодіє з електронами лише тоді, коли вони знахо
дяться в одній комірці. Врахуємо також кулонівське 
“хаббардіське” відштовхування електронів з проти
лежними спінами на одному вузлі. Якщо вважати, 
що всі електрони знаходяться на одному виродже
ному енергетичному рівні, то така модель допускає 
точний розв’язок. Зважаючи на важливість, зокре
ма методологічну, одновимірної моделі Ізінга, фізи
чно мотивоване точно розв’язуване її узагальнення 
є змістовним. Таку модель розглянуто в [4] за до
помогою методу трансфер-матриці, яка в цьому ви
падку має розмір 8 х 8. У цій роботі модель тракту
ється як псевдоспін-електронна з можливим застосу
ванням до описання високотемпературної надпровід
ності. За допомогою обчислення одновузлової стати
стичної суми по електронних змінних в [5] вивчення 
псевдоспін-електронної моделі зводиться до розгля
ду моделі Ізінга з магнітним полем в довільній про
сторовій розмірності. Запропонований метод є зна
чно простішим від методу тренсфер-матриці і його 
можна використати в складніших ситуаціях. Гаміль- 
тоніан описаної одновимірної моделі має вигляд
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N
я=Е

1 = 1

+(Е -  і/)(п;т + Пц) -  Г)(пп  + nu )m ,|.

U d -  ц)ті -  Хгпітпі+і + игщпц +
( 1)

Тут ті, пц, пц -  числа заповнення відповідно ча
сток ґраткового газу і, електронів; с! -  енергія впро
вадження; Е  -  енергія електронів; V -  параметр “хаб- 
бардівського” відштовхування; 77 -  параметр взає
модії; /х -  хімічний потенціал іонів; V -  хімічний по
тенціал електронів. У цій моделі є вісім можливих 
станів на кожному вузлі.

Якщо ввести позначення

Р = Jjj,, V =  fj =  /Зг), и = U -p u ,  і Т.Д.,

т = 9 - Е ,  w =  Д — d, К  

то статистична сума Z  є такою:
4 ’ (2 )

N
Z  =  Sp < exp wmi + 4JVmjm/+i4-

1=1

+(т + vrrii)(niî -Ь пц) -  С/пцПц
(3 )

Щоб обчислити статсуму потрібно спочатку під
сумувати по числах заповнення електронів. Для цьо
го подамо Z  у вигляді

Z=  ]С е-/ЗЯ°Щ ~/?Яо= ХДц;га*+4К т * 7?ц+і),
(тй) 1=1 (А)

( N I і
УУ= £  ехр< £  [(г-И;тО(пц+пц)-Ш7,цПц] >.

(Пза) 11 = 1 1

У формулах для Z  і IV підсумовується по всіх 
можливих конфігураціях іонної і, відповідно, еле-
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ктронної підсистем. Формула для IV має мультиплі- 
кативний по / вигляд, тому легко підсумувати по п ^ .  
Якщо зробимо позначення

6 =  ет, с = еу, а  =  е-г\  (5)

то матимемо
ДГ

IV = п а  + 2 Ьст‘ +аЬ2с2т‘) =
Ґ м 1 , (6)

— ехР І  22 їй (і + 2Ьсті 4- аЬ2с2ті) | .

Оскільки числа ті дорівнюють нулю або одиниці, 
то існує

1п (і 4- 2Ьсті 4- аЬ2с2ті) = Іпф 4- £гщ, де

ф = 1 -4 26 4- аб2, = 1 + 26с 4- а 62с2, £ =  1п (7)
Ф

Тепер IV набуде вигляду

Перша з цих формул дає залежність концентра
ції граткового газу х від хімічних потенціалів /і їй .  
Адже (і входить в Н через гг, а V входить в 6 через 
6, від якого залежить £ =  1п<р -  \пф. Друга формула 
(13) дає залежність концентрації електронів у від х 
і V.  Якщо в цю формулу підставити х з першої, то 
отримаємо залежність у від /г і V. З першої формули 
(13) алгебраїчними викладеннями можна знайти за
лежність хімічного потенціалу ґраткового газу д від 
х  і V. Вона має такий вигляд:

/і = й — 2А 4- /сТ |  \пф — 1п V? -  \пх  — 1п(1 — я )4-

+ 21п 2а; — 1 4- \Л  + 4а; (1 -  х)(д4 — 1) - 1 п 4 |.
(14)

Якщо параметр взаємодії між частками ґратко
вого газу А прийняти таким, що дорівнює нулю 
(д = 1), то (14) дасть таку залежність:

/і = <і + кТ  1п
х(1 4- 26 4- аб2)

(1 -  х)(1 4- 26с 4- аЬ2с2)
(15)

N  ґ  М  \
И7 = е х р ^ ( 1п '0 4- £т/) = фм ехр І • (8)

і=і \  і=і /

Підставивши цей вираз для в формулу (4),
отримаємо

% = фм У2  ехР { У ] + 4АГгщт/+і] 1 . (9)
т ,  I 1 = 1 ;

Тепер стало очевидним, що задача звелась до 
обчислення статсуми одновимірної моделі Ізінга з 
“магнітним полем”, яке залежить від параметрів еле
ктронної підсистеми. Скористаємось результатами з 
одновимірної моделі Ізінга, які є, наприклад, в [2]. 
Для зручності перейдемо від змінних ті (ті — 0 або 
1) до змінних сгі {(Ті = ± 1). Вільна енергія на вузол /  
для нашої моделі має вигляд

Коли до того ж прийняти таким, що дорівнює ну
лю параметр взаємодії між підсистемами у (що озна
чає с = 1), то отримаємо хімічний потенціал вільного 
ґраткового газу

/і =  (і 4- кТ Іп —- —. (16)
1 - х

Якщо в другій формулі (13) знехтувати взає
модією між підсистемами (с=  1), то отримаємо квад
ратне рівняння відносно 6:

Ь2а(2 -  у) 4- 26(1 -  у) -  1 =  0, 6 =  ехр(£> -  Ё). (17)

Розв’язавши це рівняння, знайдемо V як функцію 
від у:

;=Е+ІІ+кт{ 1п 

— 1п(2

У - 1 + 4  {у-1)2+ау{2-у)

- У)}, 0 ^ у < 2 .
(18)

/=-— - - к Т  (фп<у2+ ̂ \ги р  +  ІпЛ̂ , (10)
Л=сЬ/і+(зЬ2/г+д_4)5, /і=1(£+4К+тх), у=ек . (11)

Концентрації граткового газу х і електронів у ви
значаються так:

1 лг г  N

х==х  у = тр £ ( по + пи)> о < х < і,
1=1 4 і=і

0 ^  у ^  2, х — д£
ду У = д£

д и '
( 12)

Тут кутовими дужками позначені термодинамічні 
середні. З (10) і (11) обчисленням похідних за фор
мулою (12) отримуємо концентрації х і у:

х = 1 + І бЬ /і (єЬ2/! + д 4) 2 ,

,  = 2 Л С~±^ ЬУ  + ц і - х ) ь + аьг
Ф

( 13)

Це хімічний потенціал електронів моделі Хаббар
да в так званій атомній границі, тобто, коли не вра
ховуються перескоки електронів з вузла на вузол. 
Якщо в цій формулі прийняти таким, що дорівнює 
одиниці параметр а, що відповідає нехтуванням ку- 
лонівським відштовхуванням електронів з протилеж
ними спінами на одному вузлі, то одержимо хімічний 
потенціал вільного електронного газу

і/ = Е + к Т І п - У — . (19)
2 - У

Друга формула (ІЗ) дає, у принципі, можливість 
отримати залежність хімічного потенціалу електро
нів V від х і у. І, якщо його підставити в (14), то отри
маємо також залежність хімічного потенціалу ґра
ткового газу у від концентрацій х і у. Але для цього 
потрібно розв’язати алгебраїчне рівняння четверто
го степеня відносно 6. Це призводить до громіздких 
формул. Натомість введенням величин ги і 7

V) = -1 + VI - а, 7 = -1 - VI - а, (20)
86 Т е о р е т и ч н а  ф із и к а



Точний розв'язок одновимірної задачі взаємодіючих ґраткового і електронного газів

другу формулу (13) можна подати в простому вигля
ді

_  1 -  х  1 -  х х  х
^ 1 — wb~^ І — web 1 — 7сЬ *

Якщо виконується умова \wb\ < 1 і |7&| < 1, то 
тоді (21) дає

ос
У = ^ 2 акЬк, йк =  —(wk +  7*)(1 — х + хск). (22)

t=i

З цієї формули оберненням ряду за формулою 
Лагранжа [3] можна знайти наближено залежність 
Ь від у.
і_______________________________________________

Одновимірна модель Ізінга в [2] досліджується 
методом трасфер-матриці. Цей метод дає можливість 
просто і елегантно знайти кореляційну функцію. У 
нашій моделі він безпосередньо не застосовний че
рез наявність електронної підсистеми. Але невеликі 
алгебраїчні перетворення дають можливість звести 
обчислення всіх кореляційних функцій цієї моделі 
до обчислення кореляційних функцій моделі Ізінга. 
Щоб уникнути громіздких формул, суть такого зве
дення ми продемонструємо, обчисливши ще одним
способом середнє (пл) =  Обчислення кореляцій-

&
них функцій робиться аналогічно. За означенням се
реднього маємо

N

(пя ) = Z~1Sp(e~ßHnj t ) — Z ~ l Y , e - ßH° ^ 2  пл ]^ехр[(г;тог + т)(п;т + п и ) - и п ; Тпи ]. (23)
(mi) (Піа) 1-І

Це можемо записати у вигляді

(«я) = z ~l Е  e~ßHoDj,(ті)
bcmj Ч- ab2c2mj 

1 Ч* 2bcmi Ч- ab2c2mi ’
(24)

N /  N
D— (1+ 2bcmi+ab2c2mi) =ipN exp mi

i=i V г=і
(25)

Існує елементарна тотожність

bcmi 4- ab'2c2m<
1 +  2 bcmi + ab2c2m> 

л  _  b +  ab2 
Я ~ ~ ф ~

Q + m j ( R -  Q),

R =
be + ab2 с2

Отже, Dj  набуває форми

Dj  =  [Q + mj(R -  Q)] D,

(26)

(27)

що дає можливість для середнього (rij~ отримати 

(пя > =  Z ~ l Е  е-*Яо [Q + m3(R - Q ) } D  =
(mi) (28)
= Q + (m j ) ( R - Q ) -

Якщо взяти до уваги, що { п ^ ) = у / 2 і (т ^  = х , то 
бачимо збіг (28) з другою формулою (13).

Цілком аналогічним прийомом можна обчислити 
будь-яку кореляційну функцію. Наприклад, зв’язок 
між {пі^Пі ї ) =  {пцпц)  =  (пі^Пл ) і (ту) такий:

( щ п л ) =  Q2 +  2xQ{R -  Q) Ч- (mimj)(R -  Q)2. (29)

ггц перейти до змінних <7/. Як і в [2] введемо кут
7Г

0 < 0 < — співвідношенням

^ 2 0  = є2Кб\і Ь, ^ = \  ^  + А ~ ^ Ч- 1п ^  . (ЗО)

Також зробимо позначення для власних значень 
трасфер-матриці

Лі =  дсЬІг Ч- ^(єЬ2/г Ч- д-4 )^,
Аг.= дсіі/і -  д(з\і2Н Ч- д“ 4)^. (31)

Тоді середні від чисел заповнення матриці мати
муть вигляд

. . 1 Ч- cos 20( т ^ = х  = ----- ------ ,

{nn )=\=Q+{mj ) { R - Q ) ^ Q + l + C °s2e {R-QlZ2)

Кореляційні функції будуть такими:

(тпіШ,) -  (Ші){т3) =  і  sin2 29, (33)

(ПіТпл > -  (пІТ)(пл ) =  І (Д  -  Q)2 ‘ sin2 2в.

(34)
Власні значення А і і Л2, а також sin 20 можна 

знайти як функції від х. Величини R  і Q із (26) за 
допомогою w і 7 з (20) можна подати у вигляді

Д = 1 - 1/2
1 — web

Q = 1 -
1/2

1 — ггЬ

1/2
1 — 7сЬ’ 

1/2 
1  — 7 6

(Зо)

Щоб скористатись формулою для кореляційної 
функції моделі Ізінга, яка є в [2], треба від змінних

Це дає можливість кореляційні функції (33) і (34) 
записати як функції від х і и:

T h e o r e t ic a l  p h y sic s 87
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(rriimj) — (mi)(rrij) =  х(1 — х)
[я4х( 1 - х )  + { х -  \ ) 2] 2 

2 [q4x( 1 -  х) +  (ж -  | ) 2] 2 +  1

з~г
(36)

(пітпя )-(ггіт)(пя ) = а:(1— х) 1 1
. у1 — wb 1 — 7 Ь 1 — web 1 — 7с6 )

1 1
- +

2 [g4x(l -  х)+{х -  I )2] 1 

2 [q4x( 1 -  х)+(я -  | ) 2] 2 + 1
(37)

Оскільки Л2 > Лі, то із (33) і (34), або із (36) і (37), видно, що кореляційні функції експоненціально спадають 
з відстанню. Кореляційна довжина Ь в одиницях міжвузельної відстані є такою:

In
1 -1

(38)

Висновки
Нашим основним результатом є демонстрація того, що одновимірну модель Ізінга з магнітним полем 

можна фізично змістовно розширити із збереженням можливості знайти точний розв’язок. Ця можливість 
ґрунтується на використанні проекційних властивостей чисел заповнення і, звичайно, є наслідком відносної 
простоти моделі. Точний розв’язок можна знайти при деяких інших модельних допущеннях про електронну 
підсистему. Наприклад, можна врахувати гібридизацію між двома електронними рівнями.
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The exact solution of linear (one-dimensional) model of lattice gas, which interact with elec
trons are founded. All electrons are on same level. A Hubbard repulsion between electrons are 
taken into account. Such model describe the most important features of intercalation process in 
layered crystals, qualitatively. A free energy, concent art ion, correlation functions axe calculated.

K eyw ords: Ising model, lattice gas, interaction with electrons 
PACS: 42.70. Hj, 81.40 Ef 
U D K : 548.5; 535.34; 621.378.324

*Corresponding author

88 Т е о р е т и ч н а  ф із и к а


