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Вступ

Двосторонні ітераційні методи, теорія яких запо­
чаткована С.О.Чаплигіним, мають важливі перева­
ги перед іншими ітераційними методами, оскільки 
наближення, отримані за їх допомогою, дозволяють 
охопити вилкою шуканий розв’язок зверху і знизу, 
і монотонно звужувати отриману вилку. Крім зру­
чності апостеріорних оцінок, це дозволяє певною мі­
рою охарактеризувати поведінку шуканого розв’яз­
ку. Проте їх використання обмежене кількома не­
сприятливими чинниками. Основні з них неопуклість 
та немонотонність, а також припущення про дифе- 
ренційовність відповідних операторів. У [1-3] запро­
поновані нові підходи до побудови двосторонніх ме­
тодів для рівнянь з немонотонними та неопуклими 
правими частинами. У [3], зокрема, досліджено но­
ві двосторонні методи, що не вимагають диференці- 
йовності відповідних операторів. При використанні 
цих методів для апроксимації розв’язків граничних 
задач слід враховувати їх специфіку, зумовлену по­
требою побудови операторів відповідної структури в 
лінеаризованих частинах алгоритмів, для чого зру­
чно використовувати, зокрема, конструкцію числово- 
аналітичного методу А.М.Самойленка [4].

І. Постановка задачі

Досліджуватимемо двосторонню апроксимацію 
розв’язків системи звичайних диференціальних рів­
нянь

= /(* ,£ ) , (1)

що задовольняють лінійні крайові умови

ах  (0) + (Зх (Т) = 7 . (2)

Тут х  -  елемент простору Сдт [0;Т], напівупоряд- 
кованого конусом додатних елементів; £ Є [0;Т]; /  : 
В  = [0; Т] х [а; 6] -> С д- [0;Г] а, Ь Є СЯт [0;Г]; 7 
-  т-вимірний сталий вектор; а  і (3 -  сталі матриці 
порядку т  х т.

Задача (1), (2) за дещо інших припущень дослі­
джена в [5] (див. також [6,7]), зокрема, в [5] вико­
ристовується припущення про можливість зображен­
ня правої частини рівняння (1) у вигляді неперерв­
ної за сукупністю аргументів гетеротонної функції 
F(£,x,,x), що певним чином звужує межі застосов­
ності побудованого алгоритму. У [6] запропоновано 
двосторонній алгоритм, що спирається на ідеї і мето­
дику із [1-3] та із [4] і досліджено умови квадратичної 
збіжності запропонованого алгоритму. Використан­
ня двостороннього алгоритму із [6] може утрудню­
ватися, наприклад, через необхідність розв’язуван­
ня на кожному кроці ітераційного процесу системи 
інтегральних рівнянь, що нерідко може бути зада­
чею складнішою, ніж сама задача (1), (2). Одним із 
шляхів уникнення таких труднощів можна вважати 
алгоритми, побудовані на використанні властивості 
В -монотонності (в термінології Ю.В.Покорного [8]) 
правої частини рівняння. При цьому вдається роз­
ширити (порівняно з [5]) клас задач, до яких засто­
совні двосторонні методи, з одного боку, і обійтися 
без розв’язування системи інтегральних рівнянь на 
кожному кроці ітераційного процесу, з іншого.

II. Отримані результати та їх обгрун­
тування

Вважатимемо правдивими такі припущення.
1) Матриця а  4- (3 неособлива.
2) Задана неперервна за сукупністю аргументів

функція И (£, у , г) (у, 2, х  Є [а, Ь] £ Є [0, Т]), для якої
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Г ( і , х , х )  = /  +  х).
3 )  З а д а н і  м а т р и ц і  +  ( і , г / , 2 )  =  { а г7 + У > 2 )

Вї ( і , у , г )  =  ( ^ , г / , г ) |  ( г ,  і  =  н е п е р е р в ­

н и х  з а  с у к у п н і с т ю  а р г у м е н т і в  н е з р о с т а ю ч и х  з а  у 
н е о п а д н и х  з а  2 д о д а т н и х  п р и  у ,  2 Є [а, 6], £ Є 
Є [0 , Т ]  д і й с н и х  ф у н к ц і й ,  д л я  я к и х  з  н е р і в н о с т е й  

У  <  г (£ Є [0 , Т ] , х , у ,  2  Є [а, 6]) в и п л и в а ю т ь  с п і в в і д ­

н о ш е н н я

(-Лі (£, уп, 2П) 4~ ^2 (£, Упч )) (^п Уп)] ^

— А [̂ 1 (̂, Уп, п̂) (̂п X ) 4“ і?2 (£, Упч %п) (*£ Уп) , 
(£, Утг, *п) (уп-£*) 4-#2 (£, Упч г п ) (х*-2п)] >0, 

т а

^п+І- ^ —А [Ах (£, Уп, ^п) (# — Уп) Р В 2 (£, Упч %п) * 

х (2п- х * ) ; Ах (£, уп, 2п) (х* -  гп) 4-

- А г  (£, у, г ) ( г - у )  < Р  (£, г , х ) - Р  (£, у, х ) , ( ,
Р (*, х , г ) - Р  (£, х, у) < В2 (£, у , г ) { г - у ) .  [ }

Б у д у є м о  і т е р а ц і й н и й  п р о ц е с

Уп+1 ( )̂ А [-̂ 1 (£, Уп ч %п) Д 2 (£, Уп, -̂ п)] 4“
4 -  ( а  4 - /? ) 1 7 ,  /^ ч

^п+1 (£) =: Л [^2 (£, Уп,^п) 5 В1 (£,Уп,^п)] 4~
+ (а + /3)_17,

д е

+Я 2 (£, Уп, ^п) (Уп ^ )] ^  @ч

т о б т о  н е р і в н о с т і  у п + 1 <  X * ,  2 п + 1  >  х * .  У  п о д і б н и й  

с п о с і б  м о ж н а  п о к а з а т и ,  щ о  з  п а р и  н е р і в н о с т е й  уп- \  <  

< Упч гп < %п — 1 в и п л и в а ю т ь  н е р і в н о с т і  Уп < Уп+1 т а  

2 п + і  <  2 п . В р а х о в у ю ч и  п р и н ц и п  м а т е м а т и ч н о ї  і н д у ­

к ц і ї ,  в в а ж а є м о  т е о р е м у  д о в е д е н о ю .  ■

Н е х а й  в  о б л а с т і  Б '  =  [0 ; Г ]  х  [ а ;  Ь] х  [ а ;  6] ф у н к ц і я  

Р  ( £ ,  у ,  г )  -  о б м е ж е н а :

\Р ( £ ,  у ,  2 ) |  <  М.  ( 7 )

1̂ (А У. г) = ( +  (А У, г) +-В2 +  У) 2)) (у 2 ) (і, 2/, 2 ) ,
Р2 +  у, 2 ) =  ( +  (і, 2/, 2 ) +  В 2 (І, 2/, 2 )) {я—у) (І, 2 , 2/) ,

а оператор А визначено формулою

І £
А [у> (2) ; -0 (і)] = а + /  ір (в) (ів + 0 -  /  ір (в) <із+

о  т
£ £

4-а_ /  ф  ( в )  д е  +  /3+  /  ф  (5 ) 
о т

де а+, а_  -  матриці, утворені відповідно з додат­
них та від’ємних компонент матриці (а 4-/З)-1 а, а 
/?+,/?- -  з додатних та від’ємних компонент матриці

Теорема 1. Н ехай задані такі початкові на­
ближ ення уоч%о Є [а, Ь], що для у \, г \, визначених  
за формулами (4), справдж уються співвідношення

Уо <  Уі <  21 <  20, (5)

а на відрізку  [у0, 2о] існує хоча б один р о зв ’язок  х* (£) 
задачі (1), (2). Тоді для послідовностей { уп }, {zn }, 
визначених за формулами (4) справдж уються спів­
відношення

Уп — Уп+1 “Рі X ^  ^п+1 ^  %п(уі ~ 0, 1, •••)• (6)

□ Доведення. З припущення про правдивість 
нерівностей Уп < х* та X* < 2П отримуємо

х*~Уп+ 1=Л [Г(0Х*,Х*) - Р ( і , у п,яп) ;Р(і ,х*,х*) -

П р и п у с т и м о ,  щ о  м а т р и ц і  Л і  ( £ , у ,  2 )  т а  В 2 ( £ , у , 2 )  т а ­

к і ,  щ о  і с н у є  м а т р и ц я  с к і н ч е н н и х  н е в і д ’ є м н и х  д і й с н и х  

е л е м е н т і в

Мдв = { т ^ в ) } ,

т і / В) = таХ I«і, (*. У» 2) +Ь?- (і, у, 2) І .
І Є [ 0 ; Т ]

У,2Є [а; 6]

(8)

Н е в а ж к о  п е р е к о н а т и с я ,  щ о  п р и

а + Т  ( МАВ ( Ь- а)  + М)  < (а + / ? ) - 1 7  ,  -

< Ь - Т ( М АВ( Ь- а )  + М) ,  К>

за початкові наближення в умовах теореми 1 можна 
прийняти

Уо (і) = а, 20 (і) = Ь,

П р и п у с т и м о ,  щ о :

4) справджуються співвідношення (9), де вектор 
М  та матриця Мав  визначені співвідношеннями
(7), (8);

5) задані матриці Л2 (£ ,у ,2 ) =  | а ^  ( £ ,у ,г ) | ,

£ і ( £ , у , 2 ) =  ( £ ,у ,г ) |  (г, 7  =  1 . . .т )  неперервних
за  сукупністю аргументів, додатних при у, 2 Є [а, 6], 
£ Є [0,Т] дійсних функцій, для яких з нерівностей 
у <  2 (£ Є [0,Т], х, у, 2  Є [а, 6]) випливають співвідно­
шення

^  (£, 2 , х) -  ^  (£, у, х) <  Бх (£, у, 2 ) ( 2  -  у ) , п  V
- А 2 (£, у, 2 ) (2  -  у) <  ^  (£, х , г ) - Р  (£, х , у ) . 1 ^

(£, ^п, Уп)] Л [(̂ -1 (£, Уп, ^п) 4“ -̂ 2 (£, Упч %п)) ^

^ (Уп ^п) , (^1 (£, Упч %п) 4" В 2 (£, Упч ^п)) (^п ~~ Уп)] ^

>  Л [ - Л х  ( £ ,  уп, х*) (х* - у п )  -  В2 ( £ , Х * , 2П ) ( 2п  - X * ) ;  

Аі (£, X , 2п) (2п X ) 4" В 2 (£, Уп, х ) (х — Уп)]

А  [ ( А і  ( £ ,  Упч %п) 4 * В 2 ( £ ,  Упч %пУ) ( У п  ^ п )  5

Н е х а й  <5 =  { У г ; }  — ч и с л о в а  м а т р и ц я  р о з м і р у

т  х  ш ,  д е

qгJ — т а х  
£ Є [0; Г] 
у, 2 Є [а; Ь]

( 2  ( а +  ( 0  у ,  2 )  +  6 г4  ( 0  у, 2 ) )  +  

+ а +  (0 у, 2) + (А 2/, 2)) •
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Теорема 2. Нехай в області D справджуються 
умови 1)-5), а також існує нерівність \\TQ\\ <г< 1. 
Тоді на відрізку [а;Ь] існує єдиний в D розв’язок х* 
задачі (1), (2), до якого, рівномірно щодо t Є [0;Т] 
збігаються послідовності {yn}7 {zn}, визначені за 
формулами (4), починаючи з уо = а, zo — Ь. При 
цьому справджуються співвідношення

a=yo<yn<yn+i<x*<zn+i<zn<zQ=b (11)

(t Є [0, Т], п — 1,2,...).
□ Доведення. Правдивість (9) спричинює 

правдивість співвідношень (5) в умовах теореми 1, 
тому з правдивості умов 1)-3) отримуємо нерівності 
(11) для п — 1,2, які  дають підстави стверджува­
ти існування границь у* = lim yn, 2* = lim zn та

п—>оо п—>оо
правдивість співвідношень

y * < x * < z \  (12)

За умовою 5), враховуючи (11), отримаємо

Zn+1 Уп+1 — Л- [(-4і (£, Упі Zn) Н2 (t , yn, Zn)) X

X ( Zn уп )  5 ( А д  ( t ,  y n , 2 n )  +  В 2 {t, Ут Zn ) )  ( у п  2 П ) ]

—Ä  [(Ад  (£, Уп? ^п) “Ь Н 2 { ї ) Ут  zn ) )  ( Уп ~  %п) 5 

(Ai (І, уп, 2п) + #2 (£, Уп, 2п)) (*п -  2/п)] +
Л [F (£, Zn, Уп) ~' F (£, Уп, Zn) \ F (£, Уп, п̂)

т
- F  (f, z„, 2/„)] < (а + /З)-1 а  J  (2 ( +  (s, уп, гп) +

0
+ В2 (s, Уп, Z n ) )  +А2 (s, Уп, Z n )  +Ві (s, Уп, Zn)) (zn-  

Т

- Уп) ds+ (a + ß )~1 ß j  (2 (Лх (s, y„, zn) +B2 (s, 
о

yn,zn) ) + A 2 (s,yn,zn) + B i ( s , y n,Zn))(zn - y n)ds.

Тоді, оскільки 2n+i “  Уп-f і > 0 та 2п — уп > 0, мати­
мемо

ІІ̂ п+1 Уп+1 II 5: /  Q(^n (s) -  Уп (s))ds 
о

< Hkn

<

Уп I

де ||Т(5|| < г, або

ІІ^п+і 00 -У п + і (0|| <  гп ||^о (0  -Уо (011 =  гП ІІа ~ в |І »

Звідси і з (12) при г < 1 випливає рівність у* =#*=2*. 
Доведення єдиності на [а; Ь] розв’язку х* проводиться 
методом від супротивного. ■

Зауважимо, що у випадку коли в умові 1 
А\ (£, у, 0  =  0  та В2 (£,у,2) = ©, прийнявши за 
£і (£, у, 2) та А2 (£, у, г) в умові 5 константи Ліпши- 
ця функції F (t,y , 2) за змінними у та 2, відповідно, 
отримаємо результати, аналогічні до результатів із 
[5]. Методика побудови функції F(£,y, 2) для правої 
частини рівняння (1) в цьому частковому випадку 
досліджена в [9].

III. Приклади застосування

П риклад  1. Розглядатимемо рівняння (1) у ви­
гляді

х' ~  а (£) х 2 +  Ь (£) х 4- с (£),
де £ Є [0;Т], х  Є [0;хо] іх о > 0). Запишемо праву 
частину рівняння у вигляді F(£,y, 2) =  а+ (£) 22 -

а -  (і) г/2 + 6+ (і) 2 -  6“ (<)2/ + с{І), де а+ = -а ^ ~ ,
Н + 6

6+ Ь~ =  Тоді в (3)
2 і '  2 2 _  

можна прийняти Аі(£,у, 2) =  2а (£) 2 + 6 (£),
В 2 (£, У, 2) = 2а+ (£) 2+ 6+ (£), а у (10), -  А2 (£, у, 2) = 0, 
Ві (£, у, 2) = 0. Умова збіжності алгоритму (4) у цьо­
му випадку набуде вигляду

г=2Т т а х  (2а_ (£) 4-6~ (£) +2а+ (£) + 6+ (£)) < 1.
і Є [ 0 ; Т ]

П риклад  2. Для крайової задачі
/ t _у.2 г, t j.2

Xі — - е  г х2 + tx + - e t ,

х (0) + е вх ) =  2

( 13)

(14)

Г  = І  ( § е  9 + і )  < 1. Для У о  = const = 0, Zq 
const =  1,25 отримаємо .

У і 7  1 -  -Т  {-1,5625 ( і  -  є"*2) + (е‘2 -  і)  + 
: ( l  + e -« J 1 4 / \  /

+е“ 5 3,125 (е « -є  (2)
2,5 (9t2—і) (2 . ,

+ -----Ц ----- - + е‘ +7

Zl = — .---------- г  (з,125 ( і - е - Д  + 2 ,5t2 + 2 Ге*2-
4 ( і + е~9) 1 V ) V

- 1) + е~і  (з, 125 (е~і  -  е " (2) + et2) + 7} .

Для отриманих наближень маємо:

min (21 (£) — уі (£)) «  0,032795 > 0,
‘ Є [0 і і ]

max (гх (t) — уі (t )) «  0,117192
ІЄ [ 0 ; І ]

2/1 (0) + е~іуі  w 1,074898,

2і (0) + є_ 52і cs 2,04667

Точний розв’язок задачі (13), (14) x* — є*2, тому для 
отриманих наближень

min (2Х (£) -  т:* (£)) «  0,002825 > 0,

max (21 (і) — х* (£)) «  0,048997,
t€[0;I]
min (х* (t) — у і (£)) «  0,02997 > 0,

max (x* (t) — у і (£)) «  0,068195.
іє[оД]
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Висновки
Запропонований підхід до побудови двосторон­

ніх наближень можна використати для апроксима­
ції розв’язків інших крайових задач, зокрема, періо­
дичної, а також багатоточкових крайових задач для 
звичайних диференціальних рівнянь та рівнянь з па­
раметрами. Досліджений алгоритм придатний для

практичної реалізації за допомогою сучасних обчи­
слювальних засобів. З огляду на те, що проведене 
дослідження мас в основному теоретичне значення, 
то однією з перспектив подальших розвідок у цьому 
напрямку можна вважати конкретизацію запропоно­
ваного алгоритму з метою його реалізації за допомо­
гою ЕОМ.
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ABOUT TWO-SIDED APPROXIMATION THE SOLUTIONS 
OF A LINEAR BOUNDARY PROBLEM FOR THE SYSTEMS 

OF ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATIONS
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12, S. Bandery Str., Lviv, 79013, Ukraine

The new two-sided analogue of a numerical - analytical method secuential approximations 
by A.M.Samojlenko for search the solutions of a linear boundary problem for the systems of 
ordinary differential equations is constructed and investigated. A design of consecutive approach 
and conditions of their convergence to the solution of a problem are based on property of B- 
monotony (for J.V.Pokorny) the right parts of the respective equations.
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