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Наведено методику побудови послідовних наближень розв’язування задачі Коші для си
стеми диференціальних рівнянь другого порядку та доведено теорему про оцінку їхньої 
точності.
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Вступ
Математичні моделі багатьох, особливо колив

них, процесів описуються системами диференціаль
них рівнянь другого порядку. Дослідження таких мо
делей здебільшого проводять шляхом зведення си
стеми другого порядку до розширеної системи рів
нянь першого порядку. Така методика для жорстких 
систем стає незручною, у зв’язку з використанням 
неявних методів і необхідністю розв’язування на ко
жному кроці нелінійних систем алгебраїчних рівнянь 
подвоєної розмірності. Сучасні числові методи безпо
середнього розв’язання систем другого порядку, такі 
як методи Нюстрема, Штермера [1], мають невисо
кий порядок точності і призначені для розв’язання 
нежорстких систем. Тому побудова нових числових 
методів для таких задач є актуальною.

І. Лінійні методи послідовного під
вищення точності наближеного 
розв’язку

Розглянуто проблему побудови нових ефективних 
числових методів безпосереднього, без додаткових 
перетворень, розв’язування систем диференціальних 
рівнянь другого порядку на базі формул дробово- 
раціональних наближень [2].

Розглянемо задачу Коші для системи звичайних 
диференціальних рівнянь

у" = f i x , у ,у' ) ,  у(хо) = уо, У (ао ) = Уо> і 1)

у є  Rs , /  : R2S+1 -» Rs ,

ДЛЯ ЯКОЇ на проміжку X Є [zo.Zfc] Існує єдиний роз- 
в’язок.

Побудуємо числовий метод послідовного підви
щення точності розв’язання задачі в сіткових вузлах

П р и к л а д н а  м а т е м а т и к а  і м е х а н ік а

Жь £2, • • • , починаючи від вузла х\  і використо
вуючи початкові умови в точці хо-

Припустимо, що, використовуючи метод, ми ви
значили значення наближень розв’язку і його похід
ної в сітковому вузлі хп, які позначимо уп та у'п. Роз
глянемо побудову їх послідовних наближень Уп+і та
Уп+1 У ВУЗЛІ Хч+1 = х п + ь.

У першому наближенні приймемо, що друга похі
дна розв’язку на інтервалі [хп,х п+і] є сталою вели
чиною

у"(*)=Оь (2)
де Со визначимо з рівняння (1),

у ' Ч Х п )= С о = . І ( х п,Уп,Уп)-. (3)
Проінтегруємо функцію (2) на відрізку [хп, х). У ре
зультаті одержимо

у' (х) = у'п + Со(х -  х п) . (4)

Інтегрування функції (4) на вказаному інтервалі виз
начає функцію

У {X) =Уп + Упіх -  х п) + Со ^  2Т”--- (5)

Використовуючи функції (5) і (4), визначимо перші 
наближення розв’язку задачі (1) та його похідної у 
вузлі хп+і =  х п -Ь /і, які відповідно позначимо

У п і  І — Уп +  Ч п  + уСо і у ' п і 1 = У п  +  ЛСо- (6)
Для визначення другого наближення розв’язку 

задачі використаємо одержані наближення (6) й об
числимо з рівняння (1) наближення другої похідної 
у вузлі жп+і:

Уп+1 = /  (*п+1. Уп+1. у'п+і) • (?)
Подамо тепер зображення функції другої похідної 
розв’язку на тому ж інтервалі [хп,х п+і] поліномом

У (*т) ^  Со “1“ С\ (X Хп) , X €: \Xji4 -Ггг-К 1 ] * (̂ 0
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Очевидно, що Со знову визначається співвідношен
ням (3). Для визначення коефіцієнта С\ підставимо 
в (8) значення х  — х п+\ і використаємо (3) і (7):

Сік =  /  ( х „ + і , -  4 + і >  у 4 + і )  -  І  ( х п , Уп, Уп)  • (9 )

Система (18) за умови, що а* ф при і ф і ,  має єди
ний розв’язок, оскільки детермінант головної матри
ці системи є детермінантом Вандермонда. Визначив
ши коефіцієнти Сі і проінтегрувавши функцію (14) 
двічі, одержимо

Після інтегрування функції (8) двічі на відрізку 
[хп, х] , одержимо

у' (х) = Уп + С о ( х -  х п) +  Сі (Х ^  , (10)

/ V , . Ч ^  (х -  х п)2 _ їх — хп)3
у(х) =Уп + Уп ( х - х п) + Со----- -------- І-Сі-— ------ .І  О

(И )
Використовуючи (10) та (11), знайдемо друге набли
ження розв’язку задачі (1) та його похідної у вузлі
^п+1 •

Уп+і — Уп + ^Уп + ~2 ^°  + “0’^ ь (12)

У'п+і =  Уп + ЬСо 4- -уС і. (13)

Аналогічно можна послідовно обчислювати наступні 
наближення розв’язку.

Розглянемо спосіб знаходження (р 4- 1)-го набли
ження розв’язку задачі (1) та його похідної на інтер
валі [хп, хп+і], приймаючи вже відомими їх р-ті фун
кціональні наближення у№ (х) та (х). Для цього 
будемо апроксимувати другу похідну розв’язку полі
номом р го степеня

і= 0

V / _  чг+2
у (х) =  Уп + Уп {X -  хп) + ^  Сі ̂ Д  + ^  ■ (20)

Зі співвідношень (20) і (19) знаходимо нові р 4- 1- 
наближення розв’язку та похідної у сітковому вузлі 
Хп+1 ■’

[р+і]2/п+і Уп + Ч п + 5 3 ^ 7 7
кі+2

і=0 (г + 1) (г + 2) ’ (21)

2/4-і4 - у 'п +  ь С о  + н----^
Цей процес можна здійснювати для довільних зна
чень величини р.

II. Оцінка узгодженості методів з тей- 
лорівськими наближеннями

у" {х ) = ' ^ С і { х - х п)1. (14)
і= 0

Для знаходження коефіцієнтів апроксимації С&, ви
беремо на вказаному інтервалі (хп, х п+\) набір р — 1 
різних проміжкових вузлів

■̂ п+с*і %гі 4" 0̂ 1/і, ^п+а2 ^ п  4- 0(2 ,̂ • • • ?
(15)

^п+ар_! =  х п 4- а р_і/г, (0 < а к <  1),

і визначимо в цих точках значення р-их наближень 
розв’язку та його похідної:

2/ІРІ {хп + оііК) =  у Ір]+а.,
_  (1 6 )

у,[р] (хп + Оіік) = 2/4-4* > (і = 1 ,р) ,  ар = 1.

Використовуючи рівняння (1) і співвідношення ви
гляду (16), знайдемо наближені значення другої по
хідної

у" {ХП + ОСіК) =  / ( * „ +  ОіЛ, 4 + а ,!  2 /4 4 ,)  , Ц7)
(І = Т~р) ■

Тоді для визначення коефіцієнтів Сі складемо систе
му р лінійних алгебраїчних рівнянь

/ ( х п  +  а і Н ,  у [1 Ц ,  2/4+аі) - / ( * « ,  У п ,  У п )  ~

= (і=Т~р).
3=1

(18)

Постає запитання, що дають ці послідовні набли
ження, чи вони збігаються до розв’язку вихідної за
дачі в даному черговому вузлі?

Т вердж ення 1. Якщо знаходження послідов
них наближень у даному вузлі продовжувати, почи
наючи від першого наближення, то р-те наближення 
розв’язку узгоджується з тейлорівським наближен
ням р 4- 1-го порядку Тпф+1.

□ Доведення. Враховуючи значення коефіцієнта 
Со, згідно з (3) перші наближення розв’язку та його 
похідної в сітковому вузлі х п+\ =  хп -4 /і на основі (6) 
приймають вигляд хп_|_і = х п 4- Н

4 + 1  =  Уп + Чп +  у У п .  2/4+1 =  у'п +  Чп, (2 3 )

що відповідає для розв’язку тейлорівському набли
женню другого порядку у вузлі Хп+1, а для похідної 
— тейлорівському наближенню першого порядку від
носно сіткового вузла хп. Підставивши ці значення в 
(7), після відповідних перетворень одержимо тейло- 
рівське наближення першого порядку другої похідної 
розв’язку в сітковому вузлі £п+1 відносно вузла х п:

/  ( х п + і ,  4 + 1  > 2 / 4 + 1 ) =  Уп + Чп + 0  ( Ч  • (2 4 )

Використовуючи (3) і (24) з (9), визначимо коефіці
єнт Сі

Сі = Уп + 0 ( к ) .  (25)
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Звідси другі наближення розв’язку і похідної
у'п\-[ У Вузлі £„+1, на основі (12), (13), набудуть ви
гляду

Уп+г =Уп + hy'n + у  у" + у  у"';

А г  =Уп + hy" + у

(26)

Виберемо тепер на інтервалі (хп, а:п+і) деякий 
проміжний вузол

х п+а =  х п + ah , де 0 < а  < 1. (27)

На основі співвідношень (10), (11) визначимо другі 
наближення розв’язку та похідної у вузлі (27)

Уп+а =Уп + аНУп + \<X2h2y'n + jU 3/l3y"',

/ И  _  , /Уп+а = Уп + ahy’n + 0 <*2h2y'n-

(28)

Підставивши (28) у праву частину рівняння (1), одер
жимо

/  ( х п +  ah, у[2\ а, 2/L +а) = Уп + аЛУп +

+-
а' 1h2

(29)
y<4) + o ( f t3) .

Нехай твердження виконується до р-го наближення. 
Тоді за аналогією з (29) співвідношення (17) набуде 
вигляду

/  ( ® „  +  сцк, у%]+аі, у'п+осі)  =  Уп +  ^2  ^ - У п +2\
к= 1

(З О )
а система (18) перетвориться до вигляду

Е < » ? к‘ (д » » ‘+ Я - С‘ ) = 0
к=1

( з і )

Очевидно, що система (31) має єдиний розв’язок

к ї
(32)

Звідси р-Ь 1-ше наближення розв’язку на основі (21) 
апроксимується тейлорівським наближенням р+2 по
рядку

Р+2 ик
?уЬ+1] =  ^  Ь { к )
Уп+і 2 ^  ь\ Уп *

к—0
(33)

Що й доводить твердження.

III. Застосування методів для дослі
дження жорстких систем

Необхідно зауважити, що вказані наближення ви
значають послідовність лінійних явних однокроко- 
вих числових методів і їх області стійкості збігаю
ться з областями стійкості явних методів типу Рунге- 
Кутта відповідного порядку. У зв’язку з цим одер
жані методи можна безпосередньо використовувати 
для розв’язання жорстких систем диференціальних 
рівнянь тільки з відповідним, достатньо малим кро
ком інтегрування. Тому для підвищення ефективно
сті дослідження жорстких систем побудовану послі
довність методів доцільно використовувати при ут
воренні дробово-раціональних числових методів.

Для побудови дробово-раціональних числових ме
тодів використаємо методику, описану в роботі [2]. 
Необхідні для реалізації значення векторів і7]^/ 
визначаються з (21) і (22)

Рку ~  у!Ді ~ Упї /̂су' — У п].і ~ У пі
_  (34)

для к = 1,р.

Потрібні, крім цього, матриці частинних похідних 

, обчислюють, враховуючи рів-
Х = Хп

няння (1), шляхом безпосереднього диференціюван
ня і подання їх в аналітичному вигляді або, у разі 
складності самої правої частини рівняння (1), число
вим диференціюванням.

Для проведення обчислювального експерименту 
була складена програма БОМ2Р. Результати експе
рименту на різних тестових задачах жорстких і не- 
жорстких систем рівнянь підтвердили збереження 
потрібної точності результатів на всьому інтервалі 
інтегрування та зменшення обчислювальних затрат 
порівняно з іншими сучасними методами.

Необхідно зауважити, що розроблені методи з по
будовою відповідної методики можна використовува
ти і для дослідження систем неявних диференціаль
них рівнянь першого порядку вигляду

d f  d f
ду Та ду>

F{x, у, у') = 0,

які за відповідних умов зводяться до явних систем 
диференціальних рівнянь другого порядку.
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