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I. Постановка задачі в загальному ви
гляді

Розвиток апарату математичного моделювання в 
напрямку застосування оптимізаційних задач на 
комбінаторних множинах зумовлює як актуальне 
завдання систематичне вивчення таких задач.

II. Аналіз останніх досліджень і пу
блікацій

Останніми роками активно досліджуються за
дачі оптимізації на множинах поліпереставлень 
[1-10], а також задачі комбінаторної оптимізації з 
дробово-лінійною цільовою функцією [11-14]. Але за
дач комбінаторної оптимізації на поліпереставленнях 
з дробово-лінійною цільовою функцією в публікаціях 
автори не зустрічали.

III. Виділення невирішених раніше 
частин загальної проблеми

Перше питання, яке виникає під час аналізу 
подальших досліджень в зазначеному напрямку, чи 
є необхідність розглядати задачі з дробово-лінійною 
цільовою функцією на множинах поліпереставлень.

IV. Постановка задачі
У роботі метою є показати необхідність досліджен

ня задач оптимізації на поліпереставленні з дробово- 
лінійними цільовими функціями побудовою матема
тичної моделі однієї практичної задачі в означеному 
вигляді. ку обслуговування замовлень для максимізацїї рен

табельності системи обслуговування.

V. Викладення основних матеріалів 
досліджень

Наведемо деякі відомості та необхідні далі означе
ння і факти.

Нехай С? = {(7і , . . . ,  дп} мультимножина п дійсних 
чисел, к з яких різні.

Дамо означення загальної поліпереставної мно
жини ( [1, 2]). Позначимо Jn множину п перших 
натуральних чисел, тобто Пп == {1, ...,тг}, нехай 7° = 
=  ] п и {0}, Ло =  0- Розглянемо упорядковане роз
биття множини Зп на 5 множин К \ і . . . ,  К 8, які задо
вольняють умови: K i f ] K j  = 0, К і "ф- 0, V і, ] Є Л5. 
Позначимо Є Кі С С -  мультимножину з кількістю 
елементів к{, де кі =  \КА , \/г Є Js, яку утворено 
елементами з С : д ^ 1, з номерами з множини
К і . Очевидно, кі 4-... + к8 = п. Множину елементів 
вигляду 7Г :

7Г = (7Г(1),...,7Г(П)) =  (7Г1, 7Гв),

де 7гг -  довільне переставлення з елементів множини 
К і , \П Є Позначимо через Я  = {7г}. Множину

Рпк і ^ і Н)  =  {(<7тг(1)> •••>5тг(п))|У7Г Є Н}

назвемо загальною поліпереставною множиною. За
нуренням множини Р*к(С,Н)  в евклідів простір Яп 
будемо називати відображення, яке поліпереставлен- 
ню є Рпк(С і Н ) ставить у відповідність
точку х = (х\ , . . . ,хп) в арифметичному просторі 
Яп за правилом Xj — Є Лп- Образ множини
Р*к(Є, Н)  при зануренні позначимо Е ^ к(С,Н) .

Розглянемо таку задачу про визначення поряд-
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Є система обслуговування, що містить рівно
правних обслуговуючих приладів. На обслуговуван
ня надходить замовлення, що складається з елемен
тів різних типів. Кількість типів позначимо 5. Кіль
кість елементів замовлення типу А € ^  позначимо 
рл, а рі + ... 4- р$ = Р- Елементи замовлення прону
меровані в межах типу. Елемент замовлення типу Л 
з номером і, 2 € </Рл обслуговується якимось одним 
приладом обслуговуючої системи за час а Витра
ти системи на використання приладу г, і € Jq, на 
обслуговування елемента замовлення типу Л склада
ють бі(г,А) на одиницю часу, а витрати, що не зале
жать від елемента, а залежать тільки від його типу 
-с?(0, Л), витрати, що не залежать від складу замовле
ння, -  с/(0,0). Прилади обслуговування можуть мати 
часові періоди, в які вони не можуть обслуговувати 
елементи замовлення, - періоди заборони. Позначи
мо ті кількість таких періодів для приладу з номе
ром г, а сіз, бу -  час початку і кінця такого періоду 
заборони %із З номером 2 Є е/тг \/і Є Зд.

Продуктивність використання приладу г, і Є Лд 
при обслуговувані елемента типу А, А Є Л5, стано
вить с(г, А).

Необхідно виконати замовлення до моменту часу, 
що не перевищує <3* тах (ця величина може бути необ
меженою) та не менше ніж С̂ і т іп (ця величина може 
бути і нулем). Вважається, що <2*тіп > Задача 
полягає в визначенні такого порядку обслуговуван
ня приладами замовлення, при якому рентабельність 
системи обслуговування була б максимальною.

Побудуємо математичну модель цієї задачі. Не 
порушуючи загальності міркувань, пронумеруємо а* 
так, що УА Є Л5 < ... < а^х.

Для того, щоб вигляд деяких подальших фор
мул був однаковим, вважатимемо, що Vі Є сц =
0; сі ,(т г + 1) =  <5<тах’

Позначимо К із\  максимальну кількість елемен
тів типу А, що можуть бути обслуговані після пе
ріоду заборони Zij (до наступного, якщо він є, або 
відповідно -  після останнього) приладом з номером 
г, А Є Л5, ] Є Лшо і Є Лд-

Очевидно, що величини К і3\  УА Є Л5, V] Є 
Лхгпіч VI Є Зя можна знайти, розв’язавши таку си
стему нерівностей;

Кіі\
— сі , и + 1 )  ~~

6 = 1

( 1)
Кцх + 1

^ 2  а Ь >  С г , 0 ' + 1 )  “  ІЇіз- 6=1

В умові задачі можна задавати додаткові обме
ження на К і3\  як у вигляді меж

К%х < К ііХ < К%х,

і Є 7 С Зті, А € Л С Л«, і Є І С Л„
(2)

так і у вигляді складніших залежностей

Щ К ІІХ) = 0, } £ J C З ,  

А € Л С Ла, і Є І С Зд,
(3)

де IV -  задана функція, І, Л, А - задані множини ін
дексів.

Для величин К і3 що визначаються з (1) та за
довольняють умови (2), (3) (якщо вони є) позначимо

9 ти і
£ £ * « *  =  "* ^А Є Л«
І— 1 3 = 1

та

£  ПА =  х-
Л = 1

Тут п \ -  гіпотетична кількість можливих до об
слуговування елементів типу А, А Є Л5, х  ~ гіпоте
тична загальна кількість елементів для обслугову
вання. Ці кількості підраховані, враховуючи часо
ві ресурси приладів обслуговування (система нерів
ностей (1)).

Для тих АєЛ5, ДЛЯ ЯКИХ П\>Р\ , введемо до роз
гляду п \  — р \  фіктивних елементів типу А, (тоб
то таких, що мають нульовий час обслуговування). 
Тоді після періоду заборони обслуговування 2{3 (до 
наступного, якщо він є, або відповідно -  після остан
нього ) приладом з номером і обслуговується рівно 
К ц \  елементів замовлення типу А УА Є Л5, Уі Є
Є Зті Ч УІ Є Зд. 8

Нехай к\ = тах{пл, РаЬ а також п — ^  к\.
А = 1

Утворимо мультимножину ЄКх часів обслугову
вання елементів типу А, Є Кх =  {д^1, .
Вона складається з р \  заданих (ненульових) елемен
тів а*, ..., та, якщо п \  > р \ ,  з п \  -  р \  нульо
вих елементів. Вважаємо всі елементи Є Кх пронуме
рованими.

Введемо в розгляд суму всіх мультимножин ЄКх,
яку позначимо С: Є = Є Кх.

А = і
Утворимо множини К \  УА € Л8 так:

( х > Л + і ,  ....х > Л  ■
\д=1 /  \д=1 /  М=1 )

Очевидно, що К \  Р\Кц =  0, Мд ф 0 УА,// Є Зі та

0 ^ а =  ^
А = 1

Вважаємо елементи Є пронумерованими номера
ми з Jn так, що елементи з ЄКх пронумеровані чи
слами з К \  УА € Л5. Утворимо множину Я, що скла
дається з усіх ті- вибірок з множини «7П, де кожна з 
вибірок /і має вигляд

/і = ( Л ( 1 Цп)) =

— (т(Ц 1» 1» 1)7 •••? т(і, 7, АД), ..., т((р Шд , 5,  КдТПдв)) 1
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де т(г, З, А, І) Є -  номер елемента з (7 та і -  номер 
приладу, що його обслуговує;

І  -  номер періоду заборони 2 ^ ^  Є 3ті для при
ладу номер г; А -  номер типу елемента, А Є </5;
£ -  номер місця після періоду заборони 2 ^  в поряд
ку обслуговування приладом номер і елемента типу 
А з мультимножини ЄКх; і -  номер місця між періо
дами заборони 2 ^  та, 2^щ.\)  приладу з номером і в 
порядку обслуговування елемента типу А з мульти
множини Є Кх.

З іншого боку п-вибірку /і можна розглянути як 
Н = (тг1, ТГ̂ , ..., 7Г3 * 5), де 7ГЛ =  (7ГЛ1,...,7ГЛА;Л) ~ ЦЄ кХ- 
вибірка (переставлення) з і£Л, згадавши, що \КХ\ = 
:=: , А Є «1$.

Утворимо з (? за допомогою Я  згідно з озна
ченням множину поліпереставлень Е^к(Є,Н) = 
== {9Ь(1) і •••) 9к(п)/^^ Є

Позначимо довільний елемент поліпе-
реставлення х  з Е^к(Є, Я) -  час (можливо нульовий) 
елемента типу А, протягом якого обслуговується при
ладом номер і між періодами заборони 2 ^  та 2 ^ + 1 ), 
якщо цей елемент стоїть на місці £.

Позначимо

х = (хг, . .. ,хк) =

(х(1, 1, 1, 1), ..., х(І, А, £), ..., x(q, Wlq, S,Kq mqs)\ •
Рентабельність F(x) для ж визначається співвід

ношенням

х* =  arg max F(x), (6)
хЄЯп

за комбінаторної умови

хЄЕ*пк(С,Н)  (7)

та при некомбінаторних додаткових обмежених

s K ( i j A )

л=1 t=i (8)

^ j ^ Jmt V І Є Jg

5
тіп ^  ^   ̂ V х(ї, Ші , А, £) -}- 5г^?гтах (9) 

Л = 1  і = 1

Ця модель дає в частковому випадку, коли 5 = 1 
та відсутні періоди заборони обслуговування, модель 
на переставленнях задачі, що розглянута в [15].

VI. Висновки

Отже, у статті показана можливість використову
вати множину поліпереставлень як апарат математи
чного моделювання задачами оптимізації з дробово- 
лінійними цільовими функціями.

s q ті  K( i , j , \ )
Е  E c( U ) E  Е  x ( i , j , \ , t )

F i x )  =  А=1 і —1 і - 1 t * t
s q mi K ( i J , \ )  s

£ ] > Е Ф ,А ) £  E  x ( i , j , \ , t )  + ^2 d(o,\)
A=lt= l j = 1 t=l A=1

(4)
Математична модель поставленої задачі набуває 

вигляду: знайти пару < F*(x), х* >, де

F* = maxF(x),  (5)

VII. Перспективи подальшого дослі
дження

З такої можливості випливає необхідність подаль
шого дослідження задач оптимізації з дробово- 
лінійною цільовою функцією, комбінаторним обме
женням у вигляді належності множині поліперестав
лень та додатковими некомбінаторними обмеження
ми.
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SIMULATION WITH THE HELP OF THE OPTIMIZATION 
PROBLEM ON THE POLYPERMUTATIONS 

WITH THE FRACTIONALLY LINEAR 
CRITERION FUNCTION

O. Yemets’, N. Romanova
Pltava Consumer Cooperatives University 
Kovalia Str., 3, Poltava, Ukraine, 36003

The mathematical model of the optimization problem with fractionally linear criterion func
tion is designed. The possibility to use a great number of poly per mutations as an apparatus of 
mathematical simulation with optimization problems the fractionally linear criterion function is 
explained.
K eyw ords: mathematical model, polypermutations, fractionally linear criterion function.
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