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Розглянуто можливість одержання наближених розв’язків диференціальних рівнянь з 
мірами шляхом апроксимації елементів матриці відповідної диференціальної системи пер­
шого порядку.
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Вступ

При створенні досконаліших математичних моде­
лей реальних фізичних процесів виникають диферен­
ціальні рівняння, коефіцієнти яких є узагальненими 
функціями. Практичний інтерес становить розробка 
наближених методів розв’язання таких узагальнених 
диференціальних рівнянь. У роботі встановлені умо­
ви, за яких наближений розв’язок узагальненого ди­
ференціального рівняння з мірами (тобто узагальне­
ними функціями нульового порядку) можна одержа­
ти апроксимацією функцій, що породжують ці міри 
(або деяких із них).

І. Основні результати

Надалі будемо використовувати такі позначення:
І  -  відкритий інтервал дійсної осі;
ВУ^0С(І) -  простір неперервних справа функцій 

локально обмеженої варіації на /;

Y( x )
k

г= 1

норма вектора Y  {х) =  (уі(х), у2 (х) , .. .,у ,с(х))Т ;

і о д  і =  £ £ м * ) і
і= 1 3 = 1

норма матриці С(х) — (с^(х)). .=1;

АС(х8) =  С(х3) -  C(xs -  0)

де У (х ) -  к-вимірний вектор, С'(х) -  квадратна ма­
триця к-го порядку така, що С(х) Є ВУ^С(7). Для 
коректності системи (1) повинна виконуватися така 
умова [1]:

[ДС(хД]2 = 0 V X, Є /.

Для системи (1) розглядається задача Коші із по­
чатковою умовою

У (*о) = їо  • (2)

Нехай {Сп(х)} -  послідовність матриць-функцій 
з простору в У + Д ). Для них поставимо відповідні 
задачі Коші

У„ '(х) = С'п(х)- Уп (х), (3)

Уп (хо) =Уо • (4)
Дослідимо, за яких умов розв’язок задачі (3), (4) пря­
мує до розв’язку задачі (1), (2) при п —> оо.

Справедливою є лема, яка є узагальненням пер­
шої теореми Хеллі [2].

Л ем а . Нехай функції Фп(х) обмеженої варіації 
на відрізку [а; 6] збігаються у кожній точці цього 
відрізка до функції Ф(х), причому повні варіації цих 
функцій обмежені в сукупності

УФп(х) ^  І ,  п = 1, 2, . . . .
а

Тоді для довільної функції / ( х ) обмеженої варіації, 
неперервної справа, справедлива рівність

-  стрибок матриці-функції С(х) у точці х 8.
Важливе фізичне значення мають узагальнені ди­

ференціальні рівняння, які можна звести до дифе­
ренціальної системи першого порядку

У ' ( х ) = С' ( х У У  (х),  (1)

ь ь
Jiirn  ̂j  f(x)d<bn(x) = j  f (x)d$(x) .  (5)

a a

□ Доведення. Доведення леми проводиться за 
схемою доведення першої теореми Хеллі у роботі [2],
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Про збіжність наближених розв'язків диференціальних рівнянь з мірами

де інтеграли Рімана-Стільтьєса у рівності (5) слід ро­
зуміти у змісті Аткінсона [1], тобто як границю

ті — 1
lim £ { Ф ( £ Г+1) - Ф ( £ Г)}/(£Г)

7 1 — > О О г=0
якщо граничний перехід здійснюється за умови

та х  (£г+і -  £г) 0. (6)
Т

Тут {£г} -  скінченне розбиття інтервалу [а; Ь]: 
а = £о < 6  < • • • < £п = Ь. Я

Теорема. Нехай для функцій Сп(х) = 
= (с^(х)).  ,_1 виконуються такі умови:

1 ) для довільного фіксованого п виконується 
умова

[AC(xSn)]2 = 0

2) у кожній точці інтервалу І  Сп(х) збігаю­
ться до функції С(х) (мається на увазі поелемен- 
тна збіжність);

3) повні варіації функцій -  елементів матриць 
Сп(х) -  рівномірно обмежені на будь-якому компа- 
кті [а; b] С L

Тоді Yn (х) на будь-якому компакті з І  рівномір­

но прямує до Y  (х) при п оо, де Yn (х) -  розв’язок 

задачі (3), (4), а Y  (х) -  розв’язок задачі (1 ), (2).

□ Доведення. Виконання умови 1) необхідне 
для коректності диференціальних систем типу (3) 
(див. [1]).

Задача (1), (2) еквівалентна [1] інтегральному рів- 
нянню

X
У (х) =Yo + J d C ( t y  у  (t ). (7)

X q

Оскільки у нашому випадку С(х) -  матриця- 
функція обмеженої варіації, неперервна справа, то ін­
теграл у рівності (7) слід розуміти у змісті [1], тобто 
як границю

ті—1
lim £ { C ( £ r+1)-C7(£r ) } y f o . )

7 1 — + 0 О г=0

якщо граничний перехід здійснюється за умови (6).
Задача (3), (4), аналогічно, еквівалентна інте­

гральному рівнянню

х
Yn (X) =У0 + 1 dCn(ty Yn (t ).

X q

Розглянемо різницю

Y  {х)~ Yn
X

dC(t)- Y (t) -  j  dCn{t)-Yn
X q

X  X

(t) = J d  {C(t) -  c n(t)\ - Y( t )  + j  dCn(t) •
X q X q

Y ( t ) - Y n (t) .

Звідси одержимо

Y  ( x ) -  Yn (x) ^  

-f f  dCn(t)

I  d[C(t) -  Cn(t)] Y  (t)

Y  (t)~ Yn (t)

+
(8)

На підставі поданої вище леми перший доданок 
у (8) можна зробити як завгодно малим, тобто для 
довільного як завгодно малого є > 0 справедлива не­
рівність

Y  (х)~ Yn (х) Y  ( t ) -  Yn (t) .

Використовуючи узагальнення нерівності Гро- 
нуолла-Беллмана [3], одержимо

} ’
х k k х

Y  (х )-  Yn (х) ^  £ exp j V Cr ( t )

I
Оскільки варіації функцій с^(х)  рівномірно обме­

жені на / ,  то з останньої нерівності внаслідок довіль­
ного вибору як завгодно малого є > 0 одержимо рів­

номірне прямування Уп (х) до Y  (х) на будь-якому 
компакті [а; Ь] С І. Теорема доведена. ■

Зауваж ення. Важливу роль під час розробки 
наближених методів розв’язання узагальнених дифе­
ренціальних рівнянь з мірами відіграє апроксимація, 
запропонована у роботі [1]. При такій апроксимації 
елементи СіД х ) матриці С(х)  (або деякі з них) на­
ближаються східчастими функціями с™(х), які збіга­
ються з відповідною функцією Сц(х) у точках, одер­
жаних внаслідок поділу відрізка [а; Ь] на п рівних 
частин, а між цими точками залишаються сталими. 
Тобто при г = 0 ,1 , . . . ,  п — 1 маємо:

сї3 (х) Сі +
г(Ь — а)

a 4-
r(b — а) ^  х < а + (г +  1)(Ь -  а)
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