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Вступ

Проблема зображення членів заданої числової по­
слідовності та її твірних функцій в інтегрально­
му вигляді виявилась ефективною і природною для 
здійснення аналітичного продовження функцій ([1]). 
З метою розширення класів твірних функцій роз­
глядалися різні узагальнення класичної проблеми 
моментів.

Одним з узагальнень класичної проблеми момен­
тів є проблема зображення членів заданої числової 
послідовності з фіксованою сумою цілих невід’ємних 
номерів у вигляді інтеграла від добутку двох функ­
цій з кожної з відшукуваних функціональних послі­
довностей для кожного номера, зокрема, на відшу­
куваній множині та мірою на ній ([2]). Запропоноване 
узагальнення виявилось ефективним для одержання 
інтегрального зображення суми заданого степенево­
го ряду та побудови її раціональних наближень ([3]). 
Існують способи одержання деяких виглядів цих уза­
гальнень ([4]).

У статті пропонується розглядати узагальнені мо­
ментні зображення подвійних числових послідовно­
стей. На основі цих зображень пропонується система­
тизація по кожному індексу методу моментів побудо­
ви інтегральних зображень функцій, яка є новою та 
ілюструється прикладом.

І. Способи побудови моментних зоб­
ражень та теорема існування 
і єдиності

Поняття узагальненого моментного зображення 
числової послідовності з фіксованою сумою цілих не­
від’ємних номерів її членів сформулюємо для подвій­
ної числової послідовності.

О значення. Узагальненим моментним зобра­
женням заданої послідовності С С назвемо
зображення її членів у вигляді

Skl = J a k ( O b l(  С)«ИС) (1)
г

на відшукуваній множині Г С Сз мірою др{С) на 
ній та відшукуваними послідовностями {а& (С)}^° * 
{к  (С))Г 3 простору Ь2 (Г ;ф ).

Зображення (1) можна одержати декількома 
способами.

П ер ш и й  сп осіб . Нехай {а/с (С)}^° -  ортогональ­
на система функцій на множині Г з мірою

причому У < 4 (С )^ (С ) = Лп. Тоді 
г

оо

м с )  =  £ р м а  (2)
і/=0  Пи

якщо ряд збіжний при кожному С є Г і його можна 
почленно інтегрувати з множниками а/с (С) на мно­
жині Г з мірою сі/і (() . Справді, інтегруючи, одержи­
мо (1).

Д р у г и й  сп осіб . Нехай {си (С)}^° ~ ортогональ­
на система функцій на множині Г з мірою сір (С), при­

чому !  с2и (С)ф(С) =  Ъ- Приймемо 
г

к І
м о  = Ьі = Ха *Сі/ ̂ ;

у —о у = 0

Ы с с . Ы с с . .
На основі зображення (1) одержуємо систему рів­

нянь

шіп (к,1)
^ 2  = вКі (4)
У—О

для послідовного знаходження коефіцієнтів лінійних 
форм (3). Якщо задати одну з послідовностей {ркк}^ 
чи старших коефіцієнтів, то всі інші коефі­
цієнти визначаються з (4) однозначно.
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Третій спосіб. Нехай {рі/(С)}о° ~ ортогон&ль- 
на система алгебраїчних многочленів степеня и на 
множині Г з мірою сір (£). Приймемо: {ак (С)}^° ~ до­
вільна система алгебраїчних многочленів степеня к,

і
к  (0  = ХиіР,/ (о  • (5)

и=0
На основі зображення (1), позначивши

J  р» (С) о-к (С) Ф  (С) = ш„к,
г

одержуємо систему рівнянь

7o 0 ... 0 \
0 7i •.. 0

(9)

o 0 . 7 n /

Систему рівнянь (4) можна записати у вигляді 
матричного рівняння

РпСпЯп = Нп, (10)

з якого на основі властивості визначника добутку ма­
триць, враховуючи значення визначника кожної ма­
триці, для визначника д(Н п) матриці Нп маємо

і
У  ̂ — $kl (б)
и=0

для знаходження коефіцієнтів лінійної форми (5). 
Оскільки UJvk =  0 при V  >  к .  то (6) є системою лі­
нійних рівнянь трикутного вигляду.

Теорема. Д ля існування моментного зображе­
ння

ski = J  ак (С) к  (С)Ф(С)
г

заданої послідовності С  С на відшукуваній
множині Г С  С з мірою <і/х(С) етіа відшукуваними 
функціями а/с (£) і Ьі. (£) вигляду

k
dk (С) = ^P vkC viQ ,

u=0

l
bi (o  = Х ^ с л о ,

v=0

в якому числа ру\с і уУі є комплексними, функції 
си (() утворюють ортогональну систему на мно­
жині Г з мірою др, необхідно і достатньо, щоб ма­
триця

(5оо S о і ... Son \
510 5ц ... Sjn І (7)

5п 0 5п і  ... Sn n  /
була невиродженою для кожного п =  0, 1, 2... Якщо 
задано одну з послідовностей {р/с/с}о° чи то
моментне зображення єдине.

□ Доведення. Вираження підінтегральних 
функцій моментного зображення у вигляді лінійних 
форм ортогональних функцій дозволяє застосувати 
засоби матричного числення

Необхідність. Нехай функції ак (С) і bi (Q мають 
вигляд (3). Розглянемо матриці

(  Poo 0 . 0 \

Poi P l i  . .. 0

\  Pon P in  - Pnn

Qoo Qoi ••• QOn \
0 9 i i  • Qin

V o 0 •• Qnn /

( 8 )

д(Нп) — П Рі/і/'Уі/ЯілуV—0

Оскільки лінійні форми (3) мають порядки від­
повідно к і /, то діагональні елементи матриць Рп і 
С̂П відмінні від нуля, тобто руу ф 0 І дуу ф 0 при 
V = 0, 1,2...,п; уу ф 0. Тому д(Н п) ф 0, тобто ма­
триця Нп є невиродженою.

Достатність. Нехай матриця Нп є невиродже­
ною. Розглянемо матриці Рп і (2п з (8) та Сп з (9). 
На основі теореми про розкладання квадратної ма­
триці на трикутні множники існує нижня трикутна 
матриця РпСп і верхня трикутна матриця <3П або ни­
жня трикутна матриця Рп і верхня трикутна матри­
ця Сп(^п такі, що є істинним співвідношенням (10), 
причому

Р 0090070 =  5 оо ф 0 ,

PvvQvvlv
б {Ну) 

d (Н у-і)
Ф 0, V =  1,2...,п.

Тоді Руу ф 0, Ууу ф 0, ~іу ф 0 при V  =  0 ,1 ,2 , . . . ,  щ
лінійні форми (3) мають порядки відповідно & і£ та 
зображають відповідно функції ак (С) іЬі (С).

Співвідношення (10) можна записати у вигляді 
системи рівнянь (4). Якщо задано одну з послідов­
ностей {р/с/с}д° чи ? т0 (4) є сумісною систе­
мою лінійних алгебраїчних рівнянь, функції а*, (() і 
Ьі (С) визначаються однозначно. Тоді для знайденої 
множини Г і міри др моментне зображення (1) буде 
єдиним. ■

II. Побудова інтегральних зображень 
функцій

Нехай задано послідовність , члени якої зоб­
ражено у вигляді (1) принаймні одним способом з за­
даною мірою сір на заданій множині Г, а також послі­
довності {Рк}™ і {эд}£° комплексних чисел та послі­
довності {<р& (г)}£° І {фі (гг)}^° функцій відповідної 
комплексної змінної. Приймемо

оо

fl (z ) = ^P kS k iP k  {z), z Є D; (p; s; ip) (11)
k= 0
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Проблема моментів для подвійних числових послідовностей

оо
9k{w) = w £ D t (g;s;ifi), (12)

1=0

A(z\C) = E  Pkdk(O Vk(z),
k=o (13)

zeD (p;a;< p), C Є Г 

-В (го; С) =  Е  9ік (ОФі (tu).
(=° (и )

м  Є -О (д; 6; гр) , £ є Г
Підставимо (1) в (11) і (12). При умовах підсумо­

вування ряду інтегралів та з врахуванням (13) і (14) 
одержуємо інтегральні зображення

/< (*) =  У  А  (г; С) к  (С) гід (С), * Є. Д; (А; Ь) (15) 
г

9к М  =  У  В (ю; С) ак (С) гід (С). » £  Д й (В; а) (16) 
г

Якщо області Ві і Д/ чи Вк і Дк перетинаються, 
то інтегральні зображення (15) чи (16) продовжують 
зображені рядами в (11) чи (12) функції з областей 
Ві чи Вк на ті частини областей Д* чи Д*, які не 
містять точок областей Ві чи Вк відповідно. 

Приймемо далі,

оо
Р(г;'ш) = '^291ії{г)фі(у}), (г;и>) Є В (д ;/ ; ф) (17) 

/=0

оо
Є(г;м)=ІГрк9к{™)<Рк(г), (г;гу)€£>(р;д;<д). (18)

к=0
Підставимо (15) в (17) та (16) в (18). При умо­

вах підсумовування ряду інтегралів та з врахуван­
ням (14) і (13) відповідно одержуємо інтегральні зо­
браження

В(г;ш) = / Л ( 2;С)В(гу;С)Ф(С) = 'С(2;ги),
г 19)

( г ;» ) £ Д  (А ;В ).

Підставимо (11) в (17) та (12) в (18). При умо­
вах перетворення повторних рядів до подвійного ря­
ду маємо

оо оо
F(z;w ) = y£ 'L P k q iS k m ( z ) ^ i ( w )  = G(z;w). (20) 

к=о 1=0

(г;гу) Є В  (р; д; в; ір; ф ).

Якщо відповідні області В  і Д перетинаються, то 
інтегральні зображення (19) продовжують зображені 
рядами в (17) і (18) та в (20) функції з областей В

на ті частини областей Д відповідно, які не містять 
точок областей В.

Запропоновану систематизацію методу моментів 
побудови інтегральних зображень функцій можна за­
стосувати в теорії спеціальних функцій. Інтеграль­
не зображення функції можна розглядати також як 
формулу для знаходження значення інтеграла, який 
цю функцію зображає.

Інтегральне зображення (19) суми ряду в (20) 
можна одержати безпосередньо. Для цього члени 
подвійної послідовності в (20) зображаємо у вигля­
ді (1) і при умовах підсумовування подвійного ря­
ду інтегралів та вираження подвійного ряду через 
повторні ряди враховуємо позначення (13) і (14). 
Потреба в появі рядів (17) та (18) обумовлена можли­
вістю одержання співвідношення між спеціальними 
функціями на основі рівності сум цих рядів, а та­
кож можливістю зображення інтегралом суми ряду 
без попереднього її знаходження чи можливістю зоб­
раження рядом значення інтеграла без попереднього 
його знаходження.

П риклад . Нехай вкі -
1

-, де к = 0, 1, 2,...,
( к + а ) 1+ь ’

І = 0 ,1, 2,..., Rea > 0, Reb > 0. На основі означення 
гама-функції маємо

1
( к  +  а ) 1+Ь

1
Г (1 + Ь))

J  X ^ - ' e - ^ + ^ d x .
0

Тому члени заданої послідовності можна зобрази­
ти у вигляді (1), в якому

ак (х) =  е~кх, М *) = ^ ,

dp (х ) — x b~ 1e~axdx , Г == (0; оо).
Нехай рк = 1, <fik(z) =  zh, qi =  1, ярі (го) = wl. Тоді 

00 zk
// (*) =  ] £ ] —----- Zi+ь = Ф (г ;о ;/ + 6), \z\ < 1,

0 + a)

4k(w) =
W

^ (fc + a)l+b (k + a)b_1 k + a - w '  

|tr| < |fc +  a; I

ОО
A(z-,x) = J 2 e~kXz

B (w ;x) = J 2 f

fc=0

oo l l
—  Xі wl

ex — z \z\ < 1,

1F1 (1 ;b;wx)
, w Є C.

£ : г (і +ь) г  (ь)

Одержуємо відоме інтегральне зображення

Ф (z; a; I + b)
1

T(l + b)

OO

I
Xl + b - l e - ( a - l ) x

ex — Z
d x ,

|arg (1 -  z)I < 7Г,
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та відому формулу

J  х ъ гег (к+а')хр 1 (і- b; wx) dx = 
о

Г (Ь)
(к + a )b_1

1
к + a — w'

w ф к 4- а.

Далі маємо

F  (г; w) = ^  Ф (z; a; I -f 6) tt/, G (2; w) = ^
J = o k=0 ( H a f  1 (k -f a — w )’

' (2; ”’) =  Щ  /  =  G (z;»).

Для іншого набору послідовностей {р/с} °̂ і {^}^° 
коефіцієнтів та послідовностей {<^ (г)}^° і (гт)}^ 
базових функцій в побудові послідовностей {/і (2)}^° 
і І9к Н } 0°° твірних функцій при тому ж моментному 
зображенні одержуємо інші інтегральні зображення.

Способи побудови узагальнених моментних зо­

бражень подвійних числових послідовностей і спосо­
би вибору коефіцієнтів та базових функцій для побу­
дови твірних функцій відкривають привабливі пер­
спективи одержання інтегральних зображень спеці­
альних функцій чи знаходження значень інтегралів 
від спеціальних функцій.
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