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Розглянуто системи поліномів, що є інтегральними перетвореннями Мелліна (зі степе­
невими ядрами) функцій, аналітичних у нескінченно віддаленій точці. Досліджено умови 
зображення поліномів і біортогональних з ними функцій у вигляді контурних інтегралів. 
Вивчаються також достатні умови розвинення аналітичних функцій у ряди за системами 
поліномів. Наведено приклади розвинення функцій в ряди та побудову розв’язків рівнянь 
з частинними похідними.
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Вступ

Біортогональні системи функцій комплексної 
змінної та методи розвинення аналітичних функцій 
за біортогональними системами функцій вивчаються 
у роботах [2-5, 8]. У роботах [2, 3, 8, 9] розгляну­
то окремі класи систем поліномів (послідовність ча­
стинних сум степеневого ряду, системи інтерполяцій­
них поліномів, системи многочленів Фабера, системи 
гармонічних многочленів та інші) і досліджено до­
статні умови розвинення аналітичних функцій за 
цими системами. У зопропонованій роботі дослідже­
но системи поліномів, що є перетвореннями Мелліна 
аналітичних функцій.

І. Властивості систем поліномів і 
біортогональних з ними функцій

В л асти вість  1. Нехай виконуються умови (2), 
(4)- Тоді справедлива формула

р п і2) =  J  (Ь + 2*)п7 (*) (5)
г 

де
оо

=  (6 ) 
к —0 1

аналітична функція в області |£| > а; Г коло
| £| = Яі (а < Лі < оо).

□ Доведення... Через умови (2), (4) ряд (6) рів­
номірно збігається в області | £ | > а\ > а і, відпо­
відно, функція 7 (£) аналітична в області |£| > а. 
Підставивши вираз (6) функції 7 (£) у праву части­
ну формули (5), одержимо

Розглянемо у комплексній площині систему полі­
номів [9]

Pn {z) = Y ^ C knakbn' kzk ( 1)
k—0 п—0

Вважаємо, що коефіцієнти поліномів задовольня­
ють умови:

2^  J  {b + zt)n^{t)dt =
г

р ТІ оо
^  Е Е ^ гг ‘ - ‘й

Jr  r=0k=0

6 / 0, сц /  0

гНоII-4Є (2)

Ит \ / W  =  А 
ос V к\

(0 ^  А < оо) (3)

і, якщо А — 0, то

lim  \/\ak\  — cl (0 < а < оо). (4)/с—+ОО

Наведемо основні властивості системи (1).

Зазначимо, що інтеграл у формулі (5) задає [3] 
перетворення Мелліна функції 7 (£).

В ластивість 2. Нехай виконуються умови (2), 
(3). Тоді твірна функція системи поліномів (1 ) зо­
бражується у вигляді добутку двох функцій

00 ХП
р  (2,і) =  ^2 ~іРп ^  = Гі (г<) еН' піп=0
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де
ос

я и  = Е£**
к=0  К '

аналітична функція в області І2! < ъ-
□ Доведення. Змінивши порядок підсумову­

вання у виразі суми добутків поліномів з відповідни­
ми степенями комплексної змінної £ одержимо вираз 
твірної функції

° °  +п ° °  п п , ип—к

ЕЬ*<*>
„ = 0 П - п = 0 к = 0 К-(П К ) -

tnzk =

ЕЕ
к—0 п=к

афп—к

Щ п -к ) \
tnzk =

= E i T ( ^ E S , ” ' ’ F ' ^ e“ -к=0
к\ тп—0

m l

Аналітичність функції ід (г) випливає з 
умов (2), (3). ■

В ластивість 3. Справедливі такі оцінки:

В ластивість 4. Нехай виконуються умови (2). 
Тоді система поліномів (1 ) повна і незалежна у 
просторі функцій /  (г) Є Е л , аналітичних у крузі 
\г\ < Я (0 < і? ^  оо).

□ Доведення. Через умови (2) функції гк 
(/с = 0, оо) однозначно виражаються через поліноми 
Рп (г) і тому [3] система (1) повна і незалежна у про­
сторі Ел- Ш

Природно виникає задача розвинення функцій в 
ряди за системою поліномів (1). Спочатку знайде­
мо залежність степенів гк від поліномів системи (1). 
Шукаємо їх у вигляді

к

гк = ~ ^ Ск9к-пРп{г). 
ак ---п

Підставивши сюди вирази поліномів і прирівняв­
ши коефіцієнти біля степенів гк, знайдемо систему 
рівнянь для визначення коефіцієнтів дії (к = 0, 1,...)

\Pn (z) \< M n \A ? \z \n e x p ( J ^ j ,  (7)

якщо виконуються умови (2), (3) і А ф 0;

|Р„(2)| <тп(а£|г| + |6|)" (8)

якщо виконуються умови (2), (4), де М, т  =  const, 
ає = а + є, Ає =  A -J- є, є -  як завгодно мале додатне 
число.

□ Доведення. Оцінюючи вираз поліномів (1) 
з урахуванням співвідношення (3), записаного у ви­
гляді ^  ^  М А к, одержимо нерівність (7),

п 9 к - г { 1, п = к, 
О, п ф к .

Враховуючи тут формулу [7]

£ ( - 1  )к- ТСгкС? = 6пк,
Г—П

0 )

( 10)

де 8пії = 1 при п — к і 5пк =  0 при п ф к ,  одержимо 
розв’язки дк = ( - Ь)к (к =  0,1,...). Отже, степені гк 
виражаються через поліноми за формулою

|Pn ( z ) K ^ C 'nfc|afc| | 6r fc|z 'fe
к=0

п л к \ и п - к
\z\k

fc=О (n -  к) !

J L  An- к  \и\к

M n \J 2
К  |Ь| Iг , п - к

к=О к\

к=О  

оо

« « . м г и - Е ^ Д і
к—О

М п\А ” |г| exp I Ъ\
A Jzl

Нерівність (8) одержимо з (1) з урахуванням нерів­
ності \ak\ ^  так. Дійсно,

\Pn ( z ) \ ^ j 2 Cn \ak \ \ b r k \z\k =
к=0

1 к
zk = ± y 2 Ck(~ b )k~nPn(z). (П)

а к ЇҐо

Тепер, нехай функція /  (z) аналітична в крузі 
|г| < R  (0 < R  < оо), f (z )  є E r ,

п=0 ПІ
(12)

Знайдемо формальне розвинення цієї функції за 
системою поліномів (1). Підставивши вирази степенів 
(11) у формулу (12) і змінивши порядок підсумову­
вання, одержимо

71=0

оо /  оо

к—0

п ! а-п
к—0 \ п —к

Ввівши тут позначення

= т ^ С как |Ь|
к—0

к |z|fc = т (ає |г| +  |6|)" . Lk( f )  =  Е
п —к

/ (п) (0) Ск (-Ь )п~к 
п\ ап

(13)
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матимемо

f { z ) ~ Y t-Lk ( f ) P k ( z ) . (14)
к-О

Якщо існує границя

dr-\~k
= 1 (0 < / < оо), (15)

то функції

w  = E
с Ц - Ь ) ' - к x

П .„  7.П  + 1
{к =  0, 1,...) (16)

п—к

аналітичні в області \г\ > І і співвідношення (9) мо­
жна подати в інтегральній формі

2 й / Р“ (г)ад ( " ) *  =  {  0,
ті = к,
п ф к ,

де Г -  додатно орієнтоване коло ■ \г\ = # і
(І < Яі < Я), що охоплює особливі точки функцій
^  ( г ) .

Коефіцієнти розвинення функції /  (г) за систе­
мою поліномів також можна записати в інтегральній 
формі

ь к ( /)  = /  /  (з) ^  (*) гіг. (17)
г

Отже, у випадку існування системи біортогональ- 
них функцій (16), кожній функції / ( 2), аналітичній 
в області 121 < Я (/ < і? ^  оо), можна поставити у 
відповідність ряд (14) за системою поліномів (1), ко­
ефіцієнти якого визначаються за формулою (17).

Відзначимо основні властивості системи функцій, 
біортогональних з поліномами систем (1).

Властивість 5. Нехай виконуються умови (2), 
(3). Тоді існує формула

tktp ( і )  dt
UJk (z) = — [

2 т г ї  J (z +  bt)&-}-l

-1  dk
(18)

k\bk+l dtk (tkif{t))
t = - -

де
і

r—0 artr+ 1
(19)

1

НЯ

ведливе за умови < 1, одержимо формулу (16).

О с к іл ь к и  | £| =  Я \  і, відповідно, \г\ >  ви­
бравши Н\ = — Ь є, де є > 0 -  достатньо мала ве- 

а
личина, знайдемо \г \ > — + є \Ь\. Через довільність

а
величини є, формула (18) справедлива в області

\г \ > І = — . ■а

Властивість 6 . Справедливі оцінки:

М  (  |Ь|
I (2) І ^

k \Ак_є \z \к+ 1 exp
A -є \z\

(20)

якщо виконуються умови (2), (3);

т
\vk(z)І <

(а -£ \z\ -  |Ь|)к+І ’ (21)

якщо виконуються умови (2), (4), де М ,т  = const; 
А-є = А — є; а -£ — а — є.

□ Доведення. Оцінивши вираз функції (16) з

урахуванням нерівності > М \А к_є (Мі = const), 
яка випливає з умови (3), одержимо таку нерівність:

с ; +к( - ь у  і
\ик {г) І = £

г—0

1 °° 
ш Т .к \М г= 0

a r -\-k z r + k+ 1

\ь\г 1 s'
r  \а \:+£к |* |Г+*+1 "

\ К 1
. <

<

1

£
г—0 1

оо
\Ь\

к IM iAtg  |z |fc+1 r^o r ! V ^ -e lz l

1 (  16|
k \M xA k_e \z\k+l ЄХР \A -e \z \

Звідси випливає оцінка (20).
Через умови (4) маємо нерівність |а&| > т \ак_є. 

Оцінивши вираз функції (16) з урахуванням цієї не­
рівності, одержимо оцінку

- аналітична функція в області Щ > Г -  коло
а

|*| =  Я і ( Д і >  1
V а ,

□ Доведення. Аналітичність функції у? (£) ви­
пливає з умов (2), (3). Підставивши функцію (19) 
у формулу (18) і врахувавши при цьому розвинєн- 

1 1 ( — Ьі\
4 “ ) • якеспра‘

К  (z)| =
г—0 ar+k zr+ k + 1

€

^  і  ^ C k+ k \b\r і

"  То! ar+k |z ]r+*+1 mi (а_£ [z| — |6|)/е+1 ■

| Ь |яка справедлива за умови----- —т < 1 .3  цієї нерівно-
а~є \z\

сті випливає нерівність (21). ■
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II. Розвинення аналітичних функцій
Формулу (17) для визначення коефіцієнтів розви­

нення аналітичної функції f  (z) за системою поліно­
мів (1) запишемо з урахуванням подання (18) у ви­
гляді

Ьк =  2тгї /  ̂  ^  Шк ^  =

klbk+1
‘ - f

dz.

Зробивши тут заміну 2 =  — Ьі і зінтегрувавши к 
разів за частинами, одержимо ще таку формулу:

r ( n _ t l г _ 1 _ [ І і ш ф m  ,  Lk ( f ) ~  klbk 2жі J  dtk *k( t )dt (22)

де

Фк (t ) = Ё
1

п=к antn~k+l

головна частина ряду функції tk(f (t); Г* -  додатно
1

орієнтоване коло |  ̂| = і?і > -  ̂ .

Якщо функція /  (г) задана степеневим рядом 
(12), то врахувавши формулу (16) у виразі (17) для 
коефіцієнтів ряду цієї функції за системою поліномів 
( 1 ) ,

Ьк ̂  = гЬ/ (Х) І2 =

= Е Е
Ck {-b)n~k f ^  (0) 1

г—0 п —к

одержимо формулу

г\ап 2 т■ /  —  і J Zr~ n + 1

ы я  = Ё
CkJ (0)(-Ь)п—к

п —к
nlan

(23)

< ¥ л  v  _ _ і _  v  Е Ч а м
-  M l ^ 0 {R o A ^)n ^ o (п - к ) \ к \

= М ехр £
п—к

■Ґ, ( Ъ А - 'Г
Ё - М - — А*

n=0 к=0

-М  ехр Ж .
А М )  ^ ( Л о А . , ) "  & ( * ) !Е " Z ,  Ш ! е ~к lz\n~k <

<М  ехр /  \Ь\ \  ^  /  АеИ \ n f y  1 (  [61 \
U , w ; n̂ 0 v ^ - J  £ $ ( * ) ! U . M /

= Mexp 2 |Ь|
Ає \z\

Ae \z\
RqA - є

-1

При виконанні умови —— — < 1 одержані тут ря- 
А —є1 \о

ди збігаються і, відповідно, рівномірно збігається ряд 
(24) в області \г\ < Я. Л

Зауважимо, що за умов теореми система поліно­
мів (1) базис в просторі Ец  [6].

Т еор ем а 2. Нехай виконуються умови (2), (4) 
і f  (z) Є E r < R  ^  оо^. Тоді для функції /  (z)

в крузі \z\ < R — справедлива формула (24), в якій 
коефіцієнти ряду визначаються за формулами (22).

□ Доведення. Оскільки степеневий ряд (12) 
функції /  (z) рівномірно збігається в області N  <
< Ro (0 < До < R), формально перетворивши його з 
урахуванням формули (11), одержимо формулу (14). 
За умовою члени послідовностей і коефіцієнти відпо­
відних рядів задовольняють такі нерівності: т \ак_є ^

< м  ^  т ійк, ^  ^  ^  (ті, М 0 = const).

Врахувавши їх і нерівності (8), (21) під час оцінюва­
ння суми ряду (14), одержимо

Т еорем а 1. Нехай виконуються умови (2), (3) 
і А ф 0. Тоді для функції /  (г) Є Ея  (0 < Й < ос) 
справедлива формула

у *  / (п)(0)
2-* п !

f  c k(-b) ,—k
— Pk(z)

f  (г) = Е  Lk ( f tpk (z) - (24)
k=0

де Lk ( /) -  коефіцієнти, що визначаються за фор­
мулою (23).

□ Доведення. Оцінимо суму ряду 
у правій частині формули (14). За умо­
вою існують нерівності M \A k_E ^

1/ ^  Мо (0 < Д о < Д , М і = const). Враху-
k . Rq

вавши їх і нерівності (7), (20) при оцінці суми ряду 
(14), знайдемо

< М гА*

g  /(п)(0) £  с к (-ь)п- кГк (г)
п—0 к= 0

< м £ n T c k\ b r k (ae\z\ + \b\)k
к=0

ає \z\ + 2 \b\
Rqcl- є

п

За умови \г\ < ~  “  | ^ )  сУма Цього ряду існує.
Отже, ряд (24) рівномірно збігається і його сума до­
рівнює /  в області |г| ^  її — ■

Н асл ідок  1. Нехай виконуються умови (2), (4). 
Тоді система поліномів (1) -  базис в просторі цілих 
функцій.

Цей результат випливає безпосередньо з теореми, 
якщо врахувати, що ІЇ=оо.
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П риклад  1. Розглянемо систему поліномів (1) 
для випадку =  1. Тоді за формулами (1) і (19) 
знайдемо

Рп(г) = ^ 2 ф п~к2к = (г + Ь)п , <р{і) = - ф .
к=0 1 1

За теоремою 2, якщо /  (г) Є Е я (і? > 2\Ь\), то ряд 
(24) рівномірно збігається в області \г\ < Я -  2|6|. 
Формула (22) для коефіцієнтів розвинення функції з 
урахуванням подання

сю .. сю

ф»(*) = Е т г а  = Е
1

к—п к=0 і - 1 ’

набуде вигляду

М Я
( - 1)" 1 г а п/ ( - ы )  1
п \Ьп 2 тї ї

(~1)п
п\Ьп <ііп і=1

Мп * -  1

_  1 <Г7(-Ь)
п! бЬп

сіі =

Отже, ряд функції за системою поліномів {(г + Ь)п} 
є рядом Тейлора.

П риклад  2. Розглянемо систему поліномів (1), 
утворених за формулою (5) з використанням фун-

оо
кції 7 (і) =  Ь п ^  = -Ь п  (1 -  }) = Е  (ШУіг й - То-

к=0
ді ак =  і за формулами (5) і (19) знайдемо

Д °°
р" «  =  Е т ги„  {к + 1) 'к—0 ) хі~о

(25)
к  -Т 1 і

і ґ 0 ^ +1 (*- і ) 2 '

Нехай /  (г) ціла функція. Врахувавши вираз функції

іх  /,ч к  +  1 к  4- ті +  1
ф" ^ )  = ^ т і т а г  = Х ! - і + і ....

к—п к=0
-+

< - і  (і - і)2’

коефіцієнти ряду функції /  (г) обчислимо за форму­
лою (22)

1 г<1 пп - ы )
<кп Ф „ ( і )  СІІ =

1 1 /  
п! ( - 6)" 2тгг /

1 Г<іп/ ( - М )
(ІІп

п 1

ГГТ + ( і - 1)2
СІІ =

п! (—6)п 2 т 1

п\ (-6 )” 2тгг У

<*"/(-*>*) 1 
сЙп і -  1

1 [ й пП -Ы )  1
(* -  1):

гбЬ =

п ! ( - 6)х
п <ГП-Ы) гі*+1/(-М ) '

1
П !

б^п ^ п+1 £=1

бЬп+1

Отже, якщо /  (г) ціла функція, то за теоремою 2 її 
розвинення за системою поліномів (25) має вигляд

оо

п—0

■ (Г /(-Ь )  Д п+1/ ( - 6)п — ---------- 0
сІгп (Ігп+ 1

Рп (г) .

III. Застосування до розв’язування 
д и ф е р е н ц іа л ь н и х  р ів н я н ь  з  ч а с ­
тинними похідними

Розглянемо диференціальне рівняння з частинни­
ми похідними з поліноміальними коефіцієнтами

к к—г

ЕЕ
г=0 1=0

а1гх  2+/
дг+1и

дх\дх {2
0, (26)

де х \ ) Х2 -  дійсні з м ін н і; еф -  дійсні числа.
Розв’язки рівняння (26) зображуються [1, 10] у 

вигляді контурних інтегралів

и = ф т  У  К ( х і + х 2і )7 (і) <іі, (27)

де К  (г) -  функція, що визначається з крайових умов 
задачі; Г -  замкнутий контур у комплексній площи­
ні, що охоплює особливі точки функції у (і); 7 (£) -  
сингулярний розв’язок диференціального рівняння

Е ( - і )і5 ? ^ Е “'" г('" г' і = °- ««>
1=0 т=0

Для випадку розвинення функції К  (г) у степене­
вий ряд розв’язків відповідної крайової задачі можна 
подати у вигляді суми ряду за системою поліномів 
вигляду (1).

П риклад  1. Знайдемо розв’язок диференціаль­
ного рівняння

д 2и  , ч д 2и  д 2и

(-00 < Х \  < Н ,  ОО < Х2 < оо), 

який задовольняє граничну умову 

V (/і,ж2) = / ( х 2),

(29)

(ЗО)

де /  (х2) = 52 -  ціла функція.
к—0

Диференціальне рівняння (28), що відповідає рівнян-
гі2

ню (29), набуде вигляду (7 (і? -  (р + д) і + рд)) = 0.
Його сингулярний розв’язок такий:

. . . І  1 ^ 1
7<,) =  Г 7  + П 7  =  Е “ц е ї г (31)

48 М а т е м а т и к а



Розвинення аналітичних функцій за системами поліномів типу Мелліна

де ак = Рк + Як.
Розв’язок рівняння (29) шукаємо у вигляді контур­
ного інтегралу (27), в якому Г - коло Щ = > & =
= тах{р, д}. Функцію К (г) шукаємо у вигляді суми 
ряду

оо
К  (хі +  Х2Ь) = ^ 2  (#1 + Х2Ї)к • (32)

к=0

Підставивши формулу (27) у граничну умову (ЗО), 
одержимо інтегральне рівняння відносно функції 
К ( г )

27гї /  К  ^  +  Х2І) 7 М =  /  (Я2) (33)
г

або, врахувавши подання (32) і ввівши поліноми

Звідси маємо (£) — ері 4- еді — їк,
4-4 /с!

оо 

к—0
біортогональні з поліномами (34),

fc!
ік . За формулою (16) запишемо функції,

и к (2) =  £
C k (-h ) п —к

уП+1
п —к

(37)

Система поліномів (34) задовольняє умови теореми 2 
І, тому, коефіцієнти розвинення ЦІЛОЇ функції / ( £ 2) 
за цією системою визначаємо за формулою (23)

м я  =  £
п —к

Ck ( -h )n~k f  <га> (0) 
п !ап (38)

-Р* (/і, х2) =  2 7  У  (л + х2І)А: 7 (і) dt =

Г (34)

=  Е  сха* - - ^ ,
г=0

запишемо його у вигляді

оо
^ 8 кРк (к ,х  2) = /(аг2). (35)

Отже, побудова розв’язку рівняння (33) зводиться до 
відшукання коефіцієнтів 5/е (& = 0, 1,...), тобто, роз­
винення функції / ( £ 2) за системою поліномів (34).
Запишемо це розвинення у формі (24),

оо

/ ( * 2) =  Х > * ( / ) * И М  2). (36)
к—0

Розглянемо систему (34) у комплексній площині і за­
пишемо її твірну функцію

і ґ 00 рк

т ’*) = ^ у  7(<)Л =

= еЛ€г Ь  /  е*гЄ *7 ^  л  = (еРЖ2* + е<гі2Ї) е^ -
Г

Таким чином розв’язок задачі (29), (ЗО) з урахува­
нням зображень (27) і (32), а також рівності 5^ = 
= Ьк ( /) , що випливає з формул (35) і (36), запише­
мо у вигляді

Lk ( f \ ( x  1 + i 2t ) S W dt —

1 f
= 2 r i ' l 2 Lk(f') J (xi + x2t)kl ( t )  dt

k—0 j-v

або oo
U = Y , L k (f)P k (x i ,x 2). (39)

k=0

Тут коефіцієнти Ьк ( /)  визначаємо за формулою (38) 
і введено поліноми за двома змінними

Рк {х \,х 2) = 2 7  J  (^1 + x 2t)ki  (t) dt =
Г

к
= Y , CkOrX,r rX2 -

г—0

(40)

Перевіримо виконання граничної умови (ЗО). Підста­
вивши формули (38), (40) у вираз розв’язку (39) і 
прийнявши Х \  = /і, а також врахувавши формулу
(10), одержимо степеневий ряд функції /  (£2)-
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EXPANTION OF ANALITICAL FUNCTIONS 
BY THE SYSTEMS OF MELLIN TYPE POLYNOMIALS

M. Sukhorolsky
Lviv Polytechnic National University 

12 S. Bandera Str., 79013, Lviv, Ukraine

The system of polynomials which are integral transformations of Mellin functions (with power 
kernels) being analytical in infinitely distant point is considered in the paper. Condition of 
polynomials and biorthogonal to them functions in the form of contour integrals are investigated. 
Sufficient conditions of functions expansion in series by polynomials are also studied. Examples 
of functions expansion in series and construction of solutions of equations with partial derivatives 
are presenting.
K eywords: biorthogonal system of polynomials, contour integral, series by polynomials.
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