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In article exposition of decision of task of joining led to lapp in the process of work of 
resonance vibration lapping machine with the angular oscillations of lapping disk is given. The 
mathematical description of process of joining led to lapp was conducted with the use of the 
approximated functions of Heaviside and Dirac. The calculations were conducted with the use 
of number method.

Постановка проблеми. Одним з шляхів перевірки роботи та технологічних можливостей будь- 
якої машини є її математичне моделювання, яке дає змогу наближено спрогнозувати поведінку машини. 
Чим точніше буде відтворена математична модель, тим реальнішими будуть результати. Точність від­
творення залежить від багатьох чинників: використовуваного математичного апарату та забезпечення, 
методу обчислень, можливостей комп’ютера.

Так, математичний опис роботи резонансної вібраційної притирочної машини з кутовими 
коливаннями притира вимагає використання функцій Хевісайда та Дірака в системах диферен­
ціальних рівнянь другого порядку. Аналітичне розв’язання таких систем диференціальних рівнянь є 
надзвичайно громіздким, тому необхідно використовувати числові методи розв’язання. Однак чис­
лові розв’язання, як показує практика, з використанням ідеалізованих функцій Хевісайда та Дірака 
дають значну похибку під час обчислень. Основною причиною цього є неспроможність застосо­
вуваного методу обчислень адекватно реагувати на стрибкоподібні імпульси.

Отже, розв’язуючи числовим способом задачі з використанням функцій Хевісайда та Дірака, 
було експериментально виявлено, що математичні методи не можуть адекватно обробити ідеа­
лізовані функції Хевісайда та Дірака. Результат того — неправильний розв’язок системи дифе­
ренціальних рівнянь.
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Аналіз останніх досліджень. Аналіз літературних джерел не виявив конкретних матеріалів, 
що висвітлюють розв’язання числовими способами задач миттєвого приєднання тіла, в нашому ви­
падку водила, до коливної маси — притира. Однак з курсу математики відомо, що стрибкоподібні 
функції, які складно обробляти числовими методами, можна апроксимувати [1], тим самим згла­
дити різкі перепади. Така заміна функцій в багатьох випадках дає змогу вирішити проблеми обчис­
лень з використанням стрибкоподібних функцій. Саме цей матеріал автори застосовували для отри­
мання коректних результатів числових розв’язань систем диференціальних рівнянь другого порядку 
з використанням функцій Хевісайда та Дірака.

Задачі досліджень. У статті автори постараються отримати коректний розв’язок системи 
диференціальних рівнянь другого порядку, що описує взаємодію водила та притира під час роботи 
двомасової вібраційної притирочної машини з кутовими коливаннями притира з використанням 
апроксимованих значень функцій Хевісайда, Дірака та здійснити порівняльний аналіз отриманого 
числового розв’язання з розв’язанням тієї самої задачі з використанням ідеалізованих функцій 
Хевісайда та Дірака.

Складання математичної моделі двомасової механічної коливної системи вібраційної при­
тирочної машини з кутовими коливаннями притира. Механічна коливна система вібраційної 
притирочної машини є двомасовою, що складається з двох коливних тіл — притира 1 та реактивної 
маси 2, що мають моменти інерції відносно центральних осей симетрії відповідно Jnp та J p (рис. 1).

Коливні тіла під дією вимушуючого моменту M (t) = P r sin cot (де Р — амплітудне значення 
електромагнітного зусилля; г — радіус розташування електромагнітних віброзбудників; (0 — колова 
частота вимушених коливань; t — час) здійснюють антифазні кутові коливання в дорезонансному 
режимі з резонансним налагодженням z = 0 .94 ...0 .98 . Притир та реактивна маса з’єднані 
пружною системою 4 з жорсткістю скр при крученні. На систему діють дисипативні сили, для чого 

вводиться коефіцієнт в’язкого опору |Д .
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Рис. 1. Фізична модель двомасової механічної коливної системи вібраційної притирочної машини
до (а) та після (б) приєднання водила, 

де: 1 — притир, 2 — реактивна маса, 3 — водило,
4 — пружна система, що працює на кручення

Під час роботи притирочної машини періодично здійснюється приєднання та від’єднання во­
дила 3, що зумовлено її принципом роботи. Момент інерції водила відносно центральної осі си­
метрії становить .Івод . Враховуючи, що у вібромашині встановлена обгінна муфта односторонньої
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ДІЇ, вважатимемо, що водило повністю приєднується до притира та від’єднується в моменти, коли 
притир змінює напрямок коливань (в двох крайніх положеннях руху притира).

Плоска модель двомасової вібраційної притирочної машини має два ступені вільності за уза­
гальненими координатами: Фі, Ф2 » Де Фь Ф2 — відповідно кутові коливання притира та реактив­
ної маси.

Система диференціальних рівнянь, що описує двомасову модель притирочної машини, в якій 
у момент т до притира приєднується водило, матиме вигляд:

j (Jnp +  J вод • Ф (* - t ))p i +  *вад ■ S (t  -  т ) -  Ф, +  Скр (ф ! -  ф 2 ) +  ц (ф ! -  ф 2 )  =  Р  • r  S in  © t ;

I  J p^2  +  с кр(ф 2 - Ф і) +  р (<І>2 -  Ф і)  =  - Р  • Г s in  © t ,

де ф ( ї  -  т )  —  ф ункція  Х ев іса й д а , т у т  т  —  ч ас п р и єдн ан н я  в оди ла; 5 ( t  -  т )  —  ф ун к ц ія  Д ір ак а .

Наведемо числове розв’язання поставленої задачі з використанням програмного забезпечення 
MathCAD 2000 Professional. В математичну модель (1) були підставлені такі параметри механічної 
коливної системи:

J p =  8 0  к г - м 2 ; 1 п р = 8 0 к г - м 2 ; І в о д = 4 0  к г - м 2 ; ©  =  3 1 4  р а д / с ;  z  =  0 .9 6 ;  т  =  0 .2  с;

скр -
( J .J  ̂•'р Jnp

+ Jnp>и
Н / м ;  Р  =  4 0 0 0 0  Н ; г =  0 .5  м ; ц  =  2 0 0 0  к г /м .

Використовувалося таке описання для функцій Хевісайда та Дірака:

Функція Хевісайда:

Ф (0 0  i f  t  <  т

1 o th e r w is e

D ir a c ( t )  :=

Функція Дірака: 

0  i f  t  <  т

0  i f  t  >  т

1 o t h e r w is e

(2)

Рис. 2. Закон руху притира ф| (і) за узагальненою координатою в моменти 

до та після одиничного приєднання водила

Розв’язана задача з використанням двох функцій для розв’язання диференціальних рівнянь 
Якасіарі (метод Рунге—Кутга зі змінним кроком) та БМТг (метод Розенброка) [2], які дали однакові 
результати. Так, використовуючи функцію 8іїіїг з такими параметрами: сумарний час коливань
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Т = 1.4 с , дискретність розбиття сумарного часу коливань п = 1000 , закон руху притира за узагаль­

неною координатою ф| в моменти до та після одиничного приєднання водила зображено на рис. 2.
Як видно з рис. 2, використовуючи ідеалізовані функції Хевісайда та Дірака, числовий роз­

в’язок у вигляді графіка відтворюється некоректно. Причиною цього є неспроможність викорис­
товуваного числового способу адекватно обробити ідеалізовані стрибкоподібні функції.

На думку авторів, одним з шляхів, як виявилось, правильним, вирішення поставленої про­
блеми є заміна функцій Хевісайда та Дірака відомими апроксимованими значеннями [1]:

Функція Хевісайда: Функція Дірака:

Ф (0  :=
\г)

і • а1аі£и-((і-т))]  Бігас^)
ц

ч л х . [ і  + (и-І-и-т)2]

де и — коефіцієнт апроксимації. Так, залежно від значення и функції Хевісайда та Дірака, 
якщо т = 0.5 набудуть вигляду, зображеного на рис. 3.

Рис. 3. Графіки апроксимованих значень функцій Хевісайда (а) та Дірака (б) залежно
від коефіцієнта и

Необхідно відзначити, що згладження функцій не можна сприймати як відхід від реальних 
процесів, оскільки приєднання та від’єднання коливного тіла також відбувається не моментально. 
Тому зглаження якраз і можна приймати як ділянки, на яких тіла, що зчіплюються, одне відносно 
другого проковзують.

Замінивши ідеалізовані функції Хевісайда та Дірака їх апроксимованими значеннями, та вико­
ристовуючи ту саму функцію ЗііТГг з такими параметрами: Т = 1.4 с , п = 1000 та и = 1000, закони
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руху притира та реактивної маси за узагальненими координатами відповідно ф], <р2 в моменти до 
та після одиничного приєднання водила зображено на рис. 4.

0.02 т

я>і(0

- 0.02 ± -

- 0.02 х
б

Рис.4. Закони руху притиру ф і(ї) (а) та реактивної маси ф2 (і) (б) за узагальненими координатами в 
моменти до та після одиничного приєднання водила, якщо и = 1000

Як видно, у такому разі числові методи адекватно реагують на апроксимовані значення стриб­
коподібних функції з низьким значенням коефіцієнта апроксимації и .

Якщо розрахувати закон руху притира за узагальненою координатою Ф і(0 , якщо и = 10000 

та и = 100000, графіки набудуть вигляду, зображеного на рис. 5. Некоректність відтворення 
результатів обчислень свідчить про те, що чим більше апроксимована функція буде наближатись до 
ідеалізованого значення, тим більша похибка буде при обчисленнях.
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Рис. 5. Закони руху притиру за узагальненою координатою и ф| (і) при и -  ЮООО (а) та пРи (0) в 
моменти до та після одиничного приєднання водила

Висновок. Отже, запропонований підхід до розв’язання системи диференціальних рівнянь 
другого порядку, що описує взаємодію водила та притира під час роботи вібраційної притирочної 
машини з кутовими коливаннями притира з використанням функцій Хевісайда та Дірака дає змогу 
математично грамотно отримати правильний результат. Це уможливлює майбутнє ширше дослі­
дження поставленої задачі.
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