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Як вiдомо, дисконтування цiнового активу V (t) в момент часу t > t0 (в моделi
неперервного нарахування вiдсоткiв) вiдбувається за формулою

V0 = V (t)e−r(t−t0). (1)

Тут r > 0 визначає фiксовану ставку вiдсоткiв. У реальностi вiдсоткова ставка
не є сталою, тому її моделюють певною стохастичною величиною. Тодi значення
у виразi (1) слiд усереднити за часовою реалiзацiєю вiдповiдного стохастичного
процесу

V0 = V (t)
〈
e
−

∫ t
t0

r(w(τ))dτ 〉
w
, (2)

де
〈
. . .
〉
w

вказує на зазначене усереднення.
Для моделювання динамiки процентної ставки часто використовуються мо-

делi Мертона (I) i Васiчека (II), якi задаються наступними стохастичними ди-
ференцiальними рiвняннями:

(I) dr = µdt+ σdw; (II) dr = β(µ − r)dt+ σdw. (3)

Тут dw позначає стандартний вiнерiвський процес, де випадкова величина dw
розподiлена за нормальним законом з параметрами

〈
dw
〉
= 0,

〈
(dw)2

〉
= dt.

Якщо розглянути розбиття часового вiдрiзка [t0, t] n точками ti (i = 1 . . . n), то
усереднення в (2) можна записати у виглядi
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де позначено ∆wi = wi − wi−1, ∆ti = ti − ti−1 (tn+1 = t). Iнтегрування в (4)
здiйснюється за вiдомою мiрою Вiнера.

При застосуваннi формули (2) необхiдно знайти розв’язки стохастичної змiн-
ної r(w(t)) з рiвнянь (3) вiдносно w(t). Iнтеграл в експонентi (1) слiд представити
iнтегральною сумою узгоджено з (4). Iнший спосiб — здiйснити замiну змiнної
вiнерiвського процесу згiдно рiвнянь (3). В результатi для множника у фор-
мулi (1) можна отримати таке представлення

P (r0, t, t0) =
〈
e
−

∫ t
t0

r(w(τ))dτ 〉
w
=

∫ ∞

−∞
P (r, r0, t, t0)dr . (5)
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P (r, r0, t, t0) =

∫ (r)

(r0)
Dµ(r)J exp

(
−
∫ t

t0

r(τ)dτ
)
. (6)

Тут позначено Dµ(r) — мiра iнтегрування, а J — якобiан переходу до змiнної r. В
результатi обчислень на основi формул (5), (6) отримуються вирази для часової
структури процентної ставки, якi були отриманi також iншим шляхом [1, 2].

Недолiком зазначених формул є те, що в них допускаються вiд’ємнi значення
процентної ставки (r ∈ R). Наслiдком цього є, зокрема, неправильна асимпто-
тика P (r0, t, t0) за часом t ≫ t0. Для обмеження областю лише додатнiх зна-
чень процентної ставки (r ∈ R+) необхiдно враховувати граничнi умови. Спосiб
врахування граничних умов стає очевидним, якщо представити P (r, r0, t, t0) (6)
у виглядi

P (r, r0, t, t0) =

∫ ∞

−∞
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dri
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−
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ri∆ti

)
, (7)

де K(ri, ri−1, ti, ti−1) позначає умовну ймовiрнiсть на часовому промiжку ∆ti =
= ti − ti−1 стохастичного процесу. Задання граничних умов для умовних ймо-
вiрностей процесу дозволить обмежити значення r в допустимiй областi змiни.
Так, зокрема для процесу Мертона (для спрощення покладемо µ = 0) умовна
ймовiрнiсть з умовою Дiрiхлє в точках ri = 0 визначається формулою

KD(ri, ri−1, ti, ti−1) = K(ri, ri−1, ti, ti−1)−K(−ri, ri−1, ti, ti−1). (8)

Тодi для велиичини (7) отримаємо

PD(r, r0, t, t0) =

∫ ∞
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n∏

i=1

KD(ri, ri−1, ti, ti−1) exp
(
−
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)
. (9)

Врахування граничних умов не дозволяє представити вираз в правiй частинi (9)
в експонентнiй формi, що вiдповiдно ускладнює розрахунки. В роботi для
PD(r, r0, t, t0) отримано таке iнтегральне представлення

PD(r, r0, t, t0) = P1(r, r0, t, t0)− P1(−r, r0, t, t0), (10)

P1(r, r0, t, t0) = exp
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2
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2
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)∫
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2
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)
exp
(
−
∫ t
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|L(τ)|dτ
)
.

(11)
Тут L(τ) вiдомий лiнiйний функцiонал вiд q(τ). Наявнiсть модуля у (11) суттєво
ускладнює обчислення iнтегралу.
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