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Нехай R — область головних iдеалiв з одиницею e 6= 0. Позначимо: In —
одинична (n × n)-матриця; 0n,m — нульова (n × m)-матриця; Rn,m i Rn,m[λ] —
множини (n × m)-матриць над R i кiльцем многочленiв R[λ] вiдповiдно. Для
матрицi B ∈ Rn,n через b(λ) = det(Inλ − B) позначимо її характеристичний
многочлен.

Кажуть, що матриця B ∈ Rn,n є квадратним коренем iз матрицi A ∈ Rn,n, як-
що B2 = A. Аналiтично задача про знаходження коренiв 2-го степеня iз матрицi
над полем комплексних чисел добре вивчена. Зокрема, в [1] детально описана
структура коренiв iз матрицi A в термiнах клiток Жордано. Проте задача про
описання квадратних коренiв матриць при переходi до довiльного поля або ко-
мутативного кiльця з одиницею значно ускладнюється (див., напр. [5]).

Очевидно, що знаходження квадратних коренiв iз матрицi A ∈ Rn,n рiвно-
сильне пошуку розв’язкiв матричного рiвняння X2 = A. На пiдставi узагальне-
ної теореми Безу ( [1], [4]) матриця B ∈ Rn,n є квадратним коренем iз матрицi A
тодi i тiльки тодi, коли для матрицi A(λ) = Inλ

2 −A ∈ Rn,n[λ] iснує зображення
у виглядi добутку A(λ) = (Inλ−B)(Inλ+B). Таким чином, знаходження квад-
ратних коренiв iз матрицi A рiвносильне пошуку лiнiйних унiтальних дiльникiв
Inλ−B iз многочленної матрицi A(λ).

Нехай матриця B ∈ Rn,n iз характеристичним многочленом det(Inλ − B) =

= b(λ) = λn + b1λ
n−1 + · · · + bn є розв’язком матричного рiвняння X2 = A. Iз

рiвностi A(λ) = (Inλ − B)(Inλ + B) отримуємо detA(λ) = b(λ)̃b(λ). В цьому
зв’язку пошук квадратних коренiв iз матрицi A ∈ Rn,n роздiлимо на частини.
Спочатку вкажемо розклади detA(λ) у виглядi detA(λ) = b(λ)̃b(λ), де b(λ) ∈
R[λ] — унiтальний многочлен степеня n. Потiм будемо шукати лiвий дiльник
Inλ−B ∈ Rn,n[λ] iз характеристичним многочленом b(λ) для матрицi A(λ).

З огляду на вищесказане матрицi A(λ) = Inλ
2−A та многочлену b(λ) = λn+

+ b1λ
n−1 + · · · + bn поставимо у вiдповiднiсть матрицi (див., напр. [2])

M =




In 0n,n −A 0n,n . . . . . . 0n,n
0n,n In 0n,n −A 0n,n . . . 0n,n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0n,n . . . . . . 0n,n In 0n,n −A
In Inb1 Inb2 . . . . . . Inbn−1 Inbn



∈ Rn2,n(n+1),

N =
[
Inb1 Inb2 +A Inb3 . . . . . . Inbn−1 Inbn

]
∈ Rn,n(n+1).
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Нижче через dA(λ) позначатимемо н.с.д. мiнорiв (n − 1)-го порядку матрицi
A(λ) ∈ Rn,n[λ]. Основним результатом цього повiдомлення є наступна теорема.

Теорема 1. Нехай визначник матрицi A(λ) = Inλ
2 − A ∈ Rn,n[λ] допускає

зображення у виглядi добутку detA(λ) = b(λ)̃b(λ), де b(λ) = λn + b1λ
n−1 + · · ·+

+ bn ∈ R[λ]. Якщо
(
b(λ), b̃(λ), dA(λ)

)
= e, то для матрицi A iснує квадратний

корiнь B ∈ Rn,n iз характеристичним многочленом det(Inλ − B) = b(λ) тодi

i тiльки тодi, коли матрицi

[
M

0n,(n+1)n

]
i

[
M
N

]
лiвоеквiвалентнi, тобто коли

лiвi форми Ермiта цих матриць збiгаються. Якщо матриця B iснує, то вона
однозначно визначена характеристичним многочленом b(λ).

Зауважимо, якщо за умов Теореми 1 матриця B iснує, то на пiдставi резуль-
татiв iз робiт [2] i [3] отримуємо метод її знаходження. Крiм цього, iз Теореми 1
отримуємо наступнi наслiдки.

Наслiдок 1. Нехай визначник матрицi A(λ) = Inλ
2 −A ∈ Rn,n[λ] допускає

зображення у виглядi добутку detA(λ) = b(λ)̃b(λ), де b(λ) = λn + b1λ
n−1 + · · ·+

+ bn ∈ R[λ]. Якщо
(
b(λ), b̃(λ)

)
= e, то для матрицi A iснує квадратний корiнь

B ∈ Rn,n iз характеристичним многочленом b(λ) тодi i тiльки тодi, коли

матрицi

[
M

0n,(n+1)n

]
i

[
M
N

]
лiвоеквiвалентнi, тобто коли лiвi форми Ермiта

цих матриць збiгаються. Якщо матриця B iснує, то вона єдина iз заданим
характеристичним многочленом b(λ).

Наслiдок 2. Нехай визначник матрицi A(λ) = Inλ
2 − A ∈ Rn,n[λ] допускає

зображення у виглядi добутку detA(λ) = b(λ)̃b(λ), де b(λ) = λn + b1λ
n−1 + · · ·+

+ bn ∈ R[λ]. Якщо dA(λ) = e, то для A iснує квадратний корiнь B ∈ Rn,n

iз характеристичним многочленом b(λ) тодi i тiльки тодi, коли матрицi[
M

0n,(n+1)n

]
i

[
M
N

]
лiвоеквiвалентнi, тобто коли лiвi форми Ермiта цих мат-

риць збiгаються. Якщо матриця B iснує, то вона єдина iз заданим характе-
ристичним многочленом b(λ).
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