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Поняття одинично-регулярного елемента ввела Г. Ерлiх. Згiдно з працею [1],
елемент кiльця R називають одинично-регулярним, якщо x = xux для деякого
оборотного елемента u ∈ R. Ерлiх назвала кiльце одинично-регулярним, якщо
всi його елементи є одинично-регулярнi. Такi кiльця iнтенсивно вивчають як
важливий клас регулярних за фон Нейманом кiлець. Паралельно Нiколсон ввiв
поняття чистого елемента та чистого кiльця [4]. Цi класи кiлець мiстяться в класi
кiлець з властивiстю замiни, якi вiдiграють важливу роль у некомутативнiй тео-
рiї кiлець i модулiв. П. Вамош дослiджував так званi 2-добрi кiльця, де кожен
елемент є сумою двох оборотних елементiв. Дослiджено деякi класи одинично-
регулярних та чистих матриць над дуо-кiльцем та введено поняття майже оди-
ничного стабiльного рангу 1 i майже 2-доброго кiльця для дуо-кiльця. Доведено
iснування таких кiлець i вказано їхнiй зв’язок з iншими класами кiлець, зокре-
ма з адекватними справа, якi узагальнюють комутативнi адекватнi областi [2,
3]. Усюди пiд кiльцем R розумiтимемо асоцiативне кiльце з вiдмiнною вiд нуля
одиницею. Позначимо через U(R) групу оборотних елементiв кiльця R.

Означення 1. Дуо-кiльцем називають кiльце R, в якому кожен правий, чи
лiвий iдеал кiльця є двобiчним.

Означення 2. Елемент a кiльця R називають адекватним справа, якщо для
довiльного елемента b ∈ R iснують такi елементи r, s ∈ R, що a = r ·s, rR+bR =
= R, i для такого довiльного елемента s′ ∈ R, що sR ⊂ s′R 6= R, виконується
умова s′R+ bR 6= R.

Означення 3. Кiльце R називають правим (лiвим) кiльцем Безу, якщо кож-
ний скiнченно породжений правий (лiвий) iдеал є головним. Праве та лiве кiльця
Безу називають кiльцем Безу.

Означення 4. Кiльце Безу, в якому довiльний ненульовий елемент є адекват-
ним справа, називають адекватним справа кiльцем.

Означення 5. Якщо довiльна 1 × 2 (2 × 1) матриця над кiльцем R володiє
дiагональною редукцiєю, то кiльце R називають правим (лiвим) кiльцем Ермiта.
Праве i лiве кiльця Ермiта називають кiльцем Ермiта.
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Теорема 1. Нехай K — дуо-кiльце Ермiта. Матриця A =

(
a b
0 0

)
є

одинично-регулярною в кiльцi R = M2(K) тодi i тiльки тодi, коли iснує iдем-
потент e ∈ K i унiмодулярний рядок (a′, b′) ∈ K2 такий, що (a, b) = e(a′, b′).
Зокрема, якщо K — нерозкладне кiльце, тодi єдиними ненульовими одинично-

регулярними матрицями в R з нульовим другим рядком є

(
a b
0 0

)
, де (a, b) —

унiмодулярний рядок.

Теорема 2. Нехай a ∈ K — чистий елемент. Тодi для довiльного b ∈ K матри-

ця A =

(
a b
0 0

)
є чистою в R.

Означення 6. Кiльце R називають 2-добрим кiльцем, якщо довiльний елемент
в R є сумою двох оборотних елементiв.

Твердження 1. Нехай R є дуо-областю Безу. Нехай a — ненульовий необо-
ротний елемент в R i b — такий елемент в R, що aR + bR = R. Тодi образ еле-
мента b за канонiчного гомоморфiзму R→ R/aR є оборотним елементом. Якщо
aR + bR 6= R, то образ елемента b за канонiчного гомоморфiзму R → R/aR є
дiльником нуля.

Теорема 3. Нехай R — дуо-область Безу i нехай елемент a є таким адекватним
справа елементом областi R, що 2R + aR = R. Тодi фактор-кiльце R/aR є 2-
добрим кiльцем.

Означення 7. Кiльце R називають майже 2-добрим кiльцем, якщо для дея-
кого такого ненульового необоротного елемента a ∈ R, що 2R + aR = R кiльце
R/aR є 2-добрим кiльцем.

Згiдно з теоремою 2, адекватна справа область є прикладом майже 2-доброго
кiльця. Тому справедлива така теорема:

Теорема 4. Адекватна справа область є майже 2-добрим кiльцем.
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