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Національний університет “Львівська політехніка”, кафедра інформаційно-вимірювальних технологій,  
вул. С. Бандери, 12, 79013, Львів, Україна 

Розглянуто моделювання вимірювання розмірів частинок оптичним методом, що ґрунтується на розсіянні 
світла частинками порошку. Показано результати застосування методу статистичного усереднення до 

розв’язання інтегрального рівняння, що виникає у разі застосування вибраного методу. 

Рассмотрено моделирование измерения размеров частиц оптическим методом, который основан на ефекте 
рассеяния света частицами порошка. Показано результаты применения метода статистического 
усреднения к решению интегрального уравнения, которое возникает при применении этого метода. 

The simulation of measuring of particle size distribution based on light scattering method is considered. The results of 
solving integral equation obtained from the method using statistical averaging are shown. 

Вступ. Вимірювання характеристик порошко-
подібних матеріалів є важливим у багатьох галузях 
науки та техніки. Вимірювання розмірів частинок 
необхідне для виготовлення різноманітних клеїв, лаків, 
фарб, медичних препаратів тощо. Інформація щодо 
розмірів частинок потрібна також  для дослідження 
властивостей аерозолів, для визначення та контролю 
запиленості приміщень. У цій статті розглянуто 
моделювання визначення розмірів частинок, в 
розумінні знаходження  функції густини ймовірності 

 a  випадкової величини a, де  a – радіус частинки, 

для вимірювання розмірів сферичних частинок. У 
першому наближенні можна припустити, що форма 
частинок, які досліджуються, є сферичною. Моделю-

вання вимірювання  a  ґрунтується на використанні 

оптичних методів, а саме на кутовій залежності 
інтенсивності розсіяного світла від властивостей самих 
частинок.  

 

Постановка задачі. Необхідно визначити  a  
для значень a, що коливаються в межах від 1 до 20 

мкм. Прикладом частинок, розміри яких лежать в цих 
межах, є аерозолі та високоякісні цементи [1]. Модель 

визначення  a  фактично не залежить від розмірів 
частинок, які досліджуються. Межі зміни радіуса a 
були вибрані, з урахуванням задач вимірювання 
розмірів частинок цементів та аерозолів, а також 
зумовлені довжиною хвилі наявного He-Ne лазера  
λ = 0.76 мкм. 

Всі параметри електромагнітної хвилі, що можуть 
бути виміряні без застосування специфічного 
обладнання, зводяться до визначення складових 
вектора Стокса [2]. До його складу входять I – 
інтенсивність світла, та Q, U, V – складові, що 
визначають стан поляризації світлового пучка. Для 

визначення  a  достатньо володіти інформацією 

стосовно розподілу інтенсивності розсіяного світла 
залежно від кута спостереження. 

Наступним кроком у визначенні функції  a  є 
розв’язання інтегрального рівняння, що пов’язує 
інтенсивність світла, розсіяного всіма сферичними 

частинками, з  a . Це рівняння має вигляд: 
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де Is(θ) – індикатриса інтенсивності розсіяного світла 
залежно від кута θ, K(θ,a) – інтенсивність світла, 
розсіяного частинкою радіусом a при куті θ, c та d – 
межі зміни радіуса a. 

Теоретичні основи. Для моделювання просторо-
вої залежності  розподілу інтенсивності або, іншими 
словами, індикатриси розсіяного світла, необхідно 
вибрати відповідну математичну модель розсіяння 
світла частинками. Оскільки розглядається випадок 
сферичних частинок, то для моделювання розсіяння 
світла необхідно використовувати теорію Мі, що точно 
описує розсіяння світла однією кулькою. Для того, щоб 
уможливити застосування теорії Мі у разі розсіяння 
світла багатьма кульками, необхідно припустити, що 
кульки розсіюють світло незалежно одна від одної. Це 
означає, що відстані між кульками є значно більшими за 
їхні діаметри. У [3]  показано, що кульки розсіюють 
світло практично незалежно одна від одної вже тоді, коли 
відстань між їхніми центрами перевищує чотири їхні 
діаметри. Уникнути занадто близького розташування 
частинок можна, варіюючи вміст частинок, що 
перебувають в зваженому стані, а також перемішуючи їх 
безпосередньо перед виконання вимірювань. 

Оскільки світло розсіюється сферами незалежно, 
то загальна інтенсивність розсіяного світла дорівню-
ватиме алгебраїчній сумі інтенсивностей світла, роз-
сіяного кожною кулькою. Оскільки частинки зосе-
реджені у невеликому об’ємом, а розсіяне світло вимі-
рюється на значній відстані, можна вважати, що кути 
макроскопічної сферичної системи координат збі-
гаються з відповідними кутами систем координат 
кожної частинки. Для визначення інтенсивності світла 
розсіяного окремою частинкою звернемося до теорії Мі. 

Інтенсивність світла дорівнює модулю вектора 
Пойнтінга: 

*
SS HES


                                  (2) 

Es – напруженість електричного поля, Hs
* – 

комплексно спряжена напруженість магнітного поля. 
Вираз для Es та  Hs з теорії Мі має вигляд: 
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де μ та μ1 – магнітна проникність середовища та 
частинки відповідно, jn та hn – нормовані сферичні 
функції Бесселя першого та третього роду відповідно, 

N
Nm 1 , де N1 та  N – показники заломлення 

частинки та середовища відповідно; 


 aNx 


2
, 

де а – радіус частинки, λ – довжина електромагнітної 
хвилі, Ne1n, Mo1n, No1n та Me1n – векторні сферичні 
гармоніки, що дорівнюють: 

1 ˆ ˆcos (cos ) ( ) sin (cos ) ( )o n n n n nM z e z e              

1 ˆ ˆcos (cos ) ( ) sin (cos ) ( )o n n n n nM z e z e                                   (4) 
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де 



sin

1
n

n
P

 , а 



d
dPn

n

1

 , та 1
nP  – приєднана функ-

ція Лежандра, )(nz – одна з сферичних функцій 

Бесселя, ρ = kr, де k – хвильовий вектор, r – координата 

r,  eeer ˆ,ˆ,ˆ  – одиничні вектори в сферичній системі 

координат.   
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Пристосування вибраної теорії та основні 
припущення. Варто зазначити, що ми розглядаємо 
розсіяне електромагнітне поле у так званій віддаленій 
зоні – тобто на відстанях, значно більших від розмірів 
частинок, що досліджуються. Це зумовлено тим, що 
розміри частинок, з якими ми маємо справу, лежать у 
межах від одиниць до сотень мікрон, розташування 
чутливого елемента на таких відстанях є достатньо 
складною задачею. 

Рівняння (2) з урахуванням (3)–(7) зводиться до 
вигляду: 
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Для визначення  a  достатньо моделювати 
зміну інтенсивності залежно лише від одного кута – θ. 
Другий координатний кут φ для спрощення виберемо 
таким, що дорівнює нулеві. Одержимо у такий спосіб 
вираз для ядра K рівняння (1) : 

   2
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                (9) 

На цьому етапі досліджень ми володіємо лише 

неповною інформацію про  a . Відомо, що  a , 
визначена на проміжку  від 0 до ∞, має скінченну 
кількість екстремумів; її значення не менші від нуля; 
вона обмежена згори деякою константою C та задо-

вольняє умові нормування:  



0

1dxx . Для 

моделювання скористаємося відомими розподілами, 
що мають вищеперелічені властивості. Такими розпо-
ділами, є, наприклад: розподіли Накагамі, Релея, χ2  
тощо. У цій статті розглянуто розподіли Накагамі та χ2. 

Моделювання. Праву частину рівняння (1) от-
римують, вимірюючи індикатрису розсіяного частин-
ками світла. На етапі математичного моделювання 
можна лише розрахувати індикатрису розсіяного 
світла.  

Для обчислення IS(θ) перейдемо до дискретного 
аналогу рівняння (1), використавши одну з квад-

ратурних формул. Для спрощення виберемо формулу 
прямокутників. Зазначимо, що вибір квадратурної 
формули не порушує загальності, оскільки під час 
моделювання похибка від апроксимації рівняння (1) 
будь-якими квадратурними формулами дорівнює 
нулю. 

Після розрахунку IS(θ) введемо певне збурення. 

Отриману залежність позначимо )(~
SI . 

Існує кілька можливостей збурення IS(θ): 
a) Додавати до кожного значення  IS(θ) випадкову 

величину, розподілену за певним законом, що 

змінюється в межах  )θ(III SSiS max)()(~
   

 )θ(III SSiS max)()(~
  ; 

b)  Додавати до кожного значення IS(θ) випадкову 
величину, розподілену за певним законом, що 
змінюється в межах  

 iSiSiS θIII   )()(~
, 

де δ – значення відносної похибки, max(IS(θ)) – 
найбільше значення інтенсивності розсіяного світла,   
IS(θi) – i-те значення IS 

На нашу думку, фізично найправдоподібнішим є 
варіант b.  

Далі будемо розв’язувати рівняння (1), викорис-

товуючи )(~
SI . Випадкову величину δ будемо вва-

жати розподіленою за рівномірним законом  межах 
±3%. 

Хоча й відомо, що рівняння (1) є некоректною 
задачею [4], спробуємо розв’язати його, звівши до 
системи лінійних алгебраїчних  рівнянь. Залежність 

похибки визначення  a  від розмірів частинок 
показані на рис. 2. Як видно з рис 1, найбільші зна-

чення похибки визначення  a  виникають, якщо 

значення цієї функції є малими, а саме для розподілу 

Накагамі за розмірів частинок 1..3 мкм   06.0a , а 

в межах 15..20 мкм   07.0a , для розподілу χ2 в 

межах 15..20 мкм   008.0a .Спроба статис-
тичного усереднення одержаних результатів привела 
до результатів, що зображені на рис. 2 та в табл. 1 та 2. 
Як видно з рис 3 та табл. 1 та 2, за певної кількості 
вимірювань можна досягти прийнятної точності, для 

таких a, для яких значення  a  має практичний 
інтерес. 
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Рис. 1. Залежність похибки визначення  a  від розмірів частинок:  

а – подання  a розподілом Накагамі; б – подання  a розподілом χ2 

 
Рис. 2. Залежність похибки визначення  a  від розмірів частинок у разі статистичної обробки (усереднення) 

одержаних результатів. Залежність  a  апроксимовано так:  а – розподіл Накагамі; б– розподіл χ2 

             
Рис. 3. Залежність похибки визначення  a  від розмірів частинок у разі статистичного усереднення виміряних 

значень інтенсивності розсіяного світла. Залежність  a  апроксимовано так: а – розподіл Накагамі; б – розподіл χ2 
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Таблиця 1 

Похибки визначення  a   

при моделюванні  a  розподілом Накагамі 

Проміжок значень a, 
мкм 

Середнє значення відносної похибки, 

% 

250 вибірок 500 вибірок 1000 вибірок 

1 – 20 10.97 6.92 5.23 

2 – 15 2.59 2.07 1.28 

2 – 11 1.59 1.58 0.87 

2 – 8 1.95 1.26 0.94 

Таблиця 2 

Похибки визначення  a   

при моделюванні  a  розподілом χ2 

Проміжок значень a, 
мкм 

Середнє значення відносної похибки, 
% 

250 вибірок 500 вибірок 1000 вибірок 
2 – 20 19.49 22.49 17.71 
2 – 15 4.39 4.04 3.63 
2 – 11 2.85 2.72 1.17 
2 – 8 0.86 0.80 0.52 

 
Приблизно такі самі результати отримано внас-

лідок обробки початкової інформації – інтенсивності 
світла, розсіяного частинками. Це можна пояснити 
тим, що рівняння (1) лінійне. Результати такої обробки 
подано на рис. 3. 

Висновки. Виконане моделювання цілком під-
тверджує адекватність вибраного методу розв’язання 
інтегрального рівняння, що вимагає накопичення 
результатів великої кількості незалежних вимірювань 
за значних витрат часу. Інші підходи до розв’язання 

цього рівняння будуть розглянуті  у наступних 
роботах.  
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Mishchenko Larry D. Travis Andrew A. Lacis  “Scattering, 
Absorption, and emission of Light by Small Particles Revised 
electronic edition // Goddard Institute for Space Studie. – New 
York, 2004. 4. Тихонов А.Н., Гончарский А.В., Степанов В.В., 
Ягола А.Г. Численные методы решения некорректных задач. – 
М., 1990. 
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