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або вищу. У випадку збільшення складності НМ вдасться помітно (у 2-3 рази) підвищити 
точність відтворення інтерполяційних точок за рахунок зниження точності для екстра­
поляційних.

3. Для НМ ФМТФ існує можливість підвищення екстраполяційних властивостей 
за рахунок модифікацій передатних функцій нейронів, зокрема шляхом використання 
апроксимаційних ортогональних поліномів.
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Національний університет "Львівська політехніка"

Встановлено нескінченність множини простих значень квадратного поліно- 
ма за умови, що цей поліпом має хоч би два різні прості значення і якщо дискри­
мінант такого квадратного полінома -н е  квадрат цілого числа. Доведено гіпо­
тезу АШшщеля.

The infinity of a set ofprime numbers of a square polynomial Is established, provided 
that this polynomial has even two different simple significances and if  a discriminant 
of such polynomial» not guadrate of an integer Is proved A. Schinzel conjecture.

У системі RSA з відкритими ключами при кодуванні інформації необхідно вико­
ристовувати великі прості числа. Доцільно ці прості числа вибирати не з усього нату­
рального ряду, а в деяких його нескінченних підмножинах, зокрема -  в множині всіх 
значень деякого квадратного полінома.

Нехай а -  натуральне, a b -  ціле число, 0 <Ь<а. Доведення теореми про те, що 
в кожній арифметичній прогресії, різниця якої а взаємно проста з першим значенням b, 
є нескінченна множина простих чисел, тобто конгруенціяр = ô(mod а) має нескінченну
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множину простих розв'язків, отримано Діріхле. За допомогою цієї теореми можна 
довести твердження: якщо арифметична прогресія + = 0, 1 ,2 ,... має хоч би два
прості з н а ч е н н я рід,р<д, то така прогресія має нескінченну множину простих значень.

Для доведення достаньо показати, що числа і -  взаємно прості і застосувати 
потім до прогресії згадану теорему.

Дійсно, я к щ о р = ах + Ь,д = ах + Ь, то припустимо протилежне і нехай Ь = а
= гаг,гФ  1. Тоді р = г(ахі + Ь),д = г(ах2 + Ь), звідки, оскільки 1 і ах2 +
Ф 1, в силу нерівності р ф д,випливає, що якщо р і д -  прості числа, то = 1, що 
суперечить припущенню.

Отже, простих чисел в арифметичній прогресії -  нескінченна множина, якщо 
простих чисел ця прогресія має хоч би два. Аналогічним твердженням можна 
встановити нескінченність множини простих значень квадратного полінома, за умови, 
що цей пол іном має хоч би два різні прості значення і якщо дискримінант такого полінома 
-  не квадрат цілого числа.

Нехай на інтервалі [(У, У] визначені ф у н к ц і ї і  і 7(^).
Означення 1. Якщо для всіх С, з інтервалу [%, г|] с  [II, V] функції #(£,) і /фД) або 

обидві -  спадні, або обидві -  зростаючі, або одна з них -  зростаюча, а друга -  спадна 
і виконується одна з нерівностей для всіх С;. або Я(Д) і /фС). або /:/(С) < ЛС), то назвемо 
# ( 0  і ЛС) одностайно монотонними функціями на інтервалі й  г|].

Розглянемо квадратний поліном, який має вигляд

Дх) = Ах  ̂+ Вх + С, (1)

де А > 0, В, С -  цілі, х -  натуральна змінна.
Дискримінант полінома (1) позначимо 4 два числа і 8 -  взаємно

прості, якщо їх найбільший спільний дільник (сі, 8) = 1. Якщо над полем цілих чисел 
розвинення Дх) = Р(х)<2(х), де Р(х) і (){х) -  поліноми, неможливе, то ПОЛІНОМ/(х) -  
незвідний, в протилежному випадку-звідний.

Якщо поліном (1) -  звідний, тобто Лх) (Кх + Ь)(Мх + И), то множники + 1  і 
Мх + /Vодностайно монотонні при х > [г], де г = (М-  Ь)І(К -  М), [г] -  ціла частина 2, К 
Ф М. Виконавши тоді заміну змінної* = у+  й  з полінома (1), отримаємо інший поліном 
g(y) = (Ку + Щ] + 1)(Му + М[г\ + К),множники якого -  одностайно монотонні при у >
1. Тому, не зменшуючи загальності, за умови звідності полінома (1) надалі будемо 
вважати його множники одностайно монотонними функціями при* > 1.

Лена 1. Якщо поліном (1) має більше двох різних простих додатних значень, то 
він незвідний.

Доведення. Навпаки, нехай в умовах теореми поліном (1) -  звідний. Тоді 

/(*) = Р(х)()(х), де Р(х) і ()(х) -  одностайно монотонні при * > 1.

Виберемо при п> 3, 1 < к< п,\ <1<п, 1 < три довільні
прості значення полінома (1 )АХ)  ~Рк< /(*,) = р1 </(*„,) при 1 і розглянемо
зростаючу послідовність

= -Р„е а г = -Рр = = - ! , « . =  \ ,а ь =рк,а 7= Рр а8 = рт. (2)
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Оскільки fix) = P(x)-Q(x), то в (2) існує зростаюча підпослідовність ау <
1 < v < 8,1 < X <8,1 < ц < 8, v \ ф 1, ц * 1, у Фр, що Р(*) = де j  = к, І, т; = у Д , р і тоді

P j (3)

Але з (3) випливає, що в (2) не існує відповідної підпослідовності b. = £?(*), щоб 
на проміжку [* ,,*J множники Р(х) і Q(x)були одностайно монотонними. Суперечність 
доводить лему 1.

Теорема І. Якщо D= t2,де (#0- ціле число, і поліном ( і)  має не менше двох 
різних простих значень, то цей поліном має тільки два різні прості значення.

Доведення. Якщо D = t2, то поліном (1) -  звідний. Нехай при значеннях змінної*, 
< *2 < ... < хп поліном (1) має прості значення р  ...<рп. Припустимо, що > 3.
Тоді в силу леми 1 він незвідний. Суперечність доводить, що поліном не може мати 
більше двох різних простих значень. В силу умови це означає, що поліном має тільки 
два різні прості значення. Теорема 1 доведена.

Теорема 2. Якщо поліном (1) має тільки два різні прості значення, то цей поліном
-  звідний.

Доведення. Нехай Д1) = р< /(х0) = q -  тільки два прості значення полінома (1). 
Інші значення -  складені і, оскільки поліном -  квадратний, то для кожного натурального 
*Х*) = ( Мх + N)(Kx + X), де І + а ! * 1, І L | * 1 ,  якщо * Ф 1, *0. Знайдемо 
коефіцієнти М, N,K,Lі покажемо, що це -  цілі числа. Нехайp = uv,q = £г), де и, v, rj
-  цілі числа. В силу р < qможна прийняти, що и< Тоді мають місце рівності:

М+ N = и,Мх0 + N = ^;K  + L = v,Kx0 + L = r],

з яких знаходимо:

А/ = (^ -  и)/(х0 -  1), N = ( -  £)/(*„ -  1),

А' = (Л v)/(.r. -  1), L = -  г|)/(*0 -  1), 

Х*)(*о -  1 У = (? -  и)(т| -  v)*2 + Bjc + С0, (4)

де

в 0 = (5 -u) (vxo - В) - Ol -  о -

Со = (шо -  & (vx0 В )

Оскільки рівність (4) виконується для кожного*, то існує рівність

Я(*0- 1 ) 2 = й - М) ( л - у ) ,  (5)
або еквівалентна до неї

Ах2 -  2Ах0 + А~ ( -и)(ц v) = 0, (6)

яка означає, що відповідне квадратне рівняння має цілий корінь *0. Тоді

A(t;-u)(r] - v )  = A \  (7)

де 4Д2 -  дискримінант (6).
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Нехай (£, -  и,Г| -  у) -г- ціле число. Припустимо, що г  > 1. (Випадок 0 -  
неможливий, оскільки з (7) випливає, що існує єдина можливість для множників в цій 
рівності: £ ,- и> 0, г) -  V >0 ). Тоді -  и = \г, \  ^ -  и\ х\ -  V = \іг, \і < ц -  V і ч (1)
випливає, що Акр-г2 = А2, тобто г  | Л2, а г ІД. Це означає, що А = 5 < А, а з (7)
отримуємо рівність АХр = 52, яка відповідно до принципу нескінченного спуску не може 
існувати разом з (7). Отже, припущення невірне і = 1, тобто (% -  г] -  у) = 1. Тоді, 
оскільки А = МК, то [(^ -  м)(г| -  т)]2/(х0 -  І)2 = А2. Це означає, що х0 1 ділить або т]
-  V, або %-и, тобто всі коефіцієнти М, А !,К,Ь -цілі числа, дискримінант полінома (1) -  
квадрат цілого числа і цей поліном -  звідний.

Для завершення доведення покажемо, що якщо | А2, то г | А. Нехай А2 = № . 
Якщо к -  просте число, то к| А, А = М ,, і к = Я2. Тобто | кЯг і А( = А! 
< А, ЯІ <Я, що відповідно до принципу нескінченного спуску неможливо. Якщо к=тр, 
де р -  просте число, тобто А2 = трЯ2, то доведення аналогічне, як в попередньому 
випадку, коли к -  просте число. Отже, якщо г  | А2, то | А. Теорема 2 доведена.

Теорема 3. Якщо поліном (1) має не менше двох різних простих значень/1) < 
/х ,) ,  х2 >і і його дискримінант О не квадрат цілого числа, то існує третє просте число
ЛХД таке, щ о /х 3) > / х 2), х, > хг

Доведення. В силу теореми 2 поліном (1) не може мати тільки два різні прості 
значення. Отже, існує третє просте значення Дх3), х  ф хг Якщо Дх}) = Дх2), то це 
означає, що поліном (1) має тільки два прості значення, і в силу теореми 2 цей поліном
-  звідний, а його дискримінант -  квадрат цілого числа, що суперечить умові. 
Суперечність доводить, що/(х,) * Дх2). Якщо х3 > х2, то теорема доведена. Якщо х3 
< х 2, то впорядковуючи значення змінної по зростанню, зах3 виберемо більше. Теорема 
З доведена.

Зауваження. Якщо/(х0) -  просте число і х0 * 1, то замінивши х на 2  хО -  1, 
отримаємо поліном Я(г) степеня 2, у якого значення Р( 1), Я(хі -  1) -  прості числа.

Теорема4. Якщо поліном (1) має два різні прості значенняДІ) < /(х,) і його 
дискримінант/) -  не квадрат цілого числа, то такий поліном має нескінченну підмножину 
простих значень.

Доведення. Нехай Д 1) =р] </(х,) - р 2~ прості значення і для всякого цілого і 
дискримінант О * Я.В силу теореми 3 існує третє просте значенняДх2) >/(.у), х2 > х). 
Побудуємо квадратний поліном Л) -  Ау2 + В+ С,, для якого виконуються умови

(8)

де у21 = х2 -  х, + 1. З (8) тоді отримаємо лінійні рівняння відносно В{ і С,, звідки Ві = 
2 А(х]-  1) + / ,  С, ~ЛХ\~ !)• Легко переконатися, що дискримінант полінома ЯДу) = 
В2 -  4АСІ = V. Тому за теоремою 3 існує третє просте значення полінома Я}(у): ЯДу. )
-А у  + ВІу+ С 1.

Оскільки > В, С, > С, то ЯДу3 () >ЛХ2) • >У2у Легко перевірити, що Ял(у3 у 
=/(х,), дех, =у3, +х, -  1. Отже, поліном (1) має не менше, ніж чотири прості значення.

Припустимо, що при п> 4 / 1 )  < /х , )  < ... < / х п2) < / х л І) -  прості значення 
полінома (1), причому просте/хя ,) -  значення полінома Ду) -  Ау2 + у  + Сп., де
В .=.2А(х }) + В, С =Дх 1).

Побудуємо поліном Яіі 2(у) -А у+  Вп 2у  + С ,2 за умови ) = / х я_2), //„.2(у2„.2) =
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Ах ,), у, , = х ,-  х , + 1.
За теоремою 3 поліном А (у) дискримінанта Оп 2 = -  4ЯСп 2 = має третє

просте значення/Ц.) = /г„.2(у3„.2), хп = у3„.2 + хя -  1, у3 я.2 > у2>„.2, де, > * де числа 5_
, і С і 2 мають вигляд 5 н2 = 2Я(х(, -1), Ся2 = -  1) і можуть бути знайдені з таких 
рівнянь: 5  2 + С .2 =Х*.2) -  А, у ' ' . , 5 ,2 + С_2 =Х* _2) -  Яу. Причому, оскільки Вп2 > 5  _
3 і Ся 2 > Ся3, то А і2(у3п 2) >А Х„Л)- Теорема 4 доведена, оскільки при всякому и > 4 в 
множині всіх значень полінома ( і ) існують прості значення

XI) <АХІ)< — <АХ„.\) <Х*„)< •••
Лема 2. Якщо

Яр -  5 а  = 0 (9)

і ціле число £(х) = ах2 + Рх + у ділить ціле числоХ*)= Ах2 Аа 0, то

Са -  Яу = 0, (10)

СР -  5у = 0. (11)

Доведення. Якщо ціле число g(x) ділить ціле число/(х), то залишок від ділення 
(Яр -  ВоСрс -  (Са -  Яу) = 0, і в силу (9) тоді виконується (10), а в силу (9) і (10) має 
місце (11). Лема 2 доведена.

Означення 2. Натуральне число пназвемо псевдопростим в деякій підмножині 
9Ї натурального ряду, якщо в цій підмножині це число має своїми дільниками тільки 
одиницю і число».

Зауважимо, що кожне просте в натуральному ряду є псевдопростим в підмножині
91.

Запишемо довільне значення Ах) полінома (1) у вигляді добутку

Х*)=ХХ--Х 02)
Теорема 5. Якщо розвинення числа/х) має вигляд (12), то кожний псевдопростий 

дільник і = 1, ..., І або є значення полінома (1), або є значення деякого іншого 
квадратного полінома.

Доведення. Побудуємо поліном g.(x) = Ах2 + + С , для якого виконуються
умови

£,(*,)= Ах] + + С (13)

АВ. -  ВАі = 0. (14) 

НехайX*,) = Ах] + Вх. + С, 1 < / < 1,АХ)  * А Х)>х, * в  СИЛУ леми 2 тоді

СВ. - ВС. = 0, (15)
а з (13) і (15) знайдемо, що:

ВД(х) ~ Ах] = -

звідки в силу (14) випливає рівність

( 16)
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В /г  В, fix). (17)

З (14) і (15) в силу (16) ще знаходимо:

A frA ,A * )

C frC J (x ) (19)

(18)

Домноживши рівності (17), (18), (19) відповідно на цілі числа ц;, V., X, додамо 
результати. Тоді отримаємо

Якщо тепер в розвиненні (12) дільник f. -  псевдопростий, то в силу (21) і леми З, 
абоД; =  fix), або f. =  к.. Теорема 5 доведена, оскільки кожне натуральне число є 
значенням деякого квадратного полінома.

В розвиненні числа .fix)на псевдопрості множники деякі можуть повторюватися. 
Позначивши fi < /2< ... < f k різні псевдопрості множники -  значення полінома (1) в

Теорема 6. Кожне значення fix) полінома (1) може мати не більше одного 
псевдопростого дільника, який не є значенням полінома (1).

Доведення. Скористаємося рівністю (21) з доведення теореми 5, припустивши
уут. \  Т  \  чаж»& гч д азт ъ  ДС, тхж. ТТльш; ъдаотъ

псевдопростого дільника, який не є його значенням. В силу (21) тоді існують значення 
індекса і -  п,і = т,шо/п = kn,fm = кт -  псевдопрості, які не є значеннями полінома (1),
і тоді отримуємо fix ) =fix )  = 1 при х 5* X., що суперечить тому, що якщо X > 1 
ТО fix )  ^ fix ). Суперечність доводить теорему 6.

Для таких поліномів в силу теореми 6 їх розвинення (F) має вигляд:

де g -  псевдопросте, яке не є значенням полінома (1), у -  його кратність.
Теорема 7. Кожне значенняДх) полінома (1) має не менше одного псевдопростого 

дільника, який є значенням полінома (1).
Доведення. Припустимо протилежне. Тоді деяке значенняДх0) полінома (1) має 

псевдопростими дільниками тільки числа, що не є значеннями полінома (1). За

( 20)

д е7 ’ = у , 4 + н £  + ХС, . = v р + ХС.. / / Г ? /,/ / / Г / / / /І і ’ І # м і  # * І і

Цілі числа р. > 0, V. > 0, X.> 0 завжди можна вибрати такими, щоб число Т. не 
було дільником числа/(х.), наприклад, р. = х V. = х , = 2. Тоді в (20) ділитиме Т , 
Т..= к.Т.,і з (20) випливає, що

(21)

цьому розвиненні, через а ]5 а 2, ... ак -  відповідну їхню кратність, отримаємо розвинення

(F)

Д Є £ ,,£ ,,  різні псевдопрості, які не є значеннями полінома, а р,, р,,..., р^ — їхні
кратності.

Д *) = /і“1 '/a“2 •••• - /k“k ' g \ (G)
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теоремою 6 таких дільників не може бути більше одного. Це означає, що значення 
Дх0) полінома (1) не є значенням полінома (1). Отримана суперечність доводить теорему 
7. . !  ̂ и :

Теорема 8 (А.Шинцель, [ 1 ]). Якщо 1 -  натуральне число,/Дх), ...,Дх) -  квадратні 
поліноми з цілими коефіцієнтами і додатними старшими, незвідні,для яких виконується 
умова: не існує натурального числа сі> 1, яке було б дільником добутку (х)-...■ Д х) 
для кожного цілого значеннях, то існує нескінченна множина натуральних чисел х,що 
кожне з чисел Д х ), ..., Д х) є простим числом.

Доведення. Нехай/Дх), ...,/(х) -  вказані квадратні поліноми, серед яких множина 
простих значень полінома Д х) -  скінченна, 1 < < /. Тоді ця множина не може містити 
більше одного простого числа, оскільки в протилежному випадку за теоремою 4 ця 
множина була б нескінченною. Отже, поліном Д х) має єдине просте значення 2, 
яке за теоремою 8 є дільником кожного значення Дх). Але це означає, що добуток 
Д х)-...Д х) ділиться на р  для кожного значення х, що суперечить умові. Отримана 
суперечність доводить теоерему 8.

Теорема 9. Якщо к Ф 1, то кожне парне число нескінченним числом способів
може бути подане різницею двох різних простих чисел.

Доведення. Розглянемо поліноми _Дх) г= х2 і Дх) =  х2.+ к. ТодіД1)Д1) =1 -  к2,
Д0)у(0) = -  к2. З умовою к > ). Тому не існує натурального числа сі > 1, що ІДх)Дх) 
для кожного цілого числа х, оскільки тоді сі\ і -  1), що неможливо для 1. 
Отже, за теоремою 8 існує нескінченна множина натуральних чисел х, що кожне з 
чисел Дх), £(х) є відповідно простим р , q і -  2 Теорема 9 доведена.

Теорема 10 (X.Гольдбах, [2]). Кожне парне натуральне число, починаючи з 6, 
може бути подане сумою двох простих чисел.

Доведення. За теоремою 10 довільне парне число ^ 2 можна подати у вигляді: 
а ~Р~Чі  д е /? ід  -  деякі прості числа. Виберемо парні натуральні числа де
г -  довільне непарне просте число. Тоді для довільного парного числа с -  а + Ь 
виконується рівність с=р + г. Теорема 10 доведена.

Теорема 11 (Постулат Бертрана). Для всякого натурального 2 між п і 2 існує 
хоч би одне просте число р >3.

Доведення. Оскільки в силу теореми 10 для кожного парного числа 2 
де р, ц -  прості, то існує просте (нехай це буде р), що р < Причому, або р>  п ,\ 
доведення закінчене, або р< п.Припустимо, що < Тоді р або не ділить, або ділить 
п.

Розглянемо перший випадок. Тоді п- р-  -р  = q. Віднявши і додавши ці дві 
рівності, отримаємо, що п = ^ -  а, Зп -  2р -  ц + а,звідки випливає, що = + 2 -
З«2. Остання рівність виконується при кожному п. А оскільки ліва її частина -  повний 
квадрат, то дискримінант правої її частини 4 З^2) = 0, що неможливо, оскількир *
0, # * 0. Отже, якщо р<п,тор  ділить п, п = тр. Тоді 2тр=р + ц, тобто р(2т -  \ ) - q ,  
що неможливо, оскільки q -  просте число. Отримані суперечності доводять, що 
нерівність р < пнеможлива. Теорема 11 доведена.

Теорема 12. Для довільного п > 2і цілого 0 < п/2 , між і 2 -  к) існує хоча 
б одне просте число р >3.

Доведення. Оскільки за теоремою 10 для будь-якого парного числа 2 -  к)
виконується рівність 2(п- к )  = р + q,де/» і q -  непарні прості, то існує просте число
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(нехай це буде р), що р < 2 (п- к). Причому, або і доведення закінчене, або р <
п. Припустимо, що р <п.Тоді або р  не ділить або р  ділить п. Розглянемо перший
випадок. Тоді п - р = а, 2п - р  = q + 2к.Віднявши і додавши ці дві рівності, знайдемо, 
що п = q -  а + 2к, а також Зл -  2р = q + а + Звідси випливає, що виконується
рівність -  а2 = 3 п2-  2 (р + Ак)п + А к(р + к)-  при кожному натуральному п. Ліва
частина останньої рівності -  повний квадрат для кожного п. Тоді дискримінант правої 
її частини дорівнює нулеві. Це означає, що має місце наступна рівність: ( -  + 3
= 0, що неможливо, оскільки рф 0і q-Ф- 0. Отже, якщор< п,т ор  ділить п. Нехай п = 
тр. Тоді виконується рівність (2т -  \)р -  2 к - q,звідки в силу того, що q > 2 -  просте, 
випливає що (р, к) = 1. Нехай р < п/2. Тоді п - р  + З цих рівностей 
знайдемо, що п + р = q + 2к -  а,а також, що З = + Звідси випливає, що 
при кожному натуральному п виконується: -а2 = Зп2 -  [Зр2 2к)2}. Ліва частина
останньої рівності -  повний квадрат для кожного п. Тоді дискримінант правоїїї частини 
дорівнює нулеві. Це означає, що має місце наступна рівність: (q + Зр2 = 0, що
неможливо, оскільки рs* 0 і q >0. Отже, р > п/ тобто п < 2р. Розділивши останню 
нерівність на р, отримаємо, що т < 2. При т=\ p - q  = 2k,n =р і теорема 12 доведена. 
А оскільки Ар - 2к<Ар -2п!2 = 2 р,тобтор<к<п/2, що суперечить припущенню, то
випадок т -  2п -2 рнеможливий. Отримані суперечності доводять, що нерівністьр < 
п неможлива. Теорема 12 доведена.
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