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Âñòàíîâëåíî âèãëÿä óñiõ ç òî÷íiñòþ äî àñîöiéîâíîñòi êëiòêîâî-äiàãîíàëüíî ïàðàëåëüíèõ

ôàêòîðèçàöié íåîñîáëèâèõ êëiòêîâî-äiàãîíàëüíèõ ìàòðèöü íàä êîìóòàòèâíèìè îáëàñòÿìè
ãîëîâíèõ iäåàëiâ. Âêàçàíî äîñòàòíi óìîâè, çà ÿêèõ êîæíà êëiòêîâî-äiàãîíàëüíà ôàêòîðè-
çàöiÿ ìàòðèöi ¹ êëiòêîâî-äiàãîíàëüíî ïàðàëåëüíîþ. Âñòàíîâëåíî êðèòåðié îäíîçíà÷íîñòi ç
òî÷íiñòþ äî àñîöiéîâíîñòi òàêèõ ôàêòîðèçàöié ìàòðèöü.

Êëþ÷îâi ñëîâà: êëiòêîâî-äiàãîíàëüíi ìàòðèöi, ïàðàëåëüíi ôàêòîðèçàöi¨ ìàòðèöü.

2000 MSC: 15A23

ÓÄÊ: 512.643

Âñòóï

Íåõàé R � êîìóòàòèâíà îáëàñòü ãîëîâíèõ iäåà-
ëiâ, U(R) � ãðóïà îäèíèöü êiëüöÿ R, Rm � ïîâíà
ìíîæèíà ëèøêiâ çà ìîäóëåì iäåàëó (m) ïîðîäæåíî-
ãî åëåìåíòîì m ∈ R àáî ïîâíà ìíîæèíà ëèøêiâ çà
ìîäóëåì m. Åëåìåíò a ∈ R íàçèâàþòü àñîöiéîâàíèì
äî b ∈ R, ÿêùî a = bu, äå u ∈ U(R). Ìíîæèíó åëå-
ìåíòiâ ç R ïî îäíîìó ç êîæíîãî êëàñó àñîöiéîâàíèõ
åëåìåíòiâ íàçèâàþòü ïîâíîþ ìíîæèíîþ íåàñîöiéîâà-
íèõ åëåìåíòiâ i ïîçíà÷àþòü R′ [1].

Íåõàé M(n,R) � êiëüöå n × n-ìàòðèöü íàä R,
DA � êàíîíi÷íà äiàãîíàëüíà ôîðìà ìàòðèöi A ∈
M(n,R), òîáòî

DA = UAV = diag(µ1, . . . , µr, 0, . . . , 0),

äå µi | µi+1 (äiëèòü), i = 1, . . . , r − 1, U, V ∈
GL(n,R). Äiàãîíàëüíó ìàòðèöþ diag(d1, . . . , dn), â
ÿêié di | di+1, i = 1, . . . , n−1, íàçèâàþòü d-ìàòðèöåþ.

Íàãàäà¹ìî, ùî ìàòðèöi B1, B2 ∈M(n,R) íàçèâà-
þòü àñîöiéîâàíèìè ñïðàâà, ÿêùî iñíó¹ òàêà ìàòðèöÿ
V ∈ GL(n,R), ùî B2 = B1V. Àíàëîãi÷íî ôîðìóëþ-
þòü îçíà÷åííÿ àñîöiéîâàíèõ çëiâà ìàòðèöü.

Âiäîìî [1], ùî êîæíà ìàòðèöÿ A ∈ M(n,R) íàä
R àñîöiéîâàíà ñïðàâà äî âåðõíüî¨ òðèêóòíî¨ ìàòðèöi
HA, òîáòî iñíó¹ ìàòðèöÿ V ∈ GL(n,R) òàêà, ùî

AV = HA =

∥∥∥∥∥∥∥∥
hA11 hA12 . . . hA1n
0 hA22 . . . hA2n
· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · hAnn

∥∥∥∥∥∥∥∥ , (1)

äå hAss ∈ R′, i = 1, 2, . . . , n, i hAst ∈ RhA
ss
äëÿ âñiõ

s < t, s = 1, 2, . . . , n−1, t = 2, . . . , n.Ìàòðèöþ HA âè-
ãëÿäó (1) íàçèâàþòü ôîðìîþ Åðìiòà ìàòðèöi A àáî

åðìiòîâîþ íîðìàëüíîþ ôîðìîþ. Àíàëîãi÷íî i äëÿ ëi-
âî¨ àñîöiéîâíîñòi.

Âiäçíà÷èìî, ùî ôîðìà Åðìiòà HA ìàòðèöi A
âèçíà÷à¹òüñÿ îäíîçíà÷íî [2], òîìó ìàòðèöi àñîöiéîâà-
íi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíè àñîöiéîâàíi äî îäíi¹¨
i òi¹¨ æ ôîðìè Åðìiòà.

Ôàêòîðèçàöi¨ A = B1C1, A = B2C2, Bi, Ci ∈
M(n,R), i = 1, 2, ìàòðèöi A ∈ M(n,R) íàçèâà-
þòü àñîöiéîâàíèìè, ÿêùî iñíó¹ òàêà ìàòðèöÿ V ∈
GL(n,R), ùî B2 = B1V,C2 = V −1C1.

Çàäà÷ó ôàêòîðèçàöi¨ ìàòðèöü íàä êiëüöÿìè ãî-
ëîâíèõ iäåàëiâ ñôîðìóëþâàâ Ç.I. Áîðåâè÷ [3]. Âií çà-
ïðîïîíóâàâ îïèñóâàòè ôàêòîðèçàöi¨ ìàòðèöü íàä òà-
êèìè êiëüöÿìè ç òî÷íiñòþ äî àñîöiéîâíîñòi. Ó ïðà-
öi [3] Ç.I. Áîðåâè÷, çîêðåìà, âêàçàâ óìîâè iñíóâàííÿ
¹äèíîãî ç òî÷íiñòþ äî àñîöiéîâíîñòi ðîçêëàäó ìàòðè-
öi íà ìíîæíèêè, ÿêi ìàþòü çàäàíi êàíîíi÷íi äiàãî-
íàëüíi ôîðìè.

Óñi ç òî÷íiñòþ äî àñîöiéîâíîñòi ôàêòîðèçàöi¨ ìà-
òðèöü íàä êîìóòàòèâíèìè îáëàñòÿìè ãîëîâíèõ iäåà-
ëiâ, ïàðàëåëüíi äî ôàêòîðèçàöié ¨õ êàíîíi÷íèõ äiàãî-
íàëüíèõ ôîðì, îïèñàíi â [4].

Íàãàäà¹ìî, ùî ôàêòîðèçàöiþ A = BC, B, C ∈
M(n,R), ìàòðèöi A íàçèâàþòü ïàðàëåëüíîþ äî ôà-
êòîðèçàöi¨ DA = ΦΨ, äå Φ ¹ d-ìàòðèöåþ, ¨¨ êàíî-
íi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè DA, ÿêùî ìàòðèöi B òà C
åêâiâàëåíòíi âiäïîâiäíî äî ìàòðèöü Φ òà Ψ.

Âiäçíà÷èìî, ùî çàäà÷à ïðî îïèñ ôàêòîðèçàöié ìà-
òðèöü ïåâíèõ âèãëÿäiâ íàä êiëüöåì öiëèõ ÷èñåë ¹
àêòóàëüíîþ i òåïåð [5, 6, 7, 8]. Áàãàòî àâòîðiâ òàêîæ
ðîçãëÿäàþòü ïåâíi òèïè ôàêòîðèçàöié ìàòðèöü áëî-
÷íî¨ ñòðóêòóðè íàä ðiçíèìè îáëàñòÿìè [9, 10].

Ïîíÿòòÿ êëiòêîâî-òðèêóòíèõ ôàêòîðèçàöié
êëiòêîâî-òðèêóòíèõ ìàòðèöü, ïàðàëåëüíèõ äî ôà-
êòîðèçàöié âèçíà÷íèêiâ ¨õ äiàãîíàëüíèõ êëiòîê òà
ïàðàëåëüíèõ äî ôàêòîðèçàöié êàíîíi÷íèõ äiàãîíàëü-
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íèõ ôîðì ¨õ äiàãîíàëüíèõ êëiòîê, ââåäåíi â [11].
Òàì æå âêàçàíi êðèòåði¨ îäíîçíà÷íîñòi ç òî÷íiñòþ
äî àñîöiéîâíîñòi òàêèõ ôàêòîðèçàöié ìàòðèöü íàä
àäåêâàòíèìè êiëüöÿìè. Óìîâè iñíóâàííÿ êëiòêîâî-
òðèêóòíèõ ôàêòîðèçàöié êëiòêîâèõ ìàòðèöü íàä
êiëüöÿìè ãîëîâíèõ iäåàëiâ, ïàðàëåëüíèõ äî ôàêòî-
ðèçàöié âèçíà÷íèêiâ ¨õ äiàãîíàëüíèõ êëiòîê, âñòàíîâ-
ëåíi ó ïðàöi [12].

Ó öié ïðàöi îïèñóþòüñÿ âñi ç òî÷íiñòþ äî àñî-
öiéîâíîñòi êëiòêîâî-äiàãîíàëüíî ïàðàëåëüíi ôàêòî-
ðèçàöi¨ íåîñîáëèâèõ êëiòêîâî-äiàãîíàëüíèõ ìàòðèöü
íàä êiëüöåì R.

I. Äåÿêi âëàñòèâîñòi êëiòêîâî-
äiàãîíàëüíèõ ìàòðèöü
òà ¨õ ôàêòîðèçàöié

Íåõàé A ∈ M(n,R) � êëiòêîâî-äiàãîíàëüíà ìà-
òðèöÿ, òîáòî

A =

∥∥∥∥∥∥∥∥
A1 0 . . . 0
0 A2 . . . 0
· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · Ak

∥∥∥∥∥∥∥∥ ,
ÿêó çàïèñóâàòèìåìî ó âèãëÿäi

A = diag(A1, . . . , Ak),

äå Ai ∈M(ni, R), i = 1, . . . , k,
∑k
i=1 ni = n.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç MV ìíîæèíó ìàòðèöü V ∈
GL(n,R), ùî çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ

AV = B. (2)

Ìíîæèíó MV íàçèâàòèìåìî ìíîæèíîþ ïðàâèõ ïå-
ðåòâîðþâàëüíèõ ìàòðèöü, ùî çâîäÿòü ìàòðèöþ A äî
ìàòðèöi B.

Ëåìà 1. Íåõàé A = diag(A1, . . . , Ak) òà
B = diag(B1, . . . , Bk), äå Ai, Bi ∈ M(ni, R), i =

1, . . . , k,
∑k
i=1 ni = n. Òîäi òàêi òâåðäæåííÿ åêâiâà-

ëåíòíi:

à) ìàòðèöi A i B àñîöiéîâàíi ñïðàâà;

á) âiäïîâiäíi äiàãîíàëüíi êëiòêè Ai òà Bi ìàòðèöü
A i B àñîöiéîâàíi ñïðàâà;

â) ó ìíîæèíi MV îáîðîòíèõ ìàòðèöü V, ÿêi
çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ (2), iñíóþòü
êëiòêîâî-äiàãîíàëüíi ìàòðèöi.

� Äîâåäåííÿ. Äîñèòü ïîêàçàòè, ùî ç âèïàäêó
à) âèïëèâà¹ â). Òîäi âñi iíøi åêâiâàëåíòíîñòi î÷åâè-
äíi.

Íåõàé êëiòêîâî-äiàãîíàëüíi ìàòðèöi A i B àñî-
öiéîâàíi ñïðàâà, òîáòî âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ
(2). Ïîêàæåìî, ùî ñåðåä ìàòðèöü V, ÿêi çàäîâîëü-
íÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ (2), çàâæäè iñíó¹ êëiòêîâî-
äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ.

Âiäîìî, ùî iñíóþòü îáîðîòíi ìàòðèöi Ui, Wi òàêi,
ùî

AiUi = HAi ,

BiWi = HBi

� ôîðìè Åðìiòà ìàòðèöü Ai òà Bi âiäïîâiäíî,
i = 1, . . . , k. Çàïèøåìî ìàòðèöi

U = diag(U1, . . . , Uk)

òà
W = diag(W1, . . . ,Wk).

Òîäi î÷åâèäíî, ùî

AU = HA = diag(HA1 , . . . , HAk),

BW = HB = diag(HB1 , . . . , HBk)

� öå ôîðìè Åðìiòà ìàòðèöü âiäïîâiäíî A òà B.
Çâiäñè îòðèìó¹ìî, ùî ìàòðèöÿ V iç ñïiââiäíîøåííÿ
(2) ìà¹ âèãëÿä

V = UW−1 = diag(V1, . . . , Vk),

äå Vi = UiW
−1
i , i = 1, . . . , k.

Îòæå, â ìíîæèíi MV iñíó¹ êëiòêîâî-äiàãîíàëüíà
ìàòðèöÿ V ∈ GL(n,R).

Ëåìó äîâåäåíî. �
Çàóâàæèìî, ùî àíàëîãi÷íå òâåðäæåííÿ ìîæíà

ñôîðìóëþâàòè i äëÿ àñîöiéîâàíèõ çëiâà ìàòðèöü.

Íàñëiäîê 1. ßêùî êëiòêîâî-äiàãîíàëüíi ìà-
òðèöi A i B íåîñîáëèâi, òî ìíîæèíà MV ñêëà-
äà¹òüñÿ ëèøå ç êëiòêîâî-äiàãîíàëüíèõ ìàòðèöü.

Íåîáõiäíîþ óìîâîþ iñíóâàííÿ êëiòêîâî-
äiàãîíàëüíî¨ ôàêòîðèçàöi¨

A = BC = diag(B1, . . . , Bk)diag(C1, . . . , Ck),

äå Bi, Ci ∈ M(ni, R), i = 1, . . . , k,
∑k
i=1 ni = n,

êëiòêîâî-äiàãîíàëüíî¨ ìàòðèöi A ¹ iñíóâàííÿ äåÿêî-
ãî ðîçêëàäó íà ìíîæíèêè Ai = BiCi ¨¨ äiàãîíàëüíèõ
êëiòîê Ai, i = 1, . . . , k. Îòæå, ÿê òiëüêè äiàãîíàëüíi
êëiòêè Ai êëiòêîâî-äiàãîíàëüíî¨ ìàòðèöi A ìàþòü
ðîçêëàäè íà ìíîæíèêè, òî ìàòðèöÿ A ìà¹ êëiòêîâî-
äiàãîíàëüíó ôàêòîðèçàöiþ.

Çðîçóìiëî, ùî êëiòêîâî-äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ
ìîæå ìàòè ôàêòîðèçàöiþ, ÿêà íå ¹ êëiòêîâî-
äiàãîíàëüíîþ. Äî òîãî æ òàêà ôàêòîðèçàöiÿ
êëiòêîâî-äiàãîíàëüíî¨ ìàòðèöi ìîæå íå áóòè àñîöiéî-
âàíîþ äî æîäíî¨ êëiòêîâî-äiàãîíàëüíî¨ ôàêòîðèçàöi¨
öi¹¨ ìàòðèöi.

Ïðèêëàä. Íåõàé R = P[λ], äå P− ïîëå, òà

A =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
λ2 0
0 λ2

0 0
0 0

0 0
0 0

λ2 0
0 (λ− 1)2

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
= diag(A1, A2),

äå

A1 =

∥∥∥∥λ2 0
0 λ2

∥∥∥∥ , A2 =

∥∥∥∥λ2 0
0 (λ− 1)2

∥∥∥∥ .
Ìàòðèöÿ A ìà¹ ôàêòîðèçàöiþ

A = BC =

6 Ìàòåìàòèêà
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Êëiòêîâî-äiàãîíàëüíî ïàðàëåëüíi ôàêòîðèçàöi¨ ìàòðèöü íàä îáëàñòÿìè ãîëîâíèõ iäåàëiâ

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
λ 0
0 λ

1 0
1 0

0 0
0 0

λ 0
0 λ− 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
λ 0
0 λ

−1 0
−1 0

0 0
0 0

λ 0
0 λ− 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Öÿ ôàêòîðèçàöiÿ íå ¹ àñîöiéîâàíîþ äî æî-
äíî¨ êëiòêîâî-äiàãîíàëüíî¨ ôàêòîðèçàöi¨ ìàòðèöi A,
îñêiëüêè ëiâèé ìíîæíèê B íå ¹ àñîöiéîâàíèì ñïðàâà
äî ìàòðèöi

B̃ =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
λ 0
0 λ

0 0
0 0

0 0
0 0

λ 0
0 λ− 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
,

áî ìàòðèöi B i B̃ � öå äâi ðiçíi ôîðìè Åðìiòà.
Ìåòîþ äîñëiäæåííÿ çàäà÷i ïðî îïèñ ôàêòîðèçà-

öié êëiòêîâèõ ìàòðèöü íàä êiëüöÿìè ¹ çâåäåííÿ ¨¨ äî
çàäà÷i ïðî îïèñ ôàêòîðèçàöié ¨õ äiàãîíàëüíèõ êëiòîê,
ÿêi ìàþòü ìåíøèé ïîðÿäîê. Íàïðèêëàä, ó [12] ç'ÿñî-
âàíî, ùî îïèñ ôàêòîðèçàöié êëiòêîâî-òðèêóòíèõ ìà-
òðèöü çâîäèòüñÿ äî îïèñó ôàêòîðèçàöié ¨õ äiàãîíàëü-
íèõ êëiòîê òà ðîçâ'ÿçêiâ ìàòðè÷íèõ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü
òèïó Ñèëüâåñòðà.

Çàäà÷à ïðî îïèñ ôàêòîðèçàöié êëiòêîâî-
äiàãîíàëüíèõ ìàòðèöü çâîäèòüñÿ äî îïèñó ôàêòî-
ðèçàöié ¨õ äiàãîíàëüíèõ êëiòîê ó òèõ âèïàäêàõ, êîëè
êëiòêîâî-äiàãîíàëüíi ìàòðèöi ìàþòü ç òî÷íiñòþ äî
àñîöiéîâíîñòi ëèøå êëiòêîâî-äiàãîíàëüíi ôàêòîðèçà-
öi¨. Êëàñè êëiòêîâî-äiàãîíàëüíèõ ìàòðèöü íàä êîìó-
òàòèâíèìè îáëàñòÿìè ãîëîâíèõ iäåàëiâ, ÿêi ìàþòü
òàêi âëàñòèâîñòi, âèäiëåíi ó ïðàöi [12].

Ó öié ïðàöi çà àíàëîãi¹þ iç [4] ââåäåíî ïîíÿò-
òÿ êëiòêîâî-äiàãîíàëüíî ïàðàëåëüíèõ ôàêòîðèçàöié
êëiòêîâî-äiàãîíàëüíèõ ìàòðèöü íàä êîìóòàòèâíèìè
îáëàñòÿìè ãîëîâíèõ iäåàëiâ. Âñòàíîâëåíî âèãëÿä óñiõ
ç òî÷íiñòþ äî àñîöiéîâíîñòi êëiòêîâî-äiàãîíàëüíî
ïàðàëåëüíèõ ôàêòîðèçàöié íåîñîáëèâèõ êëiòêîâî-
äiàãîíàëüíèõ ìàòðèöü. Âêàçàíî äîñòàòíi óìîâè, çà
ÿêèõ êîæíà êëiòêîâî-äiàãîíàëüíà ôàêòîðèçàöiÿ ìà-
òðèöi ¹ êëiòêîâî-äiàãîíàëüíî ïàðàëåëüíîþ. Âñòàíîâ-
ëåíî òàêîæ êðèòåðié îäíîçíà÷íîñòi ç òî÷íiñòþ äî àñî-
öiéîâíîñòi êëiòêîâî-äiàãîíàëüíî ïàðàëåëüíèõ ôàêòî-
ðèçàöié ìàòðèöü.

II. Êëiòêîâî-äiàãîíàëüíî ïàðàëåëüíi
ôàêòîðèçàöi¨ ìàòðèöü

Íåõàé äàëi A ∈M(n,R) � íåîñîáëèâà êëiòêîâî-
äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ, òîáòî

A = diag(A1, . . . , Ak), (3)

äå Ai ∈M(ni, R), i = 1, . . . , k,
∑k
i=1 ni = n.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç D êëiòêîâî-äiàãîíàëüíó ìàòðè-
öþ âèãëÿäó

D = diag(DA1 , . . . , DAk), (4)

äå DAi � êàíîíi÷íi äiàãîíàëüíi ôîðìè äiàãîíàëüíèõ
êëiòîê Ai ìàòðèöi A âèãëÿäó (3), òîáòî

DAi = UiAiVi = diag(µi1, . . . , µi,ni
), (5)

µij | µi,j+1, j = 1, . . . , ni − 1, Ui, Vi ∈ GL(ni, R), i =
1, . . . , k.

Íåõàé ìàòðèöÿ D âèãëÿäó (4) ðîçêëàäåíà íà
êëiòêîâî-äiàãîíàëüíi ìíîæíèêè:

D = ΦΨ = diag(Φ1, . . . ,Φk)diag(Ψ1, . . . ,Ψk), (6)

äå Φi = diag(φi1, . . . , φi,ni), Ψi = diag(ψi1, . . . , ψi,ni)
òà Φi � d−ìàòðèöi, i = 1, . . . , k.

Îçíà÷åííÿ 1. Êëiòêîâî-äiàãîíàëüíó ôàêòî-
ðèçàöiþ

A = BC = diag(B1, . . . , Bk)diag(C1, . . . , Ck), (7)

äå Bi, Ci ∈ M(ni, R), i = 1, . . . , k,
∑k
i=1 ni = n,

êëiòêîâî-äiàãîíàëüíî¨ ìàòðèöi A òàêó, ùî DBi = Φi
òà ìàòðèöi Ci åêâiâàëåíòíi äî Ψi, i = 1, . . . , k,
íàçèâà¹ìî êëiòêîâî-äiàãîíàëüíî ïàðàëåëüíîþ äî ôà-
êòîðèçàöi¨ (6) ìàòðèöi D àáî êîðîòêî êëiòêîâî-
äiàãîíàëüíî ïàðàëåëüíîþ ôàêòîðèçàöi¹þ ìàòðèöi A.

Òåîðåìà 1. Íåõàé ìàòðèöÿ D âèãëÿäó
(4), ùî åêâiâàëåíòíà äî íåîñîáëèâî¨ êëiòêîâî-
äiàãîíàëüíî¨ ìàòðèöi A, çîáðàæà¹òüñÿ ó âèãëÿäi
äîáóòêó (6). Òîäi ôàêòîðèçàöi¨

A = BC = (8)

= diag(U−1
1 Φ1, . . . , U

−1
k Φk)diag(Ψ1V

−1
1 , . . . ,ΨkV

−1
k ),

äå Ui, Vi, i = 1, . . . , k, � âñåìîæëèâi ïàðè îáîðî-
òíèõ ìàòðèöü íàä R iç ñïiââiäíîøåííÿ (5), öå âñi
ç òî÷íiñòþ äî àñîöiéîâíîñòi êëiòêîâî-äiàãîíàëüíî
ïàðàëåëüíi ôàêòîðèçàöi¨ ìàòðèöi A.
� Äîâåäåííÿ. Êîæíà ôàêòîðèçàöiÿ âèãëÿäó (8) ¹

êëiòêîâî-äiàãîíàëüíî ïàðàëåëüíîþ äî ôàêòîðèçàöi¨
(6) ìàòðèöi D.

Íåõàé ìà¹ìî êëiòêîâî-äiàãîíàëüíó ôàêòîðèçàöiþ
âèãëÿäó (7) ìàòðèöi A, ÿêà ¹ êëiòêîâî-äiàãîíàëüíî
ïàðàëåëüíîþ äî ôàêòîðèçàöi¨ (6) ìàòðèöi D.

Iç ôàêòîðèçàöi¨ (7) îòðèìó¹ìî ôàêòîðèçàöi¨

Ai = BiCi, i = 1, . . . , k, (9)

äiàãîíàëüíèõ êëiòîê ìàòðèöi A. Òîäi çà òåîðåìîþ
1 iç ïðàöi [13], îñêiëüêè ìàòðèöi Ci åêâiâàëåíòíi
äî Ψi, i = 1, . . . , k, òî äëÿ êîæíî¨ ïàðè ìàòðèöü
Ai, Bi, i = 1, . . . , k, iñíóþòü ìàòðèöi Ui, V1i, V2i ∈
GL(n,R) òàêi, ùî UiAiV1i = DAi , UiBiV2i = DBi =
Φi, i = 1, . . . , k. Iç ôàêòîðèçàöié (9) ìà¹ìî

UiAiV1i = UiBiV2iV
−1
2i CiV1i, i = 1, . . . , k.

Òîáòî Bi = U−1
i ΦiV

−1
2i , Ci = V2iΨiV

−1
1i , i = 1, . . . , k.

Îòæå, ìíîæíèêè B i C ó ôàêòîðèçàöi¨ (7) ìàþòü ç
òî÷íiñòþ äî àñîöiéîâíîñòi òàêèé âèãëÿä ÿê ó ôàêòî-
ðèçàöi¨ (8).

Òåîðåìó äîâåäåíî. �
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Òåîðåìà 2. Íåõàé ìàòðèöÿ D âèãëÿäó
(4), ùî åêâiâàëåíòíà äî íåîñîáëèâî¨ êëiòêîâî-
äiàãîíàëüíî¨ ìàòðèöi A, çîáðàæà¹òüñÿ ó âèãëÿäi
äîáóòêó (6).

ßêùî(
φis
φit

, (ψis, ψit)

)
= 1, s, t = 1, . . . , ni, s > t, (10)

i = 1, . . . , k, òî êîæíà êëiòêîâî-äiàãîíàëüíà ôàêòî-
ðèçàöiÿ

A = BC = diag(B1, . . . , Bk)diag(C1, . . . , Ck) (11)

òàêà, ùî DBi = Φi, Bi, Ci ∈ M(ni, R), i = 1, . . . , k,
ìàòðèöi A ¹ êëiòêîâî-äiàãîíàëüíî ïàðàëåëüíîþ äî
ôàêòîðèçàöi¨ (6) ìàòðèöi D.
� Äîâåäåííÿ. Íåõàé ìà¹ìî ôàêòîðèçàöiþ (11)

ìàòðèöi A. Òîäi, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè (10),
òî çà òåîðåìîþ 2 iç ïðàöi [13] iñíóþòü ìàòðè-
öi Ui, V1i, V2i ∈ GL(n,R) òàêi, ùî UiAiV1i =
DAi , UiBiV2i = DBi = Φi, i = 1, . . . , k. Òîìó iç (11)
ìîæåìî çàïèñàòè UiAiV1i = UiBiV2iV

−1
2i CiV1i, i =

1, . . . , k, àáî DAi = ΦiΨi, äå Ψi = V −1
2i CiV1i, i =

1, . . . , k. Îòæå, äiàãîíàëüíà êëiòêà Ci åêâiâàëåíòíà
äî ìàòðèöi Ψi, äëÿ âñiõ i = 1, . . . , k, òîáòî ôà-
êòîðèçàöiÿ (11) ìàòðèöi A ¹ êëiòêîâî-äiàãîíàëüíî
ïàðàëåëüíîþ äî ôàêòîðèçàöi¨ (6) ìàòðèöi D.

Òåîðåìó äîâåäåíî. �
Òåîðåìà 3. Íåõàé A ∈M(n,R) � íåîñîáëèâà

êëiòêîâî-äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ âèãëÿäó (3) i

detA = φψ, φ =

k∏
i=1

φi, ψ =

k∏
i=1

ψi, φiψi = detAi,

i = 1, . . . , k, i íåõàé ìàòðèöÿ D âèãëÿäó (4), ùî
åêâiâàëåíòíà äî ìàòðèöi A, çîáðàæà¹òüñÿ ó âè-
ãëÿäi äîáóòêó (6).

ßêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè

à) ((detAi, detAj), (φ,ψ)) = 1, i, j = 1, . . . , k, i ̸= j;

á)
(
φis
φit

, (ψis, ψit)

)
= 1, s, t = 1, . . . , ni, s > t, i =

1, . . . , k,

òî ìàòðèöÿ A ìà¹ ç òî÷íiñòþ äî àñîöiéîâíî-
ñòi ëèøå êëiòêîâî-äiàãîíàëüíi ôàêòîðèçàöi¨, ÿêi ¹
êëiòêîâî-äiàãîíàëüíî ïàðàëåëüíèìè äî ôàêòîðèçàöi¨
(6) ìàòðèöi D.
� Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ 1 iç ïðàöi [12] ïðè âè-

êîíàííi óìîâè à) êîæíà ç òî÷íiñòþ äî àñîöiéîâíîñòi
ôàêòîðèçàöiÿ ìàòðèöi A ¹ êëiòêîâî-äiàãîíàëüíîþ,
òîáòî

A = B̃C̃, (12)

äå B̃ = BV = diag(B1, . . . , Bk), C̃ = V −1C =
diag(C1, . . . , Ck), V ∈ GL(n,R), Bi, Ci ∈ M(ni, R), i
detBi = φi, detCi = ψi, i = 1, . . . , k.

Iç ôàêòîðèçàöi¨ (12) îòðèìó¹ìî, ùî Ai =
BiCi, i = 1, . . . , k. Òîäi, ÿê âiäîìî, êàíîíi÷íà äi-
àãîíàëüíà ôîðìà DBi ìàòðèöi Bi äiëèòü êàíî-
íi÷íó äiàãîíàëüíó ôîðìó DAi ìàòðèöi Ai, òîáòî
DAi = DBiΨi àáî DAi = ΦiΨi, äå Φi � d-ìàòðèöi,
i = 1, . . . , k. Òîäi çà òåîðåìîþ 2, îñêiëüêè âèêîíó¹òüñÿ
óìîâà á), òî êîæíà êëiòêîâî-äiàãîíàëüíà ôàêòîðèçà-
öiÿ âèãëÿäó (12) ìàòðèöi A ¹ êëiòêîâî-äiàãîíàëüíî
ïàðàëåëüíîþ äî ôàêòîðèçàöi¨ (6) ìàòðèöi D.

Òåîðåìó äîâåäåíî. �

III. Îäíîçíà÷íiñòü êëiòêîâî-
äiàãîíàëüíî ïàðàëåëüíèõ
ôàêòîðèçàöié ìàòðèöü

Òåîðåìà 1. Êëiòêîâî-äiàãîíàëüíà ôàêòîðè-
çàöiÿ âèãëÿäó (7) ìàòðèöi A êëiòêîâî-äiàãîíàëüíî
ïàðàëåëüíà äî ôàêòîðèçàöi¨ (6) ìàòðèöi D, ùî
ìà¹ âèãëÿä (4), ¹ ¹äèíîþ ç òî÷íiñòþ äî àñîöiéîâ-
íîñòi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìàòðèöi Ψi ¹ d-
ìàòðèöÿìè, i = 1, . . . , k.
� Äîâåäåííÿ. Íåõàé ìàòðèöi Ψi ¹ d-ìàòðèöÿìè,

i = 1, . . . , k, òà iñíóþòü äâi ðiçíi êëiòêîâî-äiàãîíàëüíi
ôàêòîðèçàöi¨ ìàòðèöi A :

A = BC = diag(B1, . . . , Bk)diag(C1, . . . , Ck), (13)

A = B̃C̃ = diag(B̃1, . . . , B̃k)diag(C̃1, . . . , C̃k), (14)

ÿêi ¹ êëiòêîâî-äiàãîíàëüíî ïàðàëåëüíèìè äî ôàêòî-
ðèçàöi¨ (6) ìàòðèöi D. Ïîêàæåìî, ùî ôàêòîðèçàöi¨
(13) òà (14) àñîöiéîâàíi.

Iç ôàêòîðèçàöié (13) òà (14) ìà¹ìî ôàêòîðèçàöi¨
äiàãîíàëüíèõ êëiòîê Ai ìàòðèöi A :

Ai = BiCi, (15)

Ai = B̃iC̃i, (16)

i = 1, . . . , k. Ïðè÷îìó ôàêòîðèçàöi¨ (15) òà (16) ïàðà-
ëåëüíi äî âiäïîâiäíèõ ôàêòîðèçàöié

DAi = ΦiΨi, i = 1, . . . , k, (17)

äiàãîíàëüíèõ êëiòîê DAi ìàòðèöi D âèãëÿäó
(4). Òîäi çà ëåìîþ 3 iç ïðàöi [4] iñíóþòü ìàòðè-
öi Ui, Vi, V1i, V2i ∈ GL(n,R) òàêi, ùî UiAiVi =

DAi , UiBiV1i = DBi = Φi, UiB̃iV2i = DB̃i = Φi, i =
1, . . . , k. Òîäi iç ôàêòîðèçàöié (15) òà (16) ìà¹ìî

UiAiVi = UiBiV1iV
−1
1i CiVi,

UiAiVi = UiB̃iV2iV
−1
2i C̃iVi, i = 1, . . . , k.

Iç öèõ ðiâíîñòåé òà ïàðàëåëüíîñòi ôàêòîðèçàöié (15)
òà (16) äî âiäïîâiäíèõ ôàêòîðèçàöié âèãëÿäó (17) âè-
äíî, ùî âiäïîâiäíi äiàãîíàëüíi êëiòêè Bi òà B̃i ìà-
òðèöü B òà B̃ àñîöiéîâàíi ñïðàâà, à êëiòêè Ci òà
C̃i ìàòðèöü C òà C̃ àñîöiéîâàíi çëiâà. Òîäi çà ëåìîþ
1 êëiòêîâî-äiàãîíàëüíi ìàòðèöi B òà B̃ àñîöiéîâàíi
ñïðàâà, à ìàòðèöi C òà C̃ � çëiâà. Îòæå, ôàêòîðè-
çàöi¨ (13) òà (14) ìàòðèöi A àñîöiéîâàíi.
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Êëiòêîâî-äiàãîíàëüíî ïàðàëåëüíi ôàêòîðèçàöi¨ ìàòðèöü íàä îáëàñòÿìè ãîëîâíèõ iäåàëiâ

ßêùî õî÷à á îäíà ç ìàòðèöü Ψi, i = 1, . . . , k, íå
¹ d-ìàòðèöåþ, òî, âðàõîâóþ÷è äîâåäåííÿ òåîðåìè 3
iç [4], ñòà¹ çðîçóìiëî, ùî iñíóþòü äâi ðiçíi íåàñîöi-
éîâàíi ìiæ ñîáîþ êëiòêîâî-äiàãîíàëüíi ôàêòîðèçàöi¨
ìàòðèöi A, ÿêi ¹ êëiòêîâî-äiàãîíàëüíî ïàðàëåëüíèìè

äî ôàêòîðèçàöi¨ (6) ìàòðèöi D.
Òåîðåìó äîâåäåíî. �
Äîñëiäæåííÿ âèêîíàíî çà ôiíàíñîâî¨ ïiäòðèìêè

ãðàíòó ÍÀÍ Óêðà¨íè äëÿ ìîëîäèõ ó÷åíèõ (Äåðæàâ-
íèé ðå¹ñòðàöiéíèé íîìåð 0112U005004).
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Èíñòèòóò ïðèêëàäíûõ ïðîáëåì ìåõàíèêè è ìàòåìàòèêè èì. ß.Ñ. Ïèäñòðûãà÷à ÍÀÍ Óêðàèíû,
óë. Íàóêîâà, 3-á, Ëüâîâ, 79060, Óêðàèíà

Óñòàíîâëåí âèä âñåõ ñ òî÷íîñòüþ äî àññîöèèðîâàííîñòè êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíûõ ïàðàë-
ëåëüíûõ ôàêòîðèçàöèé íåîñîáåííûõ êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö íàä îáëàñòÿìè ãëàâ-
íûõ èäåàëîâ. Óêàçàíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ êàæäàÿ êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíàÿ
ôàêòîðèçàöèÿ ìàòðèöû åñòü êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíî ïàðàëëåëüíîé. Óñòàíîâëåí êðèòåðèé
åäèíñòâåííîñòè ñ òî÷íîñòüþ äî àññîöèèðîâàííîñòè òàêèõ ôàêòîðèçàöèé ìàòðèö.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû, ïàðàëëåëüíûå ôàêòîðèçàöèè ìàòðèö.
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THE BLOCK DIAGONAL PARALLEL FACTORIZATIONS OF MATRICES
OVER PRINCIPAL IDEAL DOMAINS

N. S. Dzhaliuk

Pidstryhach Institute for Applied Problems of Mechanics and Mathematics of NASU,
3-b Naukova Str., 79060, Lviv, Ukraine

We describe all up to the association block diagonal parallel factorizations of nonsingular block
diagonal matrices over commutative principal ideal domains. The su�cient conditions, under
which each block diagonal factorization of matrix is the block diagonal parallel factorization,
were obtained. The criterion of uniqueness up to the association of such factorizations was
established.

Key words: block diagonal matrices, parallel factorizations of matrices.
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