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Äîñëiäæåíî íåñòàöiîíàðíi ïðîöåñè ìàñîïåðåíîñó äîìiøêîâî¨ ðå÷îâèíè ó äâîôàçíèõ ðåãó-

ëÿðíèõ ñòðóêòóðàõ ç óðàõóâàííÿì ïåðiîäè÷íîãî õàðàêòåðó êîíâåêòèâíèõ ÿâèù. Çàïðîïîíî-
âàíî ìåòîä ïîáóäîâè òî÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ òàêîãî òèïó êîíòàêòíî-êðàéîâèõ çàäà÷,
ÿêèé áàçó¹òüñÿ íà âèêîðèñòàííi ðiçíèõ iíòåãðàëüíèõ ïåðåòâîðåíü îêðåìî â êîíòàêòóþ÷èõ
îáëàñòÿõ. Çâ'ÿçîê ìiæ öèìè iíòåãðàëüíèìè ïåðåòâîðåííÿìè çíàéäåíèé ç âèêîðèñòàííÿì
íåiäåàëüíèõ êîíòàêòíèõ óìîâ, ñôîðìóëüîâàíèõ íà ôóíêöiþ êîíöåíòðàöi¨. Îòðèìàíî òî-
÷íèé àíàëiòè÷íèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i íåñòàöiîíàðíî¨ äèôóçi¨ äëÿ äâîôàçíîãî øàðó ðåãóëÿðíî¨
ñòðóêòóðè ç âðàõóâàííÿì êîíâåêòèâíîãî ïåðåíîñó â îäíié ç ôàç. Çíàéäåíî òà äîñëiäæåíî
âèðàçè äëÿ ïîòîêiâ äîìiøêîâèõ ÷àñòèíîê ÷åðåç ìiæôàçíó ïîâåðõíþ êîíòàêòó òiëà. Ïðî-
âåäåíî ÷èñëîâèé àíàëiç êîíöåíòðàöi¨ ìiãðóþ÷èõ ÷àñòèíîê â ñòðóêòóðíèõ åëåìåíòàõ òiëà.

Êëþ÷îâi ñëîâà: äèôóçiÿ, êîíâåêöiÿ, êîíòàêòíî-êðàéîâà çàäà÷à, äâîôàçíà ðåãóëÿðíà ñòðóê-

òóðà, íåiäåàëüíi êîíòàêòíi óìîâè, ïîòiê ìàñè, iíòåãðàëüíå ïåðåòâîðåííÿ
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ÓÄÊ: 517.958:532.72

Âñòóï

Çäåáiëüøîãî âèíèêà¹ ïðîáëåìà ìàòåìàòè÷íîãî
îïèñó i îöiíêè âïëèâó âêëþ÷åíü íà ïðîöåñè äèôó-
çi¨, ôiëüòðàöi¨ òîùî â ðåàëüíèõ ñåðåäîâèùàõ. ßêùî
ðîçìiðè âêëþ÷åíü ¹ äîñòàòíüî ìàëèìè i âîíè ðîçïî-
äiëåíi òàê, ùî çíàõîäÿòüñÿ â êîæíîìó ôiçè÷íî ìàëî-
ìó åëåìåíòi òiëà, òî îñíîâíi ìàêðîñêîïi÷íi ïàðàìå-
òðè ïðîöåñó ïåðåíîñó äîìiøêîâèõ êîìïîíåíò, çàçâè-
÷àé, ìîæíà âèçíà÷àòè íà îñíîâi êîíòèíóàëüíèõ ìîäå-
ëåé ãåòåðîäèôóçi¨ [1�3]. Öå õàðàêòåðíî, çîêðåìà, äëÿ
äðiáíîäèñïåðñíèõ ïîëiêðèñòàëi÷íèõ òië òà ïîðèñòèõ
ñåðåäîâèù [4].

Iíòåðïðåòàöiÿ åêñïåðèìåíòàëüíèõ äîñëiäæåíü
ïðîöåñiâ ìàñîïåðåíîñó â ïîëiêðèñòàëi÷íèõ òiëàõ
òà êàïiëÿðíî-ïîðèñòèõ ñåðåäîâèùàõ áàçó¹òüñÿ íà
ðîçâ'ÿçêàõ âiäïîâiäíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ ìàòåìàòè-
÷íî¨ ôiçèêè, ùî âðàõîâóþòü âïëèâ âíóòðiøíüî¨ ñòðó-
êòóðè [5�8]. Çîêðåìà, ïåâíèé iíòåðåñ ñòàíîâëÿòü òî-
÷íi ðîçâ'ÿçêè êîíêðåòíèõ êîíòàêòíî-êðàéîâèõ çàäà÷
ïðîöåñiâ ìàñîïåðåíîñó äëÿ êóñêîâî-îäíîðiäíèõ ñè-
ñòåì, íàïðèêëàä, ïðîñòîðîâî ðåãóëÿðíèõ. Òàêå ñåðå-
äîâèùå ìîæå ñêëàäàòèñÿ ç îáëàñòåé ç ðiçíèìè êîåôi-
öi¹íòàìè äèôóçi¨, ìiæ ÿêèìè âiäáóâà¹òüñÿ ìàñîîáìií
ðå÷îâèíîþ, ïðè÷îìó êîíâåêòèâíèé ïåðåíîñ ÷àñòèíîê
ìîæå áóòè íàÿâíèì â òiëi, àáî â éîãî ñòðóêòóðíîìó
åëåìåíòi. Îñêiëüêè ïîáóäîâà òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ òàêî-
ãî òèïó çàäà÷ íàâiòü äëÿ íàéïðîñòiøèõ ãåîìåòðè÷íèõ
îáëàñòåé âèêëèêà¹ çíà÷íi òðóäíîùi, òî, çàçâè÷àé,
âèêîðèñòîâóþòüñÿ íàáëèæåííi àíàëiòè÷íi [9�12] àáî
÷èñëîâi [13�16] ðîçâ'ÿçêè.

Ó ðîáîòi [17] çàïðîïîíîâàíî, à â ïðàöi [18] ðîç-
âèíóòî ìåòîä ïîáóäîâè òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ êîíòàêòíî-
êðàéîâèõ çàäà÷ äèôóçi¨ â òiëàõ ðåãóëÿðíî¨ ñòðóêòó-
ðè íà îñíîâi iíòåãðàëüíèõ ïåðåòâîðåíü çà ïðîñòî-
ðîâèìè çìiííèìè îêðåìî â êîíòàêòóþ÷èõ îáëàñòÿõ.
Çíàéäåíî àíàëiòè÷íèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i äèôóçi¨ äëÿ
ãîðèçîíòàëüíî-ïåðiîäè÷íî¨ ñòðóêòóðè i íà öié îñíîâi
äîñëiäæåíî ãðàíè÷íi ïåðåõîäè, ÿêi âiäïîâiäàþòü íà-
áëèæåííþ ïîîäèíîêîãî âêëþ÷åííÿ [9] òà êîíòèíóàëü-
íî¨ ãåòåðîäèôóçi¨ [3].

Ó ðîáîòi öåé ìåòîä óçàãàëüíåíî íà âèïàäîê, êî-
ëè â ïiäøàðàõ îäíîãî ç òèïiâ ïåðiîäè÷íî¨ ñòðóêòóðè
âðàõîâó¹òüñÿ êîíâåêòèâíèé ïåðåíîñ. Äëÿ íåñòàöiî-
íàðíèõ ïðîöåñiâ ìàñîïåðåíîñó îòðèìàíî àíàëiòè÷íi
âèðàçè äëÿ êîíöåíòðàöi¨ äîìiøêîâî¨ ðå÷îâèíè òà ïî-
òîêiâ ìàñè, çîêðåìà, ÷åðåç âíóòðiøíþ ïîâåðõíþ êîí-
òàêòó.

Îá'¹êò äîñëiäæåííÿ òà ïîñòàíîâêà
çàäà÷i

Íåõàé äîìiøêîâà ðå÷îâèíà îäíîãî õiìi÷íîãî òè-
ïó ìiãðó¹ â øàði òîâùèíè x0, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç
ïåðiîäè÷íî ðîçòàøîâàíèõ îáëàñòåé äâîõ âèäiâ. Ïî-
âåðõíi, ùî îáìåæóþòü öi îáëàñòi, ïåðïåíäèêóëÿðíi
äî ïîâåðõîíü øàðó (ðèñ.1a) (âiñü Ox ïåðïåíäèêóëÿð-
íà äî ïîâåðõîíü òiëà, Oy � äî ïîâåðõîíü ñêëàäîâèõ
îáëàñòåé). Ïðè öüîìó îáëàñòi ç êîåôiöi¹íòîì äèôó-
çi¨ D1 ìàþòü øèðèíó 2L, à ç êîåôiöi¹íòîì D2 � 2l,
êðiì öüîãî â îáëàñòÿõ ç êîåôiöi¹íòîì äèôóçi¨ D1 ìà-
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ñîïåðåíîñ âiäáóâà¹òüñÿ íå òiëüêè çà äèôóçiéíèì, à
é êîíâåêòèâíèì ìåõàíiçìîì ç êîåôiöi¹íòîì êîíâå-
êòèâíîãî ïåðåíåñåííÿ v, ÿêèé ïðèéìà¹òüñÿ âiäîìèì
i ñòàëèì. Òàêà ñòðóêòóðà ìà¹ ñiì'þ ïëîùèí ñèìåòði¨

(y = ±n(L+ l), n =0,1,2,...), ÿêi äiëÿòü íàâïië ñóñiäíi
êîíòàêòóþ÷i îáëàñòi. Òîìó ìîæåìî âèäiëèòè åëåìåíò
òiëà (ðèñ.1b), íà âåðòèêàëüíèõ ãðàíèöÿõ ÿêîãî ïîòî-
êè â íàïðÿìêó îñi Oy, äîðiâíþþòü íóëþ.

Ðèñ. 1. Ðåãóëÿðíà ñòðóêòóðà òiëà, â ÿêîìó ìiãðó¹ äîìiøêîâà ðå÷îâèíà
òà âèäiëåíèé åëåìåíò òàêî¨ ñòðóêòóðè

Êîíöåíòðàöiÿ äîìiøêîâî¨ ðå÷îâèíè c1(x, y, t) â
îáëàñòi Ω1 =]0;x0[×]0;L[ âèçíà÷à¹òüñÿ ç ðiâíÿííÿ
êîíâåêòèâíî¨ äèôóçi¨

∂c1
∂ t

= D1

[
∂2c1
∂ x2

+
∂2c1
∂ y2

]
− v

∂c1
∂x

, x, y ∈ Ω1. (1)

Â îáëàñòi Ω2 =]0;x0[×]L;L + l[ êîíöåíòðàöiÿ ÷à-
ñòèíîê äîìiøêè c2(x, y, t) çàäîâîëüíÿ¹ äâîâèìiðíå
ðiâíÿííÿ äèôóçi¨

∂c2
∂ t

= D2

[
∂2c2
∂ x2

+
∂2c2
∂ y2

]
, x, y ∈ Ω2. (2)

Ïðèéìà¹ìî, ùî â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó â òiëi
âiäñóòíÿ äîìiøêîâà ðå÷îâèíà

c1(x, y, t)| t=0 = c2(x, y, t)| t=0 = 0. (3)

Íà ïîâåðõíi øàðó x = 0 ïiäòðèìóþòüñÿ ïîñòiéíi
çíà÷åííÿ êîíöåíòðàöié, à íà ïîâåðõíi x = x0 êîíöåí-
òðàöi¨ äîðiâíþþòü íóëþ:

c1(x, y, t)| x=0 = c
(1)
0 ≡ const,

c2(x, y, t)| x=0 = c
(2)
0 ≡ const;

c1(x, y, t)| x=x0
= c2(x, y, t)| x=x0

= 0. (4)

Íà ái÷íèõ ïîâåðõíÿõ âèäiëåíîãî åëåìåíòà y = 0,
y = L + l íóëþ äîðiâíþþòü ãîðèçîíòàëüíi ñêëàäîâi
ïîòîêó, òîáòî

∂c1(x, y, t)

∂y

∣∣∣∣
y=0

= 0,
∂c2(x, y, t)

∂y

∣∣∣∣
y=L+l

= 0. (5)

Íà ãðàíèöi êîíòàêòó y = L çàäà¹ìî óìîâè ðiâ-
íîñòi õiìi÷íèõ ïîòåíöiàëiâ i ãîðèçîíòàëüíi ñêëàäîâi
ìàñîâèõ ïîòîêiâ äîìiøêîâî¨ ðå÷îâèíè [11]:

µ1(x, y, t) |y=L = µ2(x, y, t) |y=L ,

Λ1
∂µ1(x, y, t)

∂y

∣∣∣∣
y=L

= Λ2
∂µ2(x, y, t)

∂y

∣∣∣∣
y=L

, (6)

äå µi(x, y, τ) � õiìi÷íèé ïîòåíöiàë â îáëàñòi Ωi, Λi �
êiíåòè÷íi êîåôiöi¹íòè (i =1; 2).

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó õiìi÷íèé ïîòåíöiàë íåëi-
íiéíî (ëîãàðèôìi÷íî) çàëåæèòü âiä êîíöåíòðàöi¨ [19].
Ïðèéìåìî òóò ëiíåàðèçîâàíèé çâ'ÿçîê [20] ìiæ õiìi-
÷íèìè ïîòåíöiàëàìè òà êîíöåíòðàöiÿìè ó âèãëÿäi

µ1(x, y, t) = µ0 −A (1− γ1c1(x, y, t)) ,

µ2(x, y, τ) = µ0 −A (1− γ2c2(x, y, t)) ,

äå µ0 � õiìi÷íèé ïîòåíöiàë äëÿ ÷èñòî¨ ðå÷îâèíè ó ñòà-
íi, ÿêèé çàäàíèé çíà÷åííÿìè àáñîëþòíî¨ òåìïåðàòó-
ðè T i òèñêó P , A = RT/M � êîåôiöi¹íò, â ÿêîìó
R � óíiâåðñàëüíà ãàçîâà ñòàëà i M � àòîìíà âàãà;
γi � êîåôiöi¹íòè àêòèâíîñòi.

Òîäi çi ñïiââiäíîøåíü (6) îòðèìà¹ìî óìîâè íåiäå-
àëüíîãî êîíòàêòó äëÿ êîíöåíòðàöi¨ ó âèãëÿäi

η1c1(x, y, t) |y=L = η2c2(x, y, t) |y=L ,

D1
∂c1(x, y, t)

∂y

∣∣∣∣
y=L

= D2
∂c2(x, y, t)

∂y

∣∣∣∣
y=L

, (7)
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Íåñòàöiîíàðíi ïðîöåñè êîíâåêòèâíî-äèôóçiéíîãî ìàñîïåðåíîñó ó áiíàðíèõ ðåãóëÿðíèõ ñòðóêòóðà

äå η1 i η2 (η1 ̸= η2, ηi = Aγi) � êîåôiöi¹íòè êîíöåí-
òðàöiéíî¨ çàëåæíîñòi õiìi÷íîãî ïîòåíöiàëó ÷àñòèíîê
â îáëàñòÿõ âiäïîâiäíî Ω1 i Ω2.

Ìåòîä ðîçâ'ÿçóâàííÿ
êîíòàêòíî-êðàéîâî¨ çàäà÷i

Ðîçâ'ÿçîê êîíòàêòíî-êðàéîâî¨ çàäà÷i ìàñîïåðå-
íîñó (1)�(5), (7) áóäåìî øóêàòè çà äîïîìîãîþ ií-
òåãðàëüíèõ ïåðåòâîðåíü çà ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè
îêðåìî â êîíòàêòóþ÷èõ îáëàñòÿõ.

Âèêîíà¹ìî iíòåãðàëüíi ïåðåòâîðåííÿ çà çìiííîþ y
îêðåìî â îáëàñòÿõ Ω1 i Ω2. Äëÿ òîãî, ùîá çàñòîñóâàòè
iíòåãðàëüíå ïåðåòâîðåííÿ íåîáõiäíî çíàòè âåëè÷èíó
âiäïîâiäíèõ ôóíêöié àáî ¨õíiõ ïîõiäíèõ íà ãðàíèöÿõ
îáëàñòi ïåðåòâîðåííÿ [21]. Ïðè y = 0 i y = L+ l ãðà-
íè÷íi óìîâè (5) âèçíà÷àþòü çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ ∂c1/∂y
íà ãðàíèöi îáëàñòi Ω1 i ∂c2/∂y íà ãðàíèöi Ω2. Íà ií-
øèõ ãðàíèöÿõ îáëàñòåé Ω1 i Ω2 (ïîâåðõíi êîíòàêòó)
âåëè÷èíè ∂ci/∂y ¹ íåâiäîìèìè. Äîîçíà÷èìî ¨õ, âðàõî-
âóþ÷è äðóãó êîíòàêòíó óìîâó (7). Âîíà îçíà÷à¹, ùî
íà ãðàíèöi êîíòàêòó y = L ìàñîâi ïîòîêè ðiâíi ìiæ
ñîáîþ i, ñâî¹þ ÷åðãîþ, äîðiâíþþòü äåÿêié ôóíêöi¨
g(x, t), òîáòî

D1
∂c1(x, y, t)

∂y

∣∣∣∣
y=L

= D2
∂c2(x, y, t)

∂y

∣∣∣∣
y=L

= g(x, t).

Çâiäñè ìà¹ìî

∂c1 (x, y, t)

∂y

∣∣∣∣
y=L

=
1

D1
g(x, t),

∂c2 (x, y, t)

∂y

∣∣∣∣
y=L

=
1

D2
g(x, t). (8)

Òîäi ìîæåìî âèêîíàòè ñêií÷åííi iíòåãðàëüíi cos-
ïåðåòâîðåííÿ [21] îêðåìî â êîíòàêòóþ÷èõ îáëàñòÿõ.

Çà çìiííîþ y â îáëàñòi Ω1 çàñòîñó¹ìî ñêií÷åííå
iíòåãðàëüíå cos-ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹

c̃1(x, k, t) =

L∫
0

c1(x, y, t) cos (yky) dy, (9)

c̄1(x, y, t) =
1

L
c̃1(x, 0, t) +

2

L

∞∑
k=1

c̃1(x, k, t) cos(yky),

(10)
äå yk = kπ/L.

Ñïî÷àòêó çíàéäåìî iíòåãðàëüíå ïåðåòâîðåííÿ (9)
âiä ∂2c1

/
∂y2. Ç óðàõóâàííÿì óìîâ íà ãðàíèöi îáëàñòi

Ω1 (5), (8) ìà¹ìî

L∫
0

∂2c1 (x, y, t)

∂y2
cos (yky) dy =

=
∂c1 (x, y, t)

∂y
cos (yky)

∣∣∣∣L
0

+

+ ykc1 (x, y, t) sin (yky) |L0 −

−y2k

L∫
0

c1 (x, y, t) cos (yky) dy =
(−1)k

D1
g(x, t)−

−D1y
2
k c̃1(x, k, t).

Òîäi â çîáðàæåííÿõ êðàéîâà çàäà÷à â îáëàñòi Ω1

(1), (3)�(5) i (8) íàáóäå âèãëÿäó

∂c̃1
∂t

= D1
∂2c̃1
∂x2

− v
∂c̃1
∂x

+ (−1)kg(x, t)−D1y
2
k c̃1, (11)

c̃1(x, k, t)| t=0 = 0, (12)

c̃1(x, k, t)| x=0 = akc
(1)
0 , c̃1(x, k, t)| x=x0

= 0,

äå ak =

{
L, k = 0
0, k = 1, 2, ...

.

Äî êðàéîâî¨ çàäà÷i (11), (12) çàñòîñó¹ìî òàêå ií-
òåãðàëüíå ïåðåòâîðåííÿ çà çìiííîþ x [22]:

c̄1(n, k, t) =

x0∫
0

c̃1(x, k, t)e
−vDx sin(xnx)dx, (13)

c̃1(x, k, t) =
2

x0
evDx

∞∑
n=1

c̄1(n, k, t) sin(xnx), (14)

äå vD = v/2D1, xn = nπ/x0.
Äëÿ ôóíêöi¨ g(x, t) âiäïîâiäíî ìà¹ìî

g̃n(t) =

x0∫
0

g(x, t)e−vDx sin(xnx)dx, (15)

g(x, t) = evDx
∞∑
n=1

g̃n(t) sin(xnx). (16)

Ó ðåçóëüòàòi çàäà÷à (11), (12) â çîáðàæåííÿõ çâî-
äèòüñÿ äî çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

dc̄1
dt

= −D1(v
2
D + x2n+ y2k)c̄1 +D1akc

(1)
0 xn+ (−1)kg̃n(t)

(17)
ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ

c̄1(n, k, t)|t=0 = 0. (18)

Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (17), (18) ìà¹ âèãëÿä [23]

c̄1(n, k, t) = e−D1(x2
n+y

2
k+v

2
D)t×
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×
t∫

0

[
D1akc

(1)
0 xn + (−1)kg̃n(t

′)
]
eD1(x2

n+y
2
k+v

2
D)t

′
dt′.

(19)
Çàçíà÷èìî, ùî ó âèðàçi (19) çàëèøà¹òüñÿ íåâiäî-

ìèì g̃n(t
′).

Ðîçãëÿíåìî êðàéîâó çàäà÷ó äèôóçi¨ (2)�(5), (8) â
îáëàñòi Ω2. Çà çìiííîþ y â îáëàñòi Ω2 çàñòîñó¹ìî íà-
ñòóïíå cos-ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ç çñóâîì [17]

c̃2(x, j, t) =

L+l∫
L

c2(x, y, t) cos (yj(y − L)) dy, (20)

c̄2(x, y, t) =
1

l
c̃2(x, 0, t)+

2

l

∞∑
j=1

c̃2(x, j, t) cos(yj(y − L)),

(21)
äå yj = jπ/l.

Ç óðàõóâàííÿì óìîâ íà ái÷íèõ ãðàíèöÿõ îáëàñòi
Ω2 (5), (8) ìà¹ìî:

L+l∫
L

∂2c2 (x, y, t)

∂y2
cos (yj(y − L)) dy =

=
∂c2 (x, y, t)

∂ y
cos (yj(y − L))

∣∣∣∣L+l
L

+

−yjc2 (x, y, t) sin (yj(y − L)) |L+lL −

−yj

L+l∫
L

c2 (x, y, t) cos (yj(y − L)) dy =

= −g(x, t)
D2

− y2j c̃2 (x, j, t) .

Òîäi ðiâíÿííÿ (2) â çîáðàæåííÿõ çâåäåòüñÿ äî òà-
êîãî ðiâíÿííÿ:

∂c̃2
∂ t

= D2
∂2c̃2
∂ x2

−D2y
2
j c̃2 − g(x, t), x ∈]0;x0[ (22)

ç êðàéîâèìè óìîâàìè

c̃2(x, j, t)| t=0 = 0,

c̃1(x, j, t)| x=0 = ajc
(2)
0 , c̃2(x, j, t)| x=x0

= 0, (23)

äå aj =
{
l, j = 0
0, j = 1, 2, ...

.

Çà àíàëîãi¹þ çíàõîäèìî ðîçâ'ÿçîê êðàéîâî¨ çàäà÷i
(28), (29) ó âèãëÿäi

c̄2(m, j, t) = e−D2(x2
m+y2j )t×

×
t∫

0

[
D2ajc

(2)
0 xm − g̃m(t′)

]
eD2(x2

m+y2j )t
′
dt′. (24)

Ó âèðàçàõ (19), (24) çàëèøàþòüñÿ íåâiäîìèìè
ôóíêöi¨ âiäïîâiäíî g̃n(t′) i g̃m(t′). Øóêàòèìåìî ¨õ ç
ïåðøî¨ êîíòàêòíî¨ óìîâè (7) ñòðèáêà ôóíêöi¨ êîíöåí-
òðàöi¨ íà ãðàíèöi ðîçäiëó îáëàñòåé Ω1 òà Ω2.

Âèêîíà¹ìî îáåðíåíi ïåðåòâîðåííÿ çà çìiííîþ y
âèðàçiâ (19) i (24). Âðàõîâóþ÷è âèðàçè äëÿ ak i aj ,
çàïèøåìî ¨õ îêðåìî äëÿ íóëüîâèõ i íåíóëüîâèõ ÷ëå-
íiâ ðÿäiâ ïî k i j:

c̄ 1(n, k, t)|k=0 = e−D1(v2D+x2
n)t×

×
t∫

0

{
Lc

(1)
0 xnD1e

D1(v2D+x2
n)t

′
+ g̃n(t

′) eD1(v2D+x2
n)t

′
}
dt′,

c̄1(n, k, t)|k ̸=0 = e−D1(v2D+x2
n+y

2
k)t×

×
t∫

0

(−1)kg̃n(t
′) eD1(v2D+x2

n+y
2
k) t

′
dt′,

c̄2(m, j, t)|j=0 = e−D2x
2
mt×

×
t∫

0

{
lc

(2)
0 xmD2e

D2x
2
mt

′
− g̃m(t′) eD2x

2
mt

′
}
dt′,

c̄2(m, j, t)|j ̸=0 = e−D2(x2
m+y2j ) t

t∫
0

g̃m(t′) eD2(x2
n+y

2
j ) t

′
dt′.

Ïiñëÿ çàñòîñóâàííÿ âiäïîâiäíèõ îáåðíåíèõ ïåðå-
òâîðåíü çà çìiííîþ y (10) i (21) îäåðæèìî

c̄1(n, y, t) =

t∫
0

([
D1c

(1)
0 xn +

g̃n(t
′)

L

]
e
−D1(v2

D+x2
n)(t−t′)

+

+
2

L
g̃n(t

′)
∞∑
k=1

(−1)k cos (yky) e
−D1(v2D+x2

n+y
2
k)(t−t

′)

)
dt′;

c̄2(m, y, t) =

t∫
0

([
D2c

(2)
0 xm − g̃m(t′)

l

]
e
−D2x2

m(t−t′)
−

− 2

l
g̃m(t′)

∞∑
j=1

cos (yj(y − L)) e−D2(x2
m+y2j )(t−t

′)

 dt′.
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Âèêîíà¹ìî îáåðíåíi ïåðåòâîðåííÿ (14) â îáëàñòi
Ω1 i (25) â îáëàñòi Ω2 çà çìiííîþ x, òîäi îòðèìà¹ìî

c1(x, y, t) =

t∫
0

2

x0
evDx

∞∑
n=1

sin(xnx) ×

×
([
D1c

(1)
0 xn +

g̃n(t
′)

L

]
e
−D1(v2

D+x2
n)(t−t′)

+

+
2

L
g̃n(t

′)
∞∑
k=1

(−1)k cos (yky) e
−D1(v2D+x2

n+y
2
k)(t−t

′)

)
dt′;

(25)

c2(x, y, t) =

t∫
0

2

x0

∞∑
m=1

sin(xmx) ×

×
([
D2c

(2)
0 xm − g̃m(t′)

l

]
e
−D2x2

m(t−t′)
−

− 2

l
g̃m(t′)

∞∑
j=1

cos (yj(y − L)) e−D2(x2
m+y2j )(t−t

′)

 dt′.

(26)
Ïiäñòàâëÿ¹ìî âèðàçè (31), (32) â óìîâó (7) i îäåð-

æó¹ìî òàêå ðiâíÿííÿ:

t∫
0

η1e
vDx

∞∑
n=1

sin(xnx)

([
D1c

(1)
0 xn +

g̃n(t
′)

L

]
e
−D1(v2

D+x2
n)(t−t′)

+
2

L
g̃n(t

′)
∞∑
k=1

(−1)k e−D1(v2D+x2
n+y

2
k)(t−t

′)

)
dt′ =

=

t∫
0

η2

∞∑
m=1

sin(xmx)

([
D2c

(2)
0 xm − g̃m(t′)

l

]
e
−D2x2

m(t−t′)
− 2

l
g̃m(t′)

∞∑
j=1

e−D2(x2
m+y2j )(t−t

′)

 dt′. (27)

Äëÿ òîãî, ùîá îçíà÷åíi iíòåãðàëè âiä íåïåðiîäè-
÷íèõ ôóíêöié áóëè ðiâíèìè, äîñòàòíüî, ùîá äîðiâíþ-
âàëè ìiæ ñîáîþ ïiäiíòåãðàëüíi ôóíêöi¨. Òîäi ìà¹ìî

η1e
vDx

∞∑
n=1

sin(xnx)

([
D1c

(1)
0 xn +

g̃n(t
′)

L

]
e
−D1(v2

D+x2
n)(t−t′)

+

+
2

L
g̃n(t

′)
∞∑
k=1

(−1)k e−D1(v2D+x2
n+y

2
k)(t−t

′)

)
=

= η2

∞∑
m=1

sin(xmx)

([
D2c

(2)
0 xm − g̃m(t′)

l

]
e
−D2x2

m(t−t′)
−

−2

l
g̃m(t′)

∞∑
j=1

e−D2(x2
m+y2j )(t−t

′)

 . (28)

Äëÿ çíàõîäæåííÿ çâ'ÿçêó ìiæ ôóíêöiÿìè g̃n(t′) i
g̃m(t′) ðîçãëÿíåìî ñïiââiäíîøåííÿ, îáåðíåíå äî (15),
òîáòî (16)

g(x, t) = evDx
∞∑
n=1

g̃n(t) sin(xnx).

Äîìíîæèìî îáèäâi ÷àñòèíè öi¹¨ ðiâíîñòi íà
sin (xmx) i ïðîiíòåãðó¹ìî ïî x âiä 0 äî x0, òîáòî çàñòî-
ñó¹ìî ñêií÷åííå iíòåãðàëüíå sin-ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹
çà çìiííîþ x. Ìà¹ìî

x0∫
0

g(x, t) sin(xmx)dx =

x0∫
0

2

x0
evDx sin (xmx)×

×
∞∑
n=1

g̃n(t) sin (xnx) dx.

Ëiâà ÷àñòèíà öi¹¨ ðiâíîñòi ¹ g̃m(t′). Òîäi

g̃m(t) =
2

x0

∞∑
n=1

g̃n(t)

x0∫
0

evDx sin (xmx) sin (xnx) dx,

i ïiñëÿ iíòåãðóâàííÿ îòðèìà¹ìî

g̃m(t) =
2

x0

∞∑
n=1

An,mg̃n(t), (29)

äå êîåôiöi¹íòè An,m âèçíà÷àþòüñÿ òàê:

An,m ≡ 2vDπ
2

x20

nm [(−1)n+mevDx0 − 1]{
v2D + π2

x2
0
(n−m)2

}{
v2D + π2

x2
0
(n+m)2

} .
(30)

Ç iíøîãî áîêó, ÿêùî ðîçãëÿíåìî ðiâíiñòü

g(x, t) =
2

x0

∞∑
m=1

g̃m(t) sin (xmx) ,

i çàñòîñó¹ìî äî íå¨ ñêií÷åííå iíòåãðàëüíå ïåðåòâîðå-
ííÿ (15), òî îòðèìà¹ìî

x0∫
0

g(x, t)e−vDx sin (xnx) dx =

=

x0∫
0

2

x0

∞∑
m=1

g̃m(t) sin (xmx) e
−vDx sin (xnx) dx.
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Îñêiëüêè çà ôîðìóëîþ (15) ëiâà ÷àñòèíà öi¹¨ ðiâ-
íîñòi ¹ g̃n(t), îäåðæèìî

g̃n(t) =
2

x0

∞∑
m=1

Bn,mg̃m(t), (31)

äå

Bn,m ≡ −2vDπ
2

x20

nm [(−1)n+me−vDx0 − 1]{
v2D + π2

x2
0
(n−m)2

}{
v2D + π2

x2
0
(n+m)2

} .
(32)

Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî

Bn,m = − (−1)n+me−vDx0 − 1

(−1)n+mevDx0 − 1
An,m.

Çàóâàæèìî, ùî, çâàæàþ÷è íà ñïiââiäíîøåííÿ (35)
i (37), äëÿ çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i íåîáõiäíî
âèçíà÷èòè ëèøå îäíó ç ôóíêöié g̃n(t′) àáî g̃m(t′).

Ïîäàìî ïåðøèé äîäàíîê ó ïðàâié ÷àñòèíi (34) ó
âèãëÿäi ðîçâèíåííÿ çà n. Òîäi ðiâíÿííÿ (28) ç óðàõó-
âàííÿì ñïiââiäíîøåííÿ (29) ìîæíà çâåñòè äî ôîðìè

η1

∞∑
n=1

sin(xnx)

([
D1c

(1)
0 xn +

g̃n(t
′)

L

]
e
−D1(v2

D+x2
n)(t−t′)

+

+
2

L
g̃n(t

′)
∞∑
k=1

(−1)k e−D1(v2D+x2
n+y

2
k)(t−t

′)

)
=

= η2
2

x0

∞∑
m=1

Bn,mD2c
(2)
0 xme

−D2x2
m(t−t′)

−

−η2
(

2

x0

)2
g̃n(t

′)

l

∞∑
m=1

Φm(t− t′)Bn,mAn,m. (33)

Çâiäñè çíàõîäèìî

ḡn(t
′) =

−η1
η2
D1c

(1)
0 xn + 2

x0
D2c

(2)
0

∞∑
m=1

xmBn,mEn,m (t− t′)

η1
η2L

Θ0

(
0, e−D1

π2

L2 (t−t′)
)
+ 4

x2
0l

∞∑
m=1

Φm (t− t′)An,mBn,me
D1(v2D+x2

n)(t−t′)
, (34)

äå En,m (t− t′) = exp
{
−
[
D2x

2
m −D1

(
v2D + x2n

)]
(t− t′)

}
, Θ0 (υ, x) � åëiïòè÷íà òåòà-ôóíêöiÿ [24].

Çàóâàæèìî, ùî iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ (27) ìà¹ íå-
¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, îñêiëüêè, çîêðåìà, iñíóþòü òàêi

ôóíêöi¨ F (t′) ̸= 0, ùî
t∫
0

F (t′)dt′ = 0. Äî òîãî æ

ðîçâ'ÿçîê âèõiäíî¨ çàäà÷i ¹ ¹äèíèì íåçàëåæíî âiä
âèáîðó ñïîñîáó ðîçâ'ÿçàííÿ iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ
(34), îñêiëüêè ḡn(t′) i ḡm(t′) â ðîçâ'ÿçêàõ c1(x, y, t) i
c2(x, y, t) ôiãóðóþòü òiëüêè ïiä çíàêîì iíòåãðàëà çà
çìiííîþ t′.

I îñòàòî÷íî ôóíêöi¨ êîíöåíòðàöi¨ äîìiøêîâî¨ ðå-
÷îâèíè â îáëàñòÿõ Ω1 i Ω2 íàáóäóòü âèãëÿäó

c1(x, y, t) = c
(1)
0 evDx

shvD (x0 − x)

sh (vDx0)
+

+
2

x0
evDx

∞∑
n=1

sin (xnx)

[
− c

(1)
0 xn

v2D + x2n
e−D1(v2D+x2

n)t+

+
1

L

∞∫
k=1

{
ḡn(t

′)e−D1(v2D+x2
n)(t−t

′)×

×

(
1 + 2

∞∑
k=1

(−1)k cos (yky) e
−D1y

2
k(t−t

′)

)}
dt′

]
,

(35)

c2(x, y, t) = c
(2)
0

(
1− x

x0

)
−

− 2

x0

∞∑
m=1

sin (xmx) e
−D2x

2
mt

{
c
(2)
0

xm
+

1

l

t∫
0

ḡm(t′)eD2x
2
mt

′
×

×

1 + 2

∞∑
j=1

cos (yj (y − L))e−D2y
2
j (t−t

′)

 dt′

 . (36)

Çàçíà÷èìî, ùî äëÿ çíàõîäæåííÿ g̃m(t) âèêîðèñòî-
âó¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ (29) ðàçîì ç âèðàçîì (34).

×èñëîâèé àíàëiç ïîòîêó ìàñè
÷åðåç âíóòðiøíþ ïîâåðõíþ êîíòàêòó
òà êîíöåíòðàöi¨ äîìiøêîâî¨ ðå÷îâèíè
â ñòðóêòóðíèõ åëåìåíòàõ òiëà

Íàâåäåìî ïðèêëàä ðîçïîäiëiâ ôóíêöi¨ g(ξ, τ), ÿêà
¹ ñóìàðíèì ïîòîêîì ìàñè ÷åðåç ïîâåðõíþ êîíòàêòó
ζ = Λ ç ïðîòèëåæíèì çíàêîì. À òàêîæ ïðîiëþñòðó-
¹ìî òà ïðîàíàëiçó¹ìî õàðàêòåðíi ðîçïîäiëè ôóíêöié
êîíöåíòðàöi¨ äîìiøêîâèõ ÷àñòèíîê çà ãëèáèíîþ òi-
ëà â îáëàñòÿõ Ω1 i Ω2, îá÷èñëåíi çà ôîðìóëàìè (35)
i (36) â áåçðîçìiðíèõ çìiííèõ (3). ×èñëîâi ðîçðà-
õóíêè ïðîâåäåíî çà ôîðìóëàìè (29), (34) ó áåçðîç-
ìiðíèõ çìiííèõ ξ = (k/D1)

1/2
x, ζ = (k/D1)

1/2
y,

τ = kt, äå k êîåôiöi¹íò, ÿêèé ìà¹ ðîçìiðíiñòü [c−1]
[3]. Îá÷èñëåííÿ âèêîíóâàëèñü ç òî÷íiñòþ ε = 10−7.
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Ïðè öüîìó ïðèéíÿòi òàêi áàçîâi çíà÷åííÿ ïàðàìå-
òðiâ: ξ0 = (k

/
D1)

1/2x0 =10, Λ = (k
/
D1)

1/2L =0.1,
λ = (k

/
D1)

1/2l =0.9, d = D2/D1 =0.01, η1/η2 =0.1,

c
(2)
0

/
c
(1)
0 =0.1, τ =5. Ðèñ. 2 iëþñòðó¹ ïîâåäiíêó ôóí-

êöi¨ g(ξ, τ) çàëåæíî âiä çíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòà êîíâå-
êòèâíîãî ïåðåíîñó â îáëàñòi Ω1. Òóò êðèâi 1�5 âiä-
ïîâiäàþòü ⌢

v = (k2D1)
−1/2v=0.1; 0.2; 0.3; 0.4; 0.5 íà

ðèñ.2a i ⌢
v =2.3; 2.4; 2.5; 2.7; 3; 4; 5 íà ðèñ.2b.

Ðèñ. 2. Ðîçïîäiëè ôóíêöi¨ g(ξ, τ) äëÿ ìàëèõ (ðèñ. a) i âåëèêèõ (ðèñ. b)
çíà÷åíü øâèäêîñòi êîíâåêòèâíîãî ïåðåíåñåííÿ

Çàçíà÷èìî, ùî âðàõóâàííÿ êîíâåêòèâíî¨ ñêëàäî-
âî¨ â îäíié ç îáëàñòåé ïðèâîäèòü äî iñòîòíîãî ïå-
ðåðîçïîäiëó ïîòîêó ìàñè ÷åðåç ïîâåðõíþ êîíòàêòó
íà áiëüøié ÷àñòèíi öi¹¨ ìåæi. Iç çðîñòàííÿì çíà-
÷åíü øâèäêîñòi êîíâåêòèâíîãî ïåðåíåñåííÿ ñïîñòå-
ðiãà¹òüñÿ çíà÷íå çìåíøåííÿ ïîòîêó äîìiøêè ÷åðåç
êîíòàêòíó ïîâåðõíþ äëÿ ξ ∈ [0; 4] (ôóíêöiÿ g(ξ, τ)
ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ â ìåæàõ ïîõèáêè, ðèñ. 2b), iñòîòíî
çðîñòàþ÷è áiëÿ �íèæíüî¨� ãðàíèöi øàðó ξ = ξ0. Ïðè-
÷îìó ÷èì áiëüøîþ ¹ øâèäêiñòü êîíâåêòèâíîãî ïåðå-
íåñåííÿ, òèì áëèæ÷å äî ãðàíèöi ξ = ξ0 ïî÷èíà¹òüñÿ
çðîñòàííÿ ïîòîêó i òèì áiëüøèõ çíà÷åíü äîñÿãà¹ ìà-
êñèìóì |g(ξ, τ)| (ðèñ. 2b). Òàêîæ òðåáà çàçíà÷èòè, ùî
çðîñòàííÿ çíà÷åííÿ ⌢

v íà ïîðÿäîê âåäå äî çáiëüøåííÿ
ìàêñèìàëüíîãî àáñîëþòíîãî çíà÷åííÿ g(ξ, τ) íà 2�3
ïîðÿäêè (íàïðèêëàä, êðèâà 2 íà ðèñ. 2à i êðèâà 1 íà
ðèñ. 2b). Çíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòà øâèäêîñòi êîíâåêòèâ-
íîãî ïåðåíåñåííÿ ⌢

v íå òiëüêè iñòîòíî âïëèâà¹ íà âå-
ëè÷èíó ïîòîêó, àëå éîãî çìiíà ìîæå ïðèâåñòè äî çìi-
íè çíàêà ôóíêöi¨ g(ξ, τ), òîáòî äî çìiíè íàïðÿìêó ñó-
ìàðíîãî ïîòîêó ìàñè ÷åðåç ïîâåðõíþ êîíòàêòó (ðèñ.
2b). Çàçíà÷èìî, ùî ïðè ìàëèõ çíà÷åííÿõ ⌢

v ìàêñèìóì
ôóíêöi¨ |g(ξ, τ)| çíàõîäèòüñÿ â îêîëi ξ ≈5.5 (êðèâà 1
íà ðèñ. 2à) i iç çðîñòàííÿì ⌢

vïîñòóïîâî çñóâà¹òüñÿ äî
íèæíüî¨ ãðàíèöi òiëà ξ = ξ0 Ç ÷àñîì iíòåíñèâíiñòü
ïîòîêó ìàñè ÷åðåç ãðàíèöþ êîíòàêòó iñòîòíî çìåí-
øó¹òüñÿ. Ïðè öüîìó äëÿ âåëèêèõ øâèäêîñòåé êîí-
âåêòèâíîãî ïåðåíåñåííÿ ïåðåä âèõîäîì íà óñòàëåíèé
ðåæèì ôóíêöiÿ g(ξ, τ) çìiíþ¹ çíàê.

Iíøi êîåôiöi¹íòè çàäà÷i òàêîæ iñòîòíî âïëèâàþòü
íà ïîâåäiíêó ôóíêöi¨ g(ξ, τ). Òàêi ïàðàìåòðè çàäà-

÷i, ÿê âiäíîøåííÿ êîåôiöi¹íòiâ äèôóçi¨ d = D2/D1

i âiäíîøåííÿ ïîòóæíîñòåé äæåðåë ìàñè c(2)0

/
c
(1)
0 íà

ïîâåðõíi îáëàñòåé Ω1 i Ω2 íå òiëüêè çíà÷íî âïëèâà-
þòü íà âåëè÷èíó ïîòîêó, àëå ¨õíÿ çìiíà ìîæå ïðèâå-
ñòè äî çìiíè çíàêà ôóíêöi¨ g(ξ, τ), òîáòî äî çìiíè íà-
ïðÿìêó ñóìàðíîãî ïîòîêó ìàñè ÷åðåç ïîâåðõíþ êîí-
òàêòó ζ = Λ. Ïðè öüîìó ïðè çðîñòàííi d äëÿ ìàëèõ
i âåëèêèõ çíà÷åíü ⌢

v â îáëàñòi Ω1 çíà÷åííÿ |g(ξ, τ)|
çìåíøó¹òüñÿ, à äëÿ âåëèêèõ çíà÷åíü øâèäêîñòi êîí-
âåêòèâíîãî ïåðåíåñåííÿ â îáëàñòi Ω2 ñïîñòåðiãà¹òüñÿ
ïðîòèëåæíà çàêîíîìiðíiñòü: iç çðîñòàííÿì d çíà÷å-
ííÿ |g(ξ, τ)| òàêîæ çðîñòà¹ (ðèñ.7b). Ùîäî çàëåæíî-
ñòi g(ξ, τ) âiä ïîòóæíîñòi äæåðåë ìàñè íà ïîâåðõíi
ξ = 0, òî ÷èì áiëüøîãî çíà÷åííÿ íàáóâà¹ çíà÷åííÿ
c
(2)
0 êîíöåíòðàöiÿ äîìiøêè â îáëàñòi Ω2, òèì ìåíøèì
¹ çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ |g(ξ, τ)| â îáëàñòi Ω1 . Â îáëà-
ñòi Ω2 ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ïðîòèëåæíà çàêîíîìiðíiñòü: iç

çðîñòàííÿì c(2)0

/
c
(1)
0 çíà÷åííÿ |g(ξ, τ)| òàêîæ çðîñòà¹.

Çìiíà âiäíîøåííÿ êîåôiöi¹íòiâ êîíöåíòðàöiéíî¨
çàëåæíîñòi õiìi÷íèõ ïîòåíöiàëiâ η1/η2, ÿêi âèçíà÷à-
þòü âåëè÷èíó ñòðèáêà êîíöåíòðàöi¨ íà ãðàíèöi êîí-
òàêòó, íå ïðèâîäèòü äî çìiíè íàïðÿìêó ðåçóëüòóþ-
÷îãî ïîòîêó ÷åðåç ïîâåðõíþ êîíòàêòó, àëå òðåáà çà-
óâàæèòè, ùî çíà÷íî âïëèâà¹ íà iíòåíñèâíiñòü ïîòîêó.
Çðîñòàííÿ çíà÷åííÿ η1/η2 íà ïîðÿäîê âåäå äî çáiëü-
øåííÿ ìàêñèìàëüíîãî àáñîëþòíîãî çíà÷åííÿ |g(ξ, τ)|
íà 1�2 ïîðÿäêè. Ïðè çìiíi òîâùèí îáëàñòåé Ω1 i Ω2,
òîáòî ÿêùî ïîâåðõíþ êîíòàêòó çñóâàòè äî ãðàíèöi
ζ = Λ+ λ, òî âåëè÷èíà ïîòîêó ìàñè ÷åðåç öþ ãðàíè-
öþ ñïî÷àòêó çðîñòà¹, à ïîòiì ïîñòóïîâî ñïàäà¹, ïðè-

Applied Mathematics and mechanics 85

Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua



Â.�. Ãîí÷àðóê, Â.À. Äìèòðóê, Î.Þ. ×åðíóõà

÷îìó íàéáiëüøèõ çíà÷åíü ìàêñèìóì ôóíêöi¨ g(ξ, τ)
íàáóâà¹, ÿêùî ãðàíèöÿ êîíòàêòó çíàõîäèòüñÿ â ìå-
æàõ [0.3; 0.4].

Íà ðèñ. 3�7 ïîêàçàíi õàðàêòåðíi ðîçïîäiëè çà
ãëèáèíîþ øàðó êîíöåíòðàöié äîìiøêîâî¨ ðå÷îâèíè
c1(ξ, ζ, τ) â ñåðåäèíi îáëàñòi Ω1 ïðè ζ∗ =0.05 (ðèñ. a)
i c2(ξ, ζ, τ) â ñåðåäèíi îáëàñòi Ω2 ζ∗ =0.55 (ðèñ.b) â
çàëåæíîñòi âiä ðiçíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ çàäà÷i.
Íà ðèñ.3 ïîêàçàíèé âïëèâ øâèäêîñòi êîíâåêòèâíîãî
ïåðåíåñåííÿ ÷àñòèíîê â îáëàñòi Ω1 íà çíà÷åííÿ i ïî-
âåäiíêó ôóíêöié ci(ξ, ζ, τ). Òóò êðèâi 1à�5à âiäïîâiäà-
þòü ìàëèì çíà÷åííÿì ⌢

v =0.1; 0.2; 0.3; 0.4; 0.5, à êðèâi
1b-5b � âåëèêèì çíà÷åííÿì ⌢

v =1; 1.5; 2; 3; 4 íà ðèñ.
3à i êðèâi 1b�4b - ⌢

v =1; 1.5; 2; 2.5 íà ðèñ. 3b. Òóò i
íàäàëi øòðèõîâi ëiíi¨ îïèñóþòü âiäïîâiäíó ôóíêöiþ
äëÿ ⌢

v =0.2, à ñóöiëüíi � äëÿ ⌢
v =2.

Íà ðèñ.4 ïîäàíi ðîçïîäiëè êîíöåíòðàöi¨ äîìiøêî-

âî¨ ðå÷îâèíè ci(ξ, ζ, τ)
/
c
(1)
0 â ðiçíi ìîìåíòè ÷àñó τ .

Íà ðèñ. 4à êðèâi 1�5 âiäïîâiäàþòü çíà÷åííÿì τ =1;
3; 5; 10; 50, à íà ðèñ. 4b � τ =1; 3; 5; 10; 30. Ðèñ. 5
äåìîíñòðó¹ çàëåæíiñòü ôóíêöié êîíöåíòðàöié âiä ði-
çíèõ çíà÷åíü âiäíîøåííÿ êîåôiöi¹íòiâ êîíöåíòðàöié-
íî¨ çàëåæíîñòi õiìi÷íèõ ïîòåíöiàëiâ η1/η2 â îáëàñòÿõ
Ω1 òà Ω2. Íà ðèñ.5à êðèâi 1-5 âiäïîâiäàþòü çíà÷åí-
íÿì η1/η2 =1; 2; 5; 8; 10, à íà ðèñ.5b - η1/η2 =0.1; 0.2;
0.3; 0.4; 0.5. Ðèñ.6 iëþñòðó¹ ïîâåäiíêó êîíöåíòðàöié

ci(ξ, ζ, τ)
/
c
(1)
0 äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü âiäíîøåííÿ ïîòó-

æíîñòåé äæåðåë ìàñè c(2)0

/
c
(1)
0 â îáëàñòÿõ Ω1 òà Ω2,

äå êðèâi 1-5 âiäïîâiäàþòü çíà÷åííÿì c
(2)
0

/
c
(1)
0 =0.1;

0.5; 1; 5; 10 äëÿ ⌢
v =2, à øòðèõîâi êðèâi 1à-5à âiäïîâiä-

àþòü ⌢
v =0.2. Íà ðèñ. 7 ïîêàçàíi ðîçïîäiëè ôóíêöié

êîíöåíòðàöié ci(ξ, ζ, τ)
/
c
(1)
0 äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü âiä-

íîøåííÿ êîåôiöi¹íòiâ äèôóçi¨ d = D2/D1. Òóò êðèâi
1�5 âiäïîâiäàþòü d =0.001; 0.01; 0.1; 1; 5; 10.

Ðèñ. 3. Ðîçïîäiëè ôóíêöié êîíöåíòðàöi¨ äîìiøêè c1(ξ, ζ, τ) â îáëàñòi Ω1 (ðèñ. à) i c2(ξ, ζ, τ) â îáëàñòi Ω2

(ðèñ. b) äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü øâèäêîñòi êîíâåêòèâíîãî ïåðåíåñåííÿ

Ðèñ. 4. Ðîçïîäiëè êîíöåíòðàöié äîìiøêîâî¨ ðå÷îâèíè ci(ξ, ζ, τ)
/
c
(1)
0 â îáëàñòÿõ Ω1 (ðèñ. à) òà Ω2 (ðèñ. b)

â ðiçíi ìîìåíòè ÷àñó (⌢v=2 � ñóöiëüíi ëiíi¨; äëÿ ⌢
v=0.2 � øòðèõîâi ëiíi¨)
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Ðèñ. 5. Çàëåæíiñòü ôóíêöié êîíöåíòðàöi¨ äîìiøêè c1(ξ, ζ, τ) â îáëàñòi Ω1 (ðèñ. à) i c2(ξ, ζ, τ) â îáëàñòi Ω2

(ðèñ. b) âiä ðiçíèõ çíà÷åíü âiäíîøåííÿ η1/η2 (
⌢
v=2 � ñóöiëüíi ëiíi¨; äëÿ ⌢

v=0.2 � øòðèõîâi ëiíi¨)

Ðèñ. 6. Çàëåæíiñòü ôóíêöié êîíöåíòðàöi¨ äîìiøêè c1(ξ, ζ, τ) â îáëàñòi Ω1 (ðèñ. à) i c2(ξ, ζ, τ) â îáëàñòi Ω2

(ðèñ. b) âiä ðiçíèõ çíà÷åíü âiäíîøåííÿ ïîòóæíîñòåé äæåðåë ìàñè (⌢v=2 � ñóöiëüíi ëiíi¨;
äëÿ ⌢

v=0.2 � øòðèõîâi ëiíi¨)

Ðèñ. 7. Çàëåæíiñòü ôóíêöié êîíöåíòðàöi¨ äîìiøêè c1(ξ, ζ, τ) â îáëàñòi Ω1 (ðèñ. à) i c2(ξ, ζ, τ) â îáëàñòi Ω2

(ðèñ. b) âiä âiäíîøåííÿ êîåôiöi¹íòiâ äèôóçi¨ d (⌢v=2 � ñóöiëüíi ëiíi¨; äëÿ ⌢
v=0.2 � øòðèõîâi ëiíi¨)
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Çàçíà÷èìî, ùî iñòîòíî âiäðiçíÿþòüñÿ ðîçïîäiëè
êîíöåíòðàöi¨ äîìiøêîâî¨ ðå÷îâèíè â îáëàñòi Ω1, äå
ìàñîïåðåíîñ âiäáóâà¹òüñÿ ÿê äèôóçiéíèì, òàê i êîí-
âåêòèâíèì ìåõàíiçìàìè, i â îáëàñòi Ω2, â ÿêié âðà-
õîâàíî òiëüêè äèôóçiþ ÷àñòèíîê. Ïðè öüîìó â îáëà-

ñòi Ω1 ôóíêöiÿ ci(ξ, ζ, τ)
/
c
(1)
0 äëÿ áiëüøîñòi çíà÷åíü

ïàðàìåòðiâ çàäà÷i ìà¹ ñòàëèé àáî ñïàäíèé õàðàêòåð
(íàïðèêëàä, ðèñ. 3à�7à). Äî òîãî æ â îáëàñòi Ω2

äëÿ ìàëèõ øâèäêîñòåé êîíâåêòèâíîãî ïåðåíåñåííÿ
â îáëàñòi Ω1 ñïîñòåðiãà¹òüñÿ çðîñòàííÿ êîíöåíòðàöi¨

c2(ξ, ζ, τ)
/
c
(1)
0 âiä âåðõíüî¨ ïîâåðõíi ξ = 0, à äëÿ âå-

ëèêèõ çíà÷åíü ⌢
v � ó íèæíié ÷àñòèíi øàðó ξ = ξ0

(ðèñ. 3b).
Äëÿ ìàëèõ ÷àñiâ τ øâèäêiñòü êîíâåêòèâíîãî ïå-

ðåíåñåííÿ ⌢
v íå âïëèâà¹ íà çíà÷åííÿ êîíöåíòðàöi¨

c2(ξ, ζ, τ)
/
c
(1)
0 (êðèâi 1à i 1b íà ðèñ. 4b). Çi çáiëü-

øåííÿì ÷àñó ïðîöåñó ìàñîïåðåíîñó êîíöåíòðàöiÿ ÿê
â îáëàñòi Ω1 òàê i â îáëàñòi Ω2 çáiëüøó¹òüñÿ (ðèñ.
4à i 4b). ßêùî ïðîòÿãîì óñüîãî ïðîöåñó ìàñîïåðå-

íîñó çíà÷åííÿ êîíöåòðàöi¨ c1(ξ, ζ, τ)
/
c
(1)
0 â îáëàñòi

Ω1 íå áiëüøå íiæ ¨¨ çíà÷åííÿ, ÿêå ïiäòðèìó¹òüñÿ íà
ïîâåðõíi Ω1, òî â îáëàñòi Ω2 ñïîñòåðiãà¹òüñÿ íàÿâ-

íiñòü ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìó c2(ξ, ζ, τ)
/
c
(1)
0 , ÿêèé ç

÷àñîì çðîñòà¹ i ñòà¹ ãëîáàëüíèì ó íèæíié ïîëîâè-
íi øàðó, ïåðåâèùóþ÷è çíà÷åííÿ, ÿêi ïiäòðèìóþòüñÿ
íà ïîâåðõíi Ω2 â ðàçè (ðèñ. 4b). Çàçíà÷èìî, ùî äëÿ

ìàëèõ ⌢
v ôóíêöiÿ c1(ξ, ζ, τ)

/
c
(1)
0 âèõîäèòü íà ñòàöiî-

íàðíèé ðåæèì ïðè τ =50 (êðèâà 5à íà ðèñ. 4à), à
äëÿ âåëèêèõ � ïðè τ =10 (êðèâi 4b, 5b íà ðèñ. 4b). Â

îáëàñòi Ω2 ôóíêöiÿ c2(ξ, ζ, τ)
/
c
(1)
0 âèõîäèòü íà ñòàöiî-

íàðíèé ðåæèì ïðè τ =100 íåçàëåæíî âiä êîåôiöi¹íòà
⌢
v (ðèñ. 4b).

Çáiëüøåííÿ âiäíîøåííÿ êîåôiöi¹íòiâ η1/η2, ÿêi
âèçíà÷àþòü ñòðèáîê ôóíêöi¨ êîíöåíòðàöi¨ íà ãðàíèöi

êîíòàêòó, çìåíøó¹ çíà÷åííÿ c1(ξ, ζ, τ)
/
c
(1)
0 íà ïåâíèõ

iíòåðâàëàõ (ðèñ. 5à) i iñòîòíî çáiëüøó¹ çíà÷åííÿ ôóí-

êöi¨ c2(ξ, ζ, τ)
/
c
(1)
0 â îáëàñòi Ω2 íà âñüîìó ïðîìiæêó

[0; ξ0] (ðèñ. 5b).

Çìiíà âiäíîøåííÿ êîåôiöi¹íòiâ äèôóçi¨ d =
= D2/D1 íå çìiíþ¹ ïîâåäiíêó ôóíêöié êîíöåíòðà-
öi¨ äîìiøêè (ðèñ. 7). Çi çìåíøåííÿì d çíà÷åííÿ

ci(ξ, ζ, τ)
/
c
(1)
0 çðîñòàþòü ÿê â îáëàñòi Ω1, òàê i â îáëà-

ñòi Ω2 (ðèñ. 7). Ïðè öüîìó â îáëàñòi Ω2 ïðè âåëè-
êèõ çíà÷åííÿõ øâèäêîñòi êîíâåêòèâíîãî ïåðåíåñåí-
íÿ â îáëàñòi Ω1 çìiíà êîåôiöi¹íòà äèôóçi¨ d ìàéæå

íå âïëèâà¹ íà çíà÷åííÿ c2(ξ, ζ, τ)
/
c
(1)
0 (ðèñ. 7b).

Çàçíà÷èìî, ùî ìiñöå ðîçòàøóâàííÿ ïîâåðõíi êîí-
òàêòó ζ = Λ ïðàêòè÷íî íå âïëèâà¹ íà ðîçïîäië êîí-
öåíòðàöi¨ ïî ãëèáèíi â îáëàñòi Ω1, à â îáëàñòi Ω2

ñïîñòåðiãà¹òüñÿ íåçíà÷íèé âïëèâ ó ïðèïîâåðõíåâèõ
îáëàñòÿõ øàðó.

Âèñíîâêè

Îòæå, ó ðîáîòi îòðèìàíî òî÷íi àíàëiòè÷íi
ðîçâ'ÿçêè êîíòàêòíî-êðàéîâî¨ çàäà÷i íåñòàöiîíàðíèõ
ïðîöåñiâ äèôóçi¨ äîìiøêîâî¨ ðå÷îâèíè ó äâîôàçíié
ðåãóëÿðíié ñòðóêòóði çà ïåðiîäè÷íîãî õàðàêòåðó êîí-
âåêòèâíèõ ÿâèù íà îñíîâi çàñòîñóâàííÿ ðiçíèõ ií-
òåãðàëüíèõ ïåðåòâîðåíü çà ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè
îêðåìî â êîæíié ç îáëàñòåé, ùî êîíòàêòóþòü.

Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî çàïðîïîíîâàíèé ìåòîä ïî-
áóäîâè òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ êîíòàêòíî-êðàéîâèõ çàäà÷
íåñòàöiîíàðíî¨ êîíâåêòèâíî¨ äèôóçi¨ íå âèêîðèñòîâó¹
óìîâè íà ðîçìiðè îáëàñòåé, ùî êîíòàêòóþòü, òîáòî
ìîæå áóòè çàñòîñîâàíèé ÿê äëÿ òië çi ñïiââèìiðíèìè
ðîçìiðàìè êîíòàêòóþ÷èõ îáëàñòåé, òàê i ó âèïàäêó,
ÿêùî øèðèíà îáëàñòåé, äå ìàñîïåðåíîñ âiäáóâà¹òüñÿ
ÿê äèôóçiéíèì, òàê i êîíâåêòèâíèì ìåõàíiçìàìè, ¹
íàáàãàòî áiëüøèìè àáî ìåíøèìè çà îáëàñòi, â ÿêèõ
âiäáóâà¹òüñÿ ïðîöåñ äèôóçi¨ äîìiøêè.

Çàóâàæèìî, çâàæàþ÷è íà âèãëÿä ðiâíÿíü (1) i (2),
ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i ìàñîïåðåíîñó â ðåãóëÿðíèõ ñòðóêòó-
ðàõ ìîæíà çàñòîñîâóâàòè äëÿ âèâ÷åííÿ ïðîöåñiâ òå-
ïëîïðîâiäíîñòi, ðîçãëÿäàþ÷è iäåàëüíi óìîâè êîíòà-
êòó ÿê ÷àñòêîâèé âèïàäîê ùîäî íàâåäåíîãî â ñòàòòi,
îñêiëüêè äëÿ òåïëîâèõ ïðîöåñiâ õàðàêòåðíi ñàìå iäå-
àëüíi óìîâè íà ãðàíèöÿõ êîíòàêòó îáëàñòåé.
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Èññëåäîâàíû íåñòàöèîíàðíûå ïðîöåññû ìàññîïåðåíîñà ïðèìåñíîãî âåùåñòâà â äâóõôà-
çíûõ ðåãóëÿðíûõ ñòðóêòóðàõ ñ ó÷åòîì ïåðèîäè÷åñêîãî õàðàêòåðà êîíâåêòèâíûõ ÿâëåíèé.
Ïðåäëîæåí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ òî÷íûõ àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé òàêîãî òèïà êîíòàêòíî-
êðàåâûõ çàäà÷, êîòîðûé áàçèðóåòñÿ íà èñïîëüçîâàíèè ðàçëè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé îòäåëüíî â êîíòàêòèðóþùèõ îáëàñòÿõ. Ñâÿçü ìåæäó ýòèìè èíòåãðàëüíûìè ïðåîáðà-
çîâàíèÿìè íàéäåíà ñ èñïîëüçîâàíèåì íåèäåàëüíûõ êîíòàêòíûõ óñëîâèé, ñôîðìóëèðîâàí-
íûõ äëÿ ôóíêöèè êîíöåíòðàöèè. Ïîëó÷åíî òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è íåñòàöè-
îíàðíîé äèôôóçèè äëÿ äâóõôàçíîãî ñëîÿ ðåãóëÿðíîé ñòðóêòóðû ñ ó÷åòîì êîíâåêòèâíîãî
ïåðåíîñà â îäíîé èç ôàç. Íàéäåíû è èññëåäîâàíû âûðàæåíèÿ äëÿ ïîòîêîâ ïðèìåñíûõ ÷à-
ñòèö ÷åðåç ìåæôàçíóþ ïîâåðõíîñòü êîíòàêòà. Ïðîâåäåí ÷èñëåííûé àíàëèç êîíöåíòðàöèè
ìèãðèðóþùèõ ÷àñòèö â ñòðóêòóðíûõ ýëåìåíòàõ òåëà.
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NONSTATIONARY PROCESSES OF CONVECTIVE DIFFUSION MASS
TRANSFER IN BINARY REGULAR STRUCTURES

V.Y. Goncharuka, b, V.A. Dmytruka, b, O.Y. Chernukhaa

aCentre of Mathematical Modelling of IAPMM of Ukrainian National Academy of Sciences
15 Dudayev Str., 79005, Lviv, Ukraine
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Having analyzed the nonstationary processes of admixture transfer in two-phase regular
structures with allowance for a periodical character of convective phenomena, we propose a
method of constructing exact analytic solutions for such a class of problems. This technique is
based on the usage of particular integral transformations separately in the contacting regions.
The relation between the corresponding integral transformations is obtained from the nonideal
contact conditions formulated for the function of concentration. We have obtained the analytic
solution of the nonstationary di�usion problem for a two-phase layer of a regular structure with
convective mass transfer mechanism in one of the phases. The expressions describing admixture
�ow through the interface are derived and investigated. Having analyzed the concentration of
migratoring particles in the structural body elements and admixture �ow through the body
interface.

Key words: di�usion, convection, initial contact-boundary problem, two-phase regular structure,

non-ideal contact conditions, mass �ow, integral transformation
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