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Äîñëiäæåíî ïðîöåñè äèôóçi¨ äîìiøêîâî¨ ðå÷îâèíè ó äâîôàçíîìó øàðóâàòîìó ïiâïðîñòîði

ç óðàõóâàííÿì âèïàäêîâîãî ðîçòàøóâàííÿ ïiäøàðiâ. Êîíòàêòíà çàäà÷à çà äîïîìîãîþ òåîði¨
óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié çâåäåíà äî çàäà÷i ìàñîïåðåíîñó â óñié îáëàñòi òiëà. Ñôîðìóëüîâà-
íî åêâiâàëåíòíå iíòåãðîäèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ, ðîçâ'ÿçîê ÿêîãî ïîáóäîâàíèé ó âèãëÿäi
iíòåãðàëüíîãî ðÿäó Íåéìàíà. Óñåðåäíåííÿ îòðèìàíîãî ðîçâ'ÿçêó ïðîâåäåíî çà àíñàìáëåì
êîíôiãóðàöié ôàç ç åêñïîíåíöiàëüíîþ ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó âêëþ÷åíü. Âèçíà÷åíî äèñïåð-
ñiþ ïîëÿ êîíöåíòðàöi¨ ÷àñòèíîê òà äâîòî÷êîâó ôóíêöiþ êîðåëÿöi¨ (àâòîêîðåëÿöi¨) ïîëÿ äëÿ
ïðîöåñó äèôóçi¨ â øàðóâàòîìó ïiâïðîñòîði ç åêñïîíåíöiàëüíèì ðîçïîäiëîì âêëþ÷åíü.

Êëþ÷îâi ñëîâà: äèôóçiÿ, âèïàäêîâî íåîäíîðiäíà øàðóâàòà ñòðóêòóðà, åêñïîíåíöiàëüíèé ðîç-

ïîäië, äèñïåðñiÿ ïîëÿ, ôóíêöiÿ êîðåëÿöi¨

2000 MSC: 35K20; 45R05; 60G60; 93A30

ÓÄÊ: 517.958:532.72

Âñòóï

Â îñíîâi íèçêè òåõíîëîãié, çîêðåìà, ãîìîãåíiçàöi¨
ñïëàâiâ, ìåòàëiçàöi¨ òà çâàðþâàííÿ ìàòåðiàëiâ, ñïiêà-
ííÿ ïîðîøêiâ, õiìiêî-òåðìi÷íî¨ îáðîáêè ìåòàëiâ (àçî-
òóâàííÿ i öåìåíòóâàííÿ ñòàëåé), ëåæàòü ïðîöåñè äè-
ôóçi¨. Âñå áiëüøîãî çíà÷åííÿ íàáóâà¹ âèâ÷åííÿ ïðî-
öåñiâ äèôóçi¨ iç ñòâîðåííÿì íàíîñòðóêòóð òà êîìïî-
çèòíèõ ìàòåðiàëiâ iç çàäàíèìè âëàñòèâîñòÿìè.

Ìàòåìàòè÷íèé îïèñ öèõ ïðîöåñiâ  ðóíòó¹òüñÿ íà
âiäïîâiäíèõ çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè äëÿ êîí-
êðåòíèõ ôiçè÷íèõ ñèñòåì. Äî òîãî æ ó ðàçi äîñëi-
äæåííÿ øàðóâàòèõ ñòðóêòóð ÷àñòî íåâiäîìi ¨õ ãåîìå-
òðè÷íi ïàðàìåòðè [1, 2], ïðîòå äîñòàòíüî ïîâíî âñòà-
íîâëåíi äèôóçiéíi âëàñòèâîñòi îêðåìèõ åëåìåíòiâ òà
óìîâè êîíòàêòó ìiæ íèìè. Ó çâ'ÿçêó ç öèì âèíèêà¹
íåîáõiäíiñòü îöiíèòè âïëèâ ïðîñòîðîâèõ ðåàëiçàöié
ñòðóêòóðè ñåðåäîâèùà [3] òà óìîâ ìiæôàçíîãî êîí-
òàêòó íà ïðîöåñ äèôóçi¨.

Ó ðîáîòi ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ êîíòàêòíî-êðàéîâà çàäà-
÷à äèôóçi¨ ó äâîôàçíîìó âèïàäêîâî íåîäíîðiäíîìó
áàãàòîøàðîâîìó ïiâïðîñòîði ç åêñïîíåíöiàëüíèì ðîç-
ïîäiëîì âêëþ÷åíü. Ðiâíÿííÿ äèôóçi¨ â êîíòàêòóþ-
÷èõ îáëàñòÿõ ôîðìóëþþòüñÿ ç âèêîðèñòàííÿì êiíå-
òè÷íèõ êîåôiöi¹íòiâ ïåðåíîñó, ùî ïðè çâåäåííi çàäà-
÷i äî åêâiâàëåíòíîãî iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâ-

íÿííÿ ïðèçâîäèòü äî âðàõóâàííÿ ïîõiäíî¨ çà ÷àñîì â
éîãî îïåðàòîði. Âèçíà÷à¹òüñÿ äèñïåðñiÿ ïîëÿ êîíöåí-
òðàöi¨ ìiãðóþ÷î¨ ðå÷îâèíè òà äâîòî÷êîâà êîðåëÿöié-
íà ôóíêöiÿ.

Îá'¹êò äîñëiäæåííÿ òà ïîñòàíîâêà
çàäà÷i

Íåõàé äîìiøêîâi ÷àñòèíêè îäíîãî õiìi÷íîãî ñîð-
òó ìiãðóþòü ó øàðóâàòîìó ïiâïðîñòîði, ÿêèé ñêëà-
äà¹òüñÿ ç ïiäøàðiâ äâîõ òèïiâ (ôàç). Ââàæà¹ìî, ùî
äèôóçiéíi âëàñòèâîñòi ôàç ìîæóòü iñòîòíî âiäðiçíÿ-
òèñÿ. Ïðèéìà¹ìî, ùî îá'¹ì, ÿêèé çàéìà¹ îäíà ç ôàç
(ìàòðèöÿ), ¹ íàáàãàòî áiëüøèì íiæ îá'¹ì iíøî¨ ôàçè
(âêëþ÷åíü). Ïðè öüîìó êîîðäèíàòè âêëþ÷åíü, à îò-
æå i ïiäøàðiâ ìàòðèöi, ¹ íåâiäîìèìè, òîáòî ñòðóêòó-
ðà òiëà ¹ âèïàäêîâî íåîäíîðiäíîþ. Íåõàé âêëþ÷åííÿ
ðîçòàøîâàíi â îáëàñòi òiëà çà åêñïîíåíöiàëüíèì ðîç-
ïîäiëîì [4] (ðèñ. 1). Ãóñòèíà åêñïîíåíöiàëüíîãî ðîç-
ïîäiëó ìà¹ âèãëÿä

f(z) =

{
λe−λz, z ≥ 0;
0, z < 0,

(1)

äå λ � ìàñøòàáíèé ïàðàìåòð.
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Ìîæëèâi ðåàëiçàöi¨ ñòðóêòóð áàãàòîøàðîâîãî òiëà çà ðiçíèõ çíà÷åíü ìàñøòàáíîãî ïàðàìåòðà
ôóíêöi¨ åêñïîíåíöiàëüíîãî ðîçïîäiëó âêëþ÷åíü

Çàçíà÷èìî, ùî çi çáiëüøåííÿì ìàñøòàáíîãî ïà-
ðàìåòðà λ ó ïðè ïîâåðõíåâié îáëàñòi òiëà âêëþ÷åííÿ
óùiëüíþþòüñÿ (äèâ. ðèñóíîê). À äàëi ïðîìiæîê ìiæ
âêëþ÷åííÿìè çáiëüøó¹òüñÿ, òîáòî çìåíøó¹òüñÿ éìî-
âiðíiñòü çíàõîäæåííÿ ïðîøàðêó.

Ïðîöåñ ìiãðàöi¨ äîìiøêè â òàêîìó òiëi îïèñóþòü
ðiâíÿííÿ äèôóçi¨, ñôîðìóëüîâàíi äëÿ êîæíî¨ ôàçè
çîêðåìà. À ñàìå:

ρj
∂cj(z, t)

∂t
= dj

∂2cj(z, t)

∂z2
, z ∈ Ωj =

nj∪
i=1

Ωij ,

t ∈ [0, τ̄ ] (τ̄ <∞) , j = 0, 1, (2)

äå cj(z, t) � êîíöåíòðàöiÿ äîìiøêîâèõ ÷àñòèíîê ó ôà-
çi j; ρj � ãóñòèíà, dj � êiíåòè÷íèé êîåôiöi¹íò ïåðå-
íîñó â îáëàñòi Ωj , ÿêó çàéìà¹ ôàçà j; nj � êiëüêiñòü
ïiäøàðiâ ôàçè j, Ωij � i-òà îäíîçâ'ÿçíà îáëàñòü ôàçè
j,i = 1, nj , j = 0, 1; z � ïðîñòîðîâà êîîðäèíàòà, t �
÷àñ.

Ïðèéìà¹ìî, ùî íà ãðàíèöi òiëà z = 0 ïiäòðèìó¹-
òüñÿ ïîñòiéíå çíà÷åííÿ êîíöåíòðàöi¨ äîìiøêîâî¨ ðå-
÷îâèíè c∗, à ïðè z → ∞ êîíöåíòðàöiÿ äîðiâíþ¹ íóëþ,
òîáòî

c0(z, t)|z=0 = c∗ ≡ const, c0(z, t)|z→∞ = 0. (3)

Òàêîæ íàêëàäåíà íóëüîâà ïî÷àòêîâà óìîâà:

c0(z, t)|t=0 = c1(z, t)|t=0 = 0. (4)

Íà ãðàíèöÿõ ïîäiëó îáëàñòåé z = zl i z = zl + hl1
(äå hl1 � òîâùèíà âêëþ÷åííÿ Ωl1, l � íîìåð ïiäøàðó,
l = 1, n1, n1 � êiëüêiñòü âêëþ÷åíü) âèêîíóþòüñÿ óìî-
âè ðiâíîñòi õiìi÷íèõ ïîòåíöiàëiâ òà äèôóçiéíèõ ïîòî-
êiâ ÷àñòèíîê äîìiøêîâî¨ ðå÷îâèíè. ßêùî ïðèéíÿòè
ëiíiéíó çàëåæíiñòü õiìi÷íîãî ïîòåíöiàëó âiä êîíöåí-
òðàöi¨, òî îòðèìó¹ìî óìîâè íåiäåàëüíîãî êîíòàêòó
äëÿ ôóíêöi¨ êîíöåíòðàöi¨ ó âèãëÿäi [5]

k0c0|z=zl−0 = k1c1|z=zl+0 ,

ρ0d0
∂c0
∂z

∣∣∣∣
z=zl−0

= ρ1d1
∂c1
∂z

∣∣∣∣
z=zl+0

; (5)

k1c1|z=zl+hl1−0 = k0c0|z=zl+hl1+0 ,

ρ1d1
∂c1
∂z

∣∣∣∣
z=zl+hl1−0

= ρ0d0
∂c0
∂z

∣∣∣∣
z=zl+hl1+0

, (6)

äå kj � êîåôiöi¹íò êîíöåíòðàöiéíî¨ çàëåæíîñòi õiìi-
÷íîãî ïîòåíöiàëó ó ôàçi j [6], zl � âèïàäêîâà êîîðäè-
íàòà �âåðõíüî¨� ìåæi øàðó Ωl1.

Çàçíà÷èìî, ùî çà òàêî¨ ïîñòàíîâêè çàäà÷i âèïàä-
êîâèìè âåëè÷èíàìè ¹ ãðàíèöi êîíòàêòó ïðîøàðêiâ
z = zl òà z = zl + hl1, òîáòî ìåæi îáëàñòåé Ωi0 òà
Ωi1, ÿêi ¹ âíóòðiøíiìè äëÿ òiëà. Öå, ñâî¹þ ÷åðãîþ,
ïðèçâîäèòü äî ñòîõàñòè÷íîñòi ïîëÿ êîíöåíòðàöi¨ äî-
ìiøêîâî¨ ðå÷îâèíè, ÿêà ìiãðó¹ â òiëi.

Ïîáóäîâà ðiâíÿííÿ ìàñîïåðåíåñåííÿ
äëÿ òiëà, çàãàëîì

Ðîçâ'ÿçîê ñôîðìóëüîâàíî¨ êîíòàêòíî-êðàéîâî¨
çàäà÷i (2)�(6) áóäåìî øóêàòè ó âèãëÿäi iíòåãðàëüíîãî
ðÿäó Íåéìàíà [7], îñêiëüêè òàêå ïîäàííÿ âèïàäêîâèõ
ïîëiâ ¹ çðó÷íèì äëÿ ïðîâåäåííÿ ïðîöåäóðè óñåðåäíå-
ííÿ çà àíñàìáëåì êîíôiãóðàöié ôàç. Äëÿ öüîãî ââå-
äåìî ó ðîçãëÿä âèïàäêîâó ôóíêöiþ ïðîñòîðîâî¨ êîîð-
äèíàòè c(z, t), ÿêà îïèñó¹ ïîëå êîíöåíòðàöi¨ â óñüîìó
òiëi:

c(z, t) =

 cj(z, t)− ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü (2), z ∈ Ωj ;
êîíòàêòíi óìîâè (5), z = zl;
êîíòàêòíi óìîâè (6), z = zl + hl1.

(7)
Çíàéäåìî ïîõiäíó çà ïðîñòîðîâîþ êîîðäèíàòîþ

âiä ôóíêöi¨ (7), áåðó÷è äî óâàãè, ùî ôóíêöiÿ c(z, t) â
îáëàñòi òiëà ìà¹ ðîçðèâè I-ãî ðîäó (ïåðøi ñïiââiäíî-
øåííÿ óìîâ (5), (6)). Âðàõîâóþ÷è ôîðìóëè äèôåðåí-
öiþâàííÿ ðîçðèâíèõ ôóíêöié [8], äëÿ öüîãî âèïàäêó
ìà¹ìî

∂c

∂z
=

{
∂c

∂z

}
z∈Ωij

+

n1∑
l=1

(
[c(z, t)]z=zl δ (z − zl)+

+ [c(z, t)]z=zl+hl1
δ (z − (zl + hl1))

)
, (8)
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Êîðåëÿöiéíà ôóíêöiÿ òà äèñïåðñiÿ âèïàäêîâîãî äèôóçiéíîãî ïîëÿ êîíöåíòðàöi¨ â ïiâïðîñòîði ç åêñïîíåíöiàëüíèì ðîçïîäiëîì ...

äå {. . .}z∈Ωij
� îáëàñòi íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨, [. . .]z=zl

� ñòðèáîê ôóíêöi¨ I-ãî ðîäó â òî÷öi z = zl, δ(z) �
äåëüòà-ôóíêöiÿ Äiðàêà.

Çíàéäåìî äðóãó ïîõiäíó çà çìiííîþ z âiä ôóíêöi¨
c(z, t). Îñêiëüêè ∂c(z, t)/∂z òåæ ìà¹ ðîçðèâè I-ãî ðîäó
(äðóãi ñïiââiäíîøåííÿ óìîâ (5), (6)), òî äëÿ äèôåðåí-
öiþâàííÿ ôóíêöi¨ (8) òàêîæ âèêîðèñòîâó¹ìî ôîðìó-
ëè äèôåðåíöiþâàííÿ ðîçðèâíèõ ôóíêöié [8]. Ìà¹ìî

∂2c

∂z2
=

{
∂2c

∂z2

}
z∈Ωij

+

+

n1∑
l=1

([
∂c

∂z

]
z=zl

δ(z − zl) + [c(z, t)]z=zl δ
′(z − zl)

)
+

+

n1∑
l=1

([
∂c

∂z

]
z=zl+hl1

δ (z − (zl + hl1))+

+ [c(z, t)]z=zl+hl1
δ′ (z − (zl + hl1))

)
, (9)

äå δ′(x) � ïîõiäíà âiä äåëüòà-ôóíêöi¨ Äiðàêà.
Êîåôiöi¹íòè ρ(z) i d(z) îçíà÷åíi ó âiäêðèòèõ îáëà-

ñòÿõ Ω0 i Ω1:

ρ(z) =

n1∑
i=1

{ρ0}z∈Ωi0
+

n1∑
i=1

{ρ1}z∈Ωi1
,

d(z) =

n1∑
i=1

{d0}z∈Ωi0
+

n1∑
i=1

{d1}z∈Ωi1
. (10)

Ïðè öüîìó íà ãðàíèöÿõ êîíòàêòó z = zl i z =
zl + hl1 âiäáóâà¹òüñÿ ñòðèáîê öèõ êîåôiöi¹íòiâ

[ρ(z)]z=zl = − [ρ(z)]z=zl+hl1
= ρ1 − ρ0,

[d(z)]z=zl = − [d(z)]z=zl+hl1
= d1 − d0, l = 1, n1.

Ç óðàõóâàííÿì ñïiââiäíîøåíü (9), (10) ðiâíÿííÿ
äèôóçi¨ äëÿ òiëà, çàãàëîì, çàïèøåìî ó âèãëÿäi:

ρ(z)
∂c

∂t
= d(z)

[{
∂2c

∂z2

}
z∈Ωij

+

+

n1∑
l=1

([
∂c

∂z

]
z=zl

δ(z − zl) + [c(z, t)]z=zl δ
′(z − zl)

)
+

+

n1∑
l=1

([
∂c

∂z

]
z=zl+hl1

δ (z − (zl + hl1))+

+ [c(z, t)] z=zl+hl1
δ′ (z − (zl + hl1)))] . (11)

Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöi¨ ρ(z) i d(z) ¹ âèïàäêîâèìè
ôóíêöiÿìè ïðîñòîðîâî¨ êîîðäèíàòè.

Çâåäåííÿ êðàéîâî¨ çàäà÷i äèôóçi¨
äî iíòåãðîäèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

Ââåäåìî â ðîçãëÿä âèïàäêîâó ôóíêöiþ ïðîñòîðî-
âî¨ êîîðäèíàòè (�ôóíêöiþ ñòðóêòóðè�) [9]

ηij(z) =

{
1, z ∈ Ωij ;
0, z /∈ Ωij .

(12)

Ïðè÷îìó ∑
j,i

ηij(z) = 1, (13)

òîáòî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà ñóöiëüíîñòi òiëà. Ó âèïàäêó,
ÿêèé ðîçãëÿäà¹òüñÿ (îäíîâèìiðíèé çà ïðîñòîðîâîþ
êîîðäèíàòîþ, òîáòî øàðóâàòå òiëî), ôóíêöiþ ôîð-
ìè (12) ìîæíà ïîäàòè ÿê ðiçíèöþ äâîõ âèïàäêîâèõ
ôóíêöié Õåâiñàéäà [10].

Êîåôiöi¹íòè ðiâíÿííÿ (11) çàïèøåìî ÷åðåç ôóí-
êöiþ (12)

ρ(z) =

1∑
j=0

nj∑
i=1

ρjηij(z), d(z) =

1∑
j=0

nj∑
i=1

djηij(z) (14)

i ïiäñòàâèìî òàêå ïîäàííÿ (14) â ðiâíÿííÿ (11). Òîäi
ç âèêîðèñòàííÿì óìîâè (13) ìà¹ìî

1∑
j=0

nj∑
i=1

ρjηij(z)

{
∂c

∂t

}
z∈Ωij

=

=
1∑
j=0

nj∑
i=1

djηij(z)

[{
∂2c

∂z2

}
z∈Ωij

+

+

n1∑
l=1

([
∂c

∂z

]
z=zl

δ(z − zl) + [c(z, t)]z=zlδ
′(z − zl)

)
+

+

n1∑
l=1

[
∂c

∂z

]
z=zl+hl1

δ (z − (zl + hl1))+

+ [c(z, t)] z=zl+hl1
δ′ (z − (zl + hl1))] . (15)

ßêùî ïîçíà÷èòè îïåðàòîð ðiâíÿííÿ (15) ÷åðåç
L(z, t), òîáòî

L(z, t) ≡
1∑
j=0

nj∑
i=1

ρjηij(z)

{
∂

∂t

}
z∈Ωij

−

−
1∑
j=0

nj∑
i=1

[
djηij(z)

{
∂2

∂z2

}
z∈Ωij

+

+

n1∑
l=1

([
∂

∂z

]
z=zl

δ(z − zl) + [ ]z=zlδ
′(z − zl)+

+

n1∑
l=1

[
∂

∂z

]
z=zl+hl1

δ (z − (zl + hl1))+

+ [ ] z=zl+hl1
δ′ (z − (zl + hl1)))] , (16)
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òîäi ðiâíÿííÿ (15) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

L(z, t)c(z, t) = 0. (17)

Ó ðiâíÿííi (17) äîäàìî i âiäíiìåìî äåòåðìiíîâà-
íèé îïåðàòîð äèôóçi¨ L0(z, t) = ρ0∂/∂t − d0∂

2
/
∂z2,

êîåôiöi¹íòè ÿêîãî ¹ õàðàêòåðèñòèêàìè ìàòåðiàëó ôà-
çè Ω0. Òîäi ìà¹ìî

L0(z, t)c(z, t) = Ls(z, t)c(z, t), (18)

äå Ls(z, t) = L0(z, t) − L(z, t) � îïåðàòîð, ÿêèé ç âè-
êîðèñòàííÿì óìîâè (13) ìîæíà ïîäàòè òàê:

Ls(z, t) = (ρ0 − ρ1)

n1∑
i

ηi1(z)

{
∂

∂t

}
z∈Ωij

−

−(d0 − d1)

n1∑
i

ηi1(z)

{
∂2

∂z2

}
z∈Ωij

−

−
1∑
j=0

n1∑
i

djηij(z)

[
n1∑
l

[
∂

∂z

]
z=zl

δ(z − zl)−

−[ ]z=zlδ
′(z − zl) +

n1∑
l

[
∂

∂z

]
z=zl+hl1

δ(z − (zl + hl1))−

[ ]z=zl+hl1
δ′(z − (zl + hl1))] . (19)

Ââàæà¹ìî ïðàâó ÷àñòèíó ðiâíÿííÿ (18) äæåðå-
ëîì, òîáòî íåîäíîðiäíiñòü ñåðåäîâèùà ðîçãëÿäà¹ìî
ÿê âíóòðiøíi äæåðåëà. Òîäi ðîçâ'ÿçîê êðàéîâî¨ çàäà÷i
(18), (3), (4) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ñóìè ðîçâ'ÿçêó
îäíîðiäíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i i çãîðòêè ôóíêöi¨ Ãðiíà ç
äæåðåëîì:

c(z, t) = c0(z, t)+

+

t∫
0

∞∫
0

G(z, z′, t, t′)Ls(z
′, t′)c(z′, t′)dz′dt′, (20)

äå c0(z, t) � ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ äèôóçi¨ ç
êîåôiöi¹íòàìè, ÿêi ¹ õàðàêòåðèñòèêàìè ìàòðèöi Ω0,
çà êðàéîâèõ óìîâ (3), (4), òîáòî [11]

c0(z, t) = c∗erfc
{
z
√
ρ0/4d0t

}
; (21)

G (z, z′, t, t′)� ôóíêöiÿ Ãðiíà çàäà÷i (18), (3), (4).
Ôóíêöiÿ Ãðiíà ¹ ðîçâ'ÿçêîì âiäïîâiäíî¨ êðàéîâî¨ çà-
äà÷i ç òî÷êîâèì äæåðåëîì i íóëüîâèìè êðàéîâèìè
óìîâàìè:

ρ0
∂G(z, z′, t, t′)

∂t
− d0

∂2G(z, z′, t, t′)

∂z2
= δ(t− t′)δ(z− z′);

(22)

G (z, z′, t, t′)|z=0 = G (z, z′, t, t′)|z→∞ = 0,

G (z, z′, t, t′)|t=0 = 0. (23)

Ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (22), (23) ¹ ôóíêöiÿ [5]

G(z, z′, t, t′) =
θ(t− t′)

2
√
πρ0d0(t− t′)

×

×

(
exp

(
− (z − z′)

2
ρ0

4d0 (t− t′)

)
− exp

(
− (z + z′)

2
ρ0

4d0 (t− t′)

))
.

(24)
Îòæå, ìè ïîáóäóâàëè iíòåãðîäèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿ-
ííÿ (20), åêâiâàëåíòíå âèõiäíié êîíòàêòíî-êðàéîâié
çàäà÷i. Ðiâíÿííÿ (20) ç âèïàäêîâèì ÿäðîì ¹ ðiâíÿí-
íÿì Âîëüòåððà II-ãî ðîäó çà ÷àñîâîþ çìiííîþ i Ãàì-
ìåðøòåéíà çà ïðîñòîðîâîþ.

Ðÿä Íåéìàíà. Óñåðåäíåííÿ ïîëÿ
êîíöåíòðàöi¨ çà àíñàìáëåì
êîíôiãóðàöié ôàç

Ðîçâ'ÿçîê iíòåãðîäèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (20)
øóêà¹ìî ó âèãëÿäi ðÿäó Íåéìàíà [7, 9], ÿêèé áóäó¹ìî
iòåðóâàííÿì ñïiââiäíîøåííÿ (20).

Îñêiëüêè ðiâíÿííÿ (20) ñïðàâåäëèâå äëÿ âñiõ òî-
÷îê îáëàñòi {t ∈ [0; τ̄ ], z ∈ [0;∞)}, òî âîíî ñïðàâäæó-
¹òüñÿ i äëÿ z = z′, t = t′. Òîäi

c(z′, t′) = c0(z
′, t′)+

+

t′∫
0

∞∫
0

G(z′, z′′, t′, t′′)Ls(z
′′, t′′)c0(z

′′, t′′)dz′′dt′′.

Ïiäñòàâèìî öåé âèðàç ó ïðàâó ÷àñòèíó (20), îòðè-
ìà¹ìî

c(z, t) = c0(z, t)+

+

t∫
0

∞∫
0

G(z, z′, t, t′)Ls(z
′, t′)c0(z

′, t′)dz′dt′+

+

t∫
0

∞∫
0

G(z, z′, t, t′)Ls(z
′, t′)×

×
t′∫

0

∞∫
0

G(z′, z′′, t′, t′′)Ls(z
′′, t′′)c(z′′, t′′)dz′′dt′′dz′dt′.

(25)
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Êîðåëÿöiéíà ôóíêöiÿ òà äèñïåðñiÿ âèïàäêîâîãî äèôóçiéíîãî ïîëÿ êîíöåíòðàöi¨ â ïiâïðîñòîði ç åêñïîíåíöiàëüíèì ðîçïîäiëîì ...

Çàïèøåìî çíà÷åííÿ ïîëÿ êîíöåíòðàöi¨ c(z, t) ó òî-
÷öi (z′′, t′′) i ïiäñòàâèìî éîãî ó ïðàâó ÷àñòèíó (25), òî-
äi îäåðæèìî äðóãó iòåðàöiþ. Ïîâòîðþþ÷è òàêó ïðî-
öåäóðó íåñêií÷åííó êiëüêiñòü ðàçiâ, îòðèìà¹ìî iíòå-
ãðàëüíèé ðÿä Íåéìàíà, à ñàìå:

c (z, t) = c0(z, t)+

t∫
0

∞∫
0

G(z, z′, t, t′)Ls(z
′, t′)c0(z

′, t′)dz′dt′+

+

t∫
0

∞∫
0

G(z, z′, t, t′)Ls(z
′, t′)×

×
t′∫

0

∞∫
0

G(z′, z′′, t′, t′′)Ls(z
′′, t′′)c0(z

′′, t′′)dz′′dt′′dz′dt′+

+

t∫
0

∞∫
0

G(z, z′, t, t′)Ls(z
′, t′)

t′∫
0

∞∫
0

G(z′, z′′, t′, t′′)×

×Ls(z′′, t′′)
t′′∫
0

∞∫
0

G(z′′, z′′′, t′′, t′′′)Ls(z
′′′, t′′′)×

×c0(z′′′, t′′′)dz′′′dt′′′dz′′dt′′dz′dt′ + . . . . (26)

Íàäàëi äëÿ çíàõîäæåíííÿ ñåðåäíüîãî ïîëÿ êîí-
öåíòðàöi¨ äîìiøêîâî¨ ðå÷îâèíè îáìåæèìîñÿ ïåðøè-
ìè äâîìà ÷ëåíàìè ðÿäó Íåéìàíà.

Âðàõóâàâøè âèãëÿä îïåðàòîðà Ls(z′, t′) (19) i íå-
ïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ êîíöåíòðàöi¨ c0(z, t) íà âñüîìó
ïðîìiæêó, îòðèìà¹ìî íàáëèæåíó ôîðìóëó äëÿ âè-
ïàäêîâîãî ïîëÿ êîíöåíòðàöi¨ äîìiøêîâî¨ ðå÷îâèíè:

c(z, t) ≈ c0(z, t)+

+

t∫
0

∞∫
0

G(z, z′, t, t′)

n1∑
i=1

[
(ρ0 − ρ1)

∂c0(z
′, t′)

∂t′
−

−(d0 − d1)
∂2c0(z

′, t′)

∂z′2

]
ηi1(z

′)dz′dt′. (27)

Óñåðåäíèìî âèðàç (27) çà àíñàìáëåì êîíôiãóðàöié
ôàç ç åêñïîíåíöiàëüíîþ ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó âêëþ-
÷åíü (1).

Îñêiëüêè c0(z, t) ¹ íåâèïàäêîâîþ ôóíêöi¹þ, òî

⟨c0(z, t)⟩conf = c0(z, t).

Óñåðåäíèìî äðóãèé äîäàíîê âèðàçó (27). Âðàõó¹-
ìî, ùî

ηi1(z
′) =

{
1, z′ ∈ [zi1; zi1 + h]
0, z′ /∈ [zi1; zi1 + h]

=

=

{
1, z′ − zi1 ∈ [0; h]
0, z′ − zi1 /∈ [0; h]

=

= ηi1(z
′ − zi1),

(
i = 1, n1

)
(28)

i â ïiäiíòåãðàëüíîìó âèðàçi ñïiââiäíîøåííÿ (27) âiä
âèïàäêîâèõ âåëè÷èí (êîîðäèíàò ãðàíèöü êîíòàêòó
zi1, i = 1, n1) çàëåæèòü òiëüêè ôóíêöiÿ ηi1(z′), à òà-
êîæ íåìà¹ iíøèõ ÷ëåíiâ ç iíäåêñîì i, òîäi âñi ìíîæíè-
êè òà çíàê ñóìè ìîæåìî âèíåñòè çà çíàê ñåðåäíüîãî:

⟨I⟩conf =

t∫
0

∞∫
0

G(z, z′, t, t′)

[
(ρ0 − ρ1)

∂c0(z
′, t′)

∂t′
−

−(d0 − d1)
∂2c0(z

′, t′)

∂z′2

] n1∑
i=1

∫
(V )

ηi1(z
′)λe−λzi1dzi1dz

′dt′.

(29)
Çàçíà÷èìî, ùî ìè ïðèéíÿëè h ≈ hi1, ∀i = 1, n1,

h � õàðàêòåðíà (ñåðåäíÿ) òîâùèíà ïðîøàðêiâ.
Âðàõîâóþ÷è âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ ηi1(z′) (28) i âè-

êîðèñòîâóþ÷è â iíòåãðàëi çàìiíó çìiííèõ z′ − zi = x,
ìîæåìî çàïèñàòè

λ

n1∑
i=1

∫
(V )

ηi1(z
′)e−λzi1dzi1 =

= λ

n1∑
i=1

∞∫
0

ηi1(z
′ − zi)e

−λzi1dzi1 =

= λ

n1∑
i=1

z′∫
z′−∞

ηi1(x)e
−λ(z′−x)dx =

= λ

n1∑
i=1

z′∫
0

ηi1 (x) e
−λ(z′−x)dx, (30)

îñêiëüêè ηi1(x) =

{
1, x ∈ [0;h]
0, x /∈ [0;h]

. Çàóâàæèìî, ùî

çìiííà çîâíiøíüîãî iíòåãðóâàííÿ z′ ïðèéìà¹ çíà÷å-
ííÿ âiä 0 äî ∞, òîäi ìîæëèâi äâà âèïàäêè:

1. z′ < h, i iíòåãðàë (30) íàáóâà¹ çíà÷åííÿ

z′∫
0

ηi1(x)e
−λ(z′−x)dx =

1

λ

(
e−λz

′
− 1
)
;

2. z′ ≥ h, òîäi îòðèìà¹ìî

h∫
0

ηi1(x)e
−λ(z′−x)dx =

1

λ

(
e−λz

′
− e−λ(z

′−h)
)
,

Ó ðåçóëüòàòi iíòåãðàë (30) çíàõîäèìî ó ôîðìi

λ

n1∑
i=1

z∫
0

′ηi1(x)e
−λ(z′−x)dx =

=

{
n1(e

−λz′ − 1), z′ < h,

n1(e
−λz′ − e−λ(z

′−h)) , z′ ≥ h.
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Òîäi óñåðåäíåíà ôóíêöiÿ (29) íàáóäå âèãëÿäó

⟨I⟩conf =

t∫
0

 h∫
0

G(z, z′, t, t′)

[
(ρ0 − ρ1)

∂c0(z
′, t′)

∂t′
−

−(d0 − d1)
∂2c0(z

′, t′)

∂z′2

]
(e−λz

′
− 1)n1dz

′+

+

∞∫
h

G(z, z′, t, t′)

[
(ρ0 − ρ1)

∂c0(z
′, t′)

∂t′
−

−(d0 − d1)
∂2c0(z

′, t′)

∂z′2

]
(e−λz

′
− e−λ(z

′−h))n1dz
′
]
dt′.

I ÿê íàñëiäîê äëÿ óñåðåäíåíîãî ïîëÿ êîíöåíòðàöi¨
äîìiøêîâèõ ÷àñòèíîê îòðèìà¹ìî

⟨c(z, t)⟩conf = c0(z, t) +

t∫
0

 h∫
0

G

[
(ρ0 − ρ1)

∂c0
∂t′

−

−(d0 − d1)
∂2c0
∂z′2

]
(e−λz

′
− 1)n1dz

′+

+

∞∫
h

G

[
(ρ0 − ρ1)

∂c0
∂t′

−

−(d0 − d1)
∂2c0
∂z′2

](
e−λ(z

′−h) − e−λz
′
)
n1dz

′
]
dt′. (31)

Îòæå, ìè îòðèìàëè ôîðìóëó äëÿ çíàõîäæåííÿ
óñåðåäíåíîãî çà àíñàìáëåì êîíôiãóðàöié ôàç ïîëÿ
êîíöåíòðàöi¨ äîìiøêîâî¨ ðå÷îâèíè ó äâîôàçíîìó âè-
ïàäêîâî íåîäíîðiäíîìó áàãàòîøàðîâîìó ïiâïðîñòîði
ç åêñïîíåíöiàëüíèì ðîçïîäiëîì âêëþ÷åíü â îáëàñòi
òiëà.

Ïiäñòàâëÿþ÷è ó ñïiââiäíîøåííÿ (31) âèðàçè äëÿ
êîíöåíòðàöi¨ äîìiøêîâî¨ ðå÷îâèíè â îäíîðiäíîìó ïiâ-
ïðîñòîði (21) òà ôóíêöi¨ Ãðiíà (24), îòðèìà¹ìî ðîç-
ðàõóíêîâó ôîðìóëó ó âèãëÿäi:

⟨c(z, t)⟩/c∗ = erfc
(
zdρ

/
2
√
t
)
+Qn1e

−d2ρz
2/4t :

: 2
√
πtρ0 × [(erf (a−(z, t)) + erf (a+(z, t))) ×

×
(
eλh − 1

) (√
π
(
eu+(z,t) − eu−(z,t)

)/
8−

−dρ
(
ezλ − e−zλ

)
e−λ

2d2ρ(t+1)
/
2λ
)
+

+t−1

zdρ t∫
0

(erf (A− (t, t′))− erf (A+ (t, t′))) dt′+

+

t∫
0

M− (t, t′) eb−(t,t′) (erf (B− (t, t′)) −

− eλherf (K (t, t′)−B− (t, t′))
)
dt′+

+

t∫
0

M+ (t, t′) eb+(t,t′) (erf (B+ (t, t′))−

− eλherf (K (t, t′) +B+ (t, t′))
)
dt′
)]
, (32)

äå Q = d1ρ0/d0 + ρ1;

a±(z, t) = λ
√
td−1
ρ

/
2± zdρ

/
2
√
t;

d2ρ = ρ0/d0;

u±(z, t) = d0
(
λt± zd2ρ

)2/
4ρ0t;

b±(t, t
′) = d−2

ρ λ2t′ (t− t′)
/
t± zλt′/t;

K (t, t′) = hd−1
t

√
t/t′
/

2;

A± (t, t′) = K (t, t′)± zd−1
t

√
t/t′
/

2;

dt =
√
d0(t− t′)/ρ0;

M± (t, t′) =
√
ρ0/4d0

(
z/2± λd2t

)
;

B± (t, t′) =
(
zd−1
t

/
2± λdt

)√
t′/t.

Çàçíà÷èìî, ùî íåîäíîðiäíà ÷àñòèíà ðîçâ'ÿçêó
(32) ïðîïîðöiéíà êiëüêîñòi âêëþ÷åíü n1.
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Äèñïåðñiÿ âèïàäêîâîãî ïîëÿ
êîíöåíòðàöi¨ òà äâîòî÷êîâà
ôóíêöiÿ êîðåëÿöi¨

Âèçíà÷èìî äèñïåðñiþ ïîëÿ êîíöåíòðàöi¨ äîìi-
øêîâî¨ ðå÷îâèíè ó äâîôàçíîìó âèïàäêîâî íåîäíîði-
äíîìó øàðóâàòîìó ïiâïðîñòîði.

Çà îçíà÷åííÿì [12] äèñïåðñi¹þ âèïàäêîâî¨ âåëè-
÷èíè íàçèâà¹òüñÿ ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ êâàäðàòà
âiäõèëåííÿ öi¹¨ âåëè÷èíè âiä ¨¨ ìàòåìàòè÷íîãî ñïî-
äiâàííÿ, òîáòî ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ. Äèñïåðñiÿ ¹ öåí-
òðàëüíèì ìîìåíòîì äðóãîãî ïîðÿäêó i ¹ ìiðîþ âiäõè-
ëåííÿ çíà÷åíü âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè âiä öåíòðà ðîç-
ïîäiëó.

Äëÿ ïîëÿ êîíöåíòðàöi¨ ìiãðóþ÷î¨ ðå÷îâèíè äèñ-
ïåðñiÿ ïîëÿ σ2

c çà îçíà÷åííÿì äîðiâíþ¹

σ2
c (z, t) =

⟨
c2 (z, t)

⟩
− ⟨c (z, t)⟩2 .

Äëÿ ñåðåäíüîãî âiä äîáóòêó ïîëiâ êîíöåíòðàöi¨
ìà¹ ìiñöå òàêå ñïiââiäíîøåííÿ [4]:

⟨c (z1, t1) c (z2, t2)⟩ =

= ⟨c (z1, t1)⟩ ⟨c (z2, t2)⟩+

+ψc (z1, t1, z2, t2) ,

äå ψc(z1, t1, z2, t2) � ôóíêöiÿ êîðåëÿöi¨ ïîëÿ êîíöåí-
òðàöi¨ c(z, t) â òî÷êàõ (z1, t1) i (z2, t2) [9]. Çâiäñè ìî-
æåìî âèçíà÷èòè ôóíêöiþ êîðåëÿöi¨ ïîëÿ ψc (z, t, z, t)
â òî÷öi (z, t):

ψc (z, t, z, t) =
⟨
c2 (z, t)

⟩
− ⟨c (z, t)⟩ ⟨c (z, t)⟩ . (33)

Òîäi ñåðåäí¹ âiä êâàäðàòà ïîëÿ ìîæåìî çàïèñàòè
ÿê ñóìó äîáóòêiâ ñåðåäíiõ òà ôóíêöi¨ êîðåëÿöi¨ ôàç:

⟨
c2 (z, t) c (z, t)

⟩
= ⟨c (z, t) c (z, t)⟩ =

= ⟨c (z, t)⟩ ⟨c (z, t)⟩+

+ψc (z, t, z, t) .

ßêùî ìè âèçíà÷èìî ôóíêöiþ êîðåëÿöi¨ ïîëÿ êîí-
öåíòðàöi¨ ψc(z, t, z, t) òî÷öi (z, t), òîäi çíàéäåìî i äèñ-
ïåðñiþ ïîëÿ â òiëi.

Ïiäñòàâèìî ó ôîðìóëó (33) âèðàç äëÿ ïîëÿ c(z, t)
ó âèãëÿäi ðÿäó Íåéìàíà (26) i îáìåæèìîñÿ ïåðøè-
ìè ÷îòèðìà ÷ëåíàìè ðîçêëàäó, òîáòî âðàõîâó¹ìî íå
áiëüøå íiæ ïàðíèé âçà¹ìîâïëèâ ïiäøàðiâ, ç ÿêèõ
ñêëàäåíå òiëî:

⟨
c2 (z, t)

⟩
≈ c20(z, t) + 2c0(z, t)

⟨ t∫
0

∞∫
0

G(z, z′, t, t′)Ls(z
′, t′)c0(z

′, t′)dz′dt′

⟩
+

+2c0(z, t)

⟨ t∫
0

∞∫
0

G(z, z′, t, t′)Ls(z
′, t′)

t′∫
0

∞∫
0

G(z′, z′′, t′, t′′)Ls(z
′′, t′′)c0(z

′′, t′′)dz′′dt′′dz′dt′

⟩
+

+

⟨ t∫
0

∞∫
0

G(z, z′, t, t′)Ls(z
′, t′)c0(z

′, t′)dz′dt′
t′∫

0

∞∫
0

G(z, z′, t, t′)Ls(z
′, t′)c0(z

′, t′)dz′dt′

⟩
.

Òàêîæ ç óðàõóâàííÿì ïîäàííÿ ïîëÿ êîíöåíòðàöi¨ ó âèãëÿäi ðÿäó Íåéìàíà çàïèøåìî ôîðìóëó äëÿ êâàäðàòà
âiä ñåðåäíüîãî ïîëÿ êîíöåíòðàöi¨ äîìiøêîâî¨ ðå÷îâèíè, à ñàìå:

⟨c(z, t)⟩2 =

⟨
c0(z, t) +

t∫
0

∞∫
0

G(z, z′, t, t′)Ls(z
′, t′)c0(z

′, t′)dz′dt′+

+

t∫
0

∞∫
0

G(z, z′, t, t′)Ls(z
′, t′)

t′∫
0

∞∫
0

G(z′, z′′, t′, t′′)Ls(z
′′, t′′)c0(z

′′, t′′)dz′′dt′′dz′dt′ + . . .

⟩
×

×

⟨
c0(z, t) +

t∫
0

∞∫
0

G(z, z′, t, t′)Ls(z
′, t′)c0(z

′, t′)dz′dt′+

+

t∫
0

∞∫
0

G(z, z′, t, t′)Ls(z
′, t′)

t′∫
0

∞∫
0

G(z′, z′′, t′, t′′)Ls(z
′′, t′′)c0(z

′′, t′′)dz′′dt′′dz′dt′ + . . .

⟩
. (34)

Ïåðåìíîæèìî äâà óñåðåäíåíi ðÿäè, ùî âõîäÿòü ó (34), i òàêîæ âðàõîâó¹ìî òiëüêè ïàðíèé âçà¹ìîâïëèâ
ïiäøàðiâ, òîäi îòðèìà¹ìî
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⟨c(z, t)⟩2 ≈ c20(z, t) + 2c0(z, t)

⟨ t∫
0

∞∫
0

G(z, z′, t, t′)Ls(z
′, t′)c0(z

′, t′)dz′dt′

⟩
+

+2c0(z, t)

⟨ t∫
0

∞∫
0

G(z, z′, t, t′)Ls(z
′, t′)

t′∫
0

∞∫
0

G(z′, z′′, t′, t′′)Ls(z
′′, t′′)c0(z

′′, t′′)dz′′dt′′dz′dt′

⟩
+

+

⟨ t∫
0

∞∫
0

G(z, z′, t, t′)Ls(z
′, t′)c0(z

′, t′)dz′dt′

⟩⟨ t∫
0

∞∫
0

G(z, z′, t, t′)Ls(z
′, t′)c0(z

′, t′)dz′dt′

⟩
.

Ïîäàìî îäíîòî÷êîâó ôóíêöiþ êîðåëÿöi¨ ïîëÿ êîíöåíòðàöi¨ ψc(z, t, z, t) ç óðàõóâàííÿì ïðåäñòàâëåííÿ c(z, t)
ó âèãëÿäi ðÿäiâ Íåéìàíà. Ó ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî

ψc(z, t, z, t) =

=

⟨ t∫
0

∞∫
0

G(z, z′, t, t′)Ls(z
′, t′)c0(z

′, t′)dz′dt′

 t∫
0

∞∫
0

G(z, z′, t, t′)Ls(z
′, t′)c0(z

′, t′)dz′dt′

⟩−

−

⟨ t∫
0

∞∫
0

G(z, z′, t, t′)Ls(z
′, t′)c0(z

′, t′)dz′dt′

⟩⟨ t∫
0

∞∫
0

G(z, z′, t, t′)Ls(z
′, t′)c0(z

′, t′)dz′dt′

⟩
. (35)

Âðàõó¹ìî íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ c0(z, t). Òîäi äiþ
íà íå¨ îïåðàòîðà Ls(z, t) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

Ls(z, t)c0(z, t) =

n1∑
i=1

ηi1(z)L̄s(z, t)c0(z, t), (36)

äå L̄s(z, t)c0(z, t) = (ρ0 − ρ1)
∂c0(z,t)
∂t −

= (d0 − d1)
∂2c0(z, t)

∂z2
.

Âiäïîâiäíî, ñïiââiäíîøåííÿ (35) ìîæåìî ïåðåïè-
ñàòè ó âèãëÿäi

ψc (z, t, z, t) =

=

⟨ t∫
0

∞∫
0

G(z, z′, t, t′)

n1∑
i=1

ηi1(z
′)L̄s(z

′, t′)c0(z
′, t′)dz′dt′

×

×

 t∫
0

∞∫
0

G(z, z′, t, t′)

n1∑
i=1

ηi1(z
′)L̄s(z

′, t′)c0(z
′, t′)dz′dt′

⟩−

−

⟨ t∫
0

∞∫
0

G(z, z′, t, t′)

n1∑
i=1

ηi1(z
′)L̄s(z

′, t′)c0(z
′, t′)dz′dt′

⟩
×

⟨ t∫
0

∞∫
0

G(z, z′, t, t′)

n1∑
i=1

ηi1(z
′)L̄s(z

′, t′)c0(z
′, t′)dz′dt′

⟩
.

(37)

Âðàõó¹ìî, ùî ôóíêöiÿ Ãðiíà G(z, z′, t, t′), îïåðà-
òîð L̄s(z, t) i ïîëå êîíöåíòðàöi¨ äîìiøêè â îäíîði-
äíîìó òiëi c0(z, t) ¹ äåòåðìiíîâàíèìè, à îòæå, ¹ äå-
òåðìiíîâàíèì âèðàç L̄s(z, t)c0(z, t); ùî óñåðåäíåííÿ
ïðîâîäèìî çà àíñàìáëåì êîíôiãóðàöié ôàç, òîáòî âè-
ïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ ¹ êîîðäèíàòà �âåðõíüî¨� ìåæi
âêëþ÷åíü zi1; ùî ïiä iíòåãðàëàìè ó ôîðìóëi (37) íå-
ìà¹ iíøèõ ÷ëåíiâ ç iíäåêñîì i, à òàêîæ, ùî äîáóòîê
äâîõ äâîêðàòíèõ iíòåãðàëiâ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi
îäíîãî ÷îòèðèêðàòíîãî iíòåãðàëà. Òîäi ñïiââiäíîøå-
ííÿ (37) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

ψc (z, t, z, t) =

=

t∫
0

∞∫
0

t∫
0

∞∫
0

G(z, z′, t, t′)G(z, z̄′, t, t̄′)L̄s(z
′, t′)c0(z

′, t′)×

×L̄s(z̄′, t̄′)c0(z̄′, t̄′)

⟨
n1∑
i=1

ηi1(z
′)

n1∑
k=1

ηk1(z̄
′)

⟩
dz̄′dt̄′dz′dt′−

−

 t∫
0

∞∫
0

G(z, z′, t, t′)L̄s(z
′, t′)c0(z

′, t′) ×

×

⟨
n1∑
i=1

ηi1(z
′)

⟩
dz′dt′

)
×

 t∫
0

∞∫
0

G(z, z̄′, t, t̄′)L̄s(z̄
′, t̄′)c0(z̄

′, t̄′)×
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×

⟨
n1∑
k=1

ηk1(z̄′)

⟩
dz̄′dt̄′

)
=

=

t∫
0

∞∫
0

t∫
0

∞∫
0

G(z, z′, t, t′)G(z, z̄′, t, t̄′)L̄s(z
′, t′)c0(z

′, t′)×

×L̄s(z̄′, t̄′)c0(z̄′, t̄′)

⟨
n1∑
i=1

ηi1(z
′)

n1∑
k=1

ηk1(z̄
′)

⟩
dz̄′dt̄′dz′dt′−

−
t∫

0

∞∫
0

t∫
0

∞∫
0

G(z, z′, t, t′)G(z, z̄′, t, t̄′)L̄s(z
′, t′)c0(z

′, t′)×

×L̄s(z̄′, t̄′)c0(z̄′, t̄′)

⟨
n1∑
i=1

ηi1(z
′)

⟩⟨
n1∑
k=1

ηk1(z̄
′)

⟩
dz̄′dt̄′dz′dt′.

Îñêiëüêè

⟨
n1∑
i=1

ηi1(z
′)

n1∑
k=1

ηk1(z̄
′)

⟩
=

n1∑
i=1

n1∑
k=1

⟨ηi1(z′)ηk1(z̄′)⟩ =

=

n1∑
i=1

n1∑
k=1

(⟨ηi1(z′)⟩ ⟨ηk1(z̄′)⟩+ ψη(z
′, z̄′)), (38)

äå ψη(z′, z̄′) - ôóíêöiÿ êîðåëÿöi¨ ôàç, òî

ψc (z, t, z, t) =

t∫
0

∞∫
0

t∫
0

∞∫
0

G(z, z′, t, t′)×

×G(z, z̄′, t, t̄′)L̄s(z′, t′)c0(z′, t′)×

×L̄s(z̄′, t̄′)c0(z̄′, t̄′)
n1∑
i=1

n1∑
k=1

ψη(z
′, z̄′)dz̄′dt̄′dz′dt′.

I îñòàòî÷íî îäåðæèìî

ψc (z, t, z, t) =

=

t∫
0

∞∫
0

t∫
0

∞∫
0

G(z, z′, t, t′)G(z, z̄′, t, t̄′)L̄s(z
′, t′)c0(z

′, t′)×

×L̄s(z̄′, t̄′)c0(z̄′, t̄′)n2
1ψη(z

′, z̄′)dz̄′dt̄′dz′dt′. (39)

Îòæå, ìè îòðèìàëè âèðàç (39) äëÿ ôóíêöi¨ êîðå-
ëÿöi¨ ïîëÿ êîíöåíòðàöi¨ äîìiøêîâî¨ ðå÷îâèíè â äâî-
ôàçíîìó áàãàòîøàðîâîìó ïiâïðîñòîði â òî÷öi (z, t),
ÿêèé ïîäàíèé ÷åðåç ôóíêöiþ êîðåëÿöi¨ ôàç.

Àíàëîãi÷íî ìîæåìî çíàéòè ôóíêöiþ êîðåëÿöi¨
(àâòîêîðåëÿöi¨) ïîëÿ êîíöåíòðàöi¨ äîìiøêîâî¨ ðå÷î-
âèíè ó øàðóâàòîìó ïiâïðîñòîði ó äâîõ òî÷êàõ òiëà
(z1, t1) i (z2, t2):

⟨c (z1, t1)c (z2, t2)⟩ = ⟨c (z1, t1)⟩ ⟨c (z2, t2)⟩+

+ψc (z1, t1, z2,t2) .

Çâiäñè

ψc (z1, t1, z2,t2) = ⟨c (z1, t1)c (z2, t2)⟩−

− ⟨c (z1, t1)⟩ ⟨c (z2, t2)⟩ . (40)

ßêùî ó ñïiââiäíîøåííi (40) ïîëå êîíöåíòðàöi¨ â
òî÷êàõ (z1, t1) i (z2, t2) ïîäàìî ó âèãëÿäi ðÿäó Íåéìà-
íà, îáìåæèìîñü âðàõóâàííÿì ïàðíîãî âçà¹ìîâïëèâó
ôàç, âèêîðèñòà¹ìî âèðàç (36) i (38), òîäi îòðèìà¹ìî
ôóíêöiþ êîðåëÿöi¨ ïîëÿ êîíöåíòðàöi¨ â òî÷êàõ (z1, t1)
i (z2, t2) äëÿ ïðîöåñó äèôóçi¨ äîìiøêîâî¨ ðå÷îâèíè
ó äâîôàçíîìó âèïàäêîâî íåîäíîðiäíîìó øàðóâàòîìó
ïiâïðîñòîði:

ψc (z, t, z, t) = n21

t1∫
0

∞∫
0

t2∫
0

∞∫
0

G(z1, z
′
1, t1, t

′
1)×

× G(z2, z
′
2, t2, t

′
2)L̄s(z

′
1, t

′
1)c0(z

′
1, t

′
1)×

×L̄s(z′2, t′2)c0(z′2, t′2)n2
1ψη(z

′
1, z

′
2)dz

′
2dt

′
2dz

′
1dt

′
1. (41)

Îòæå, îòðèìàíî ôîðìóëó äëÿ äâîòî÷êîâî¨ ôóí-
êöi¨ êîðåëÿöi¨ ïîëÿ êîíöåíòðàöi¨ ÷àñòèíîê äëÿ äâî-
ôàçíîãî øàðóâàòîãî ïiâïðîñòîðó ó âèãëÿäi ÷îòèðè-
êðàòíîãî iíòåãðàëà, ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ ÿêîãî ÿê
ìíîæíèê ìiñòèòü ôóíêöiþ êîðåëÿöi¨ ôàç i ïðîïîðöié-
íà êâàäðàòó êiëüêîñòi âêëþ÷åíü.

Ðîçðàõóíêîâi ôîðìóëè äëÿ äèñïåðñi¨
ïîëÿ êîíöåíòðàöi¨ ó ïiâïðîñòîði
ç åêñïîíåíöiàëüíèì ðîçïîäiëîì
âêëþ÷åíü òà äâîòî÷êîâî¨ ôóíêöi¨
êîðåëÿöi¨

Ìè ïðèéíÿëè, ùî âêëþ÷åííÿ â ïiâïðîñòîði ðîç-
òàøîâàíi çà åêñïîíåíöiàëüíèì ðîçïîäiëîì (1) (äèâ.
ðèñóíîê). Ôóíêöiÿ êîðåëÿöi¨ ôàç äëÿ åêñïîíåíöiàëü-
íîãî ðîçïîäiëó ìà¹ âèãëÿä [9]

ψη (z, z1) = σ2
ηe

−|z′−z′1|
l , (42)

äå l � ðàäióñ êîðåëÿöi¨ ôàç, σ2
η = 1

/
λ2 � äèñïåðñiÿ

äëÿ åêñïîíåíöiàëüíîãî ðîçïîäiëó âêëþ÷åíü.
Ïiäñòàâèâøè ôóíêöiþ êîðåëÿöi¨ (42) ó ñïiââiäíî-

øåííÿ (39), îòðèìà¹ìî ôîðìóëó äëÿ äèñïåðñi¨ ïîëÿ
êîíöåíòðàöi¨ äîìiøêè â ïiâïðîñòîði ç åêñïîíåíöiàëü-
íèì ðîçïîäiëîì âêëþ÷åíü:

Applied Mathematics and mechanics 73

Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua



�.ß. ×àïëÿ, Î.Þ. ×åðíóõà, Þ.I. Áiëóùàê

σ2
c (z, t) = n21σ

2
η

t∫
0

∞∫
0

t∫
0

∞∫
0

G(z, z′, t, t′)G(z, z̄′, t, t̄′)L̄s(z
′, t′)c0(z

′, t′)×

×L̄s(z̄′, t̄′)c0(z̄′, t̄′)e−
|z′−z̄′|

l dz̄′dt̄′dz′dt′. (43)

Âðàõó¹ìî âèðàç äëÿ ôóíêöi¨ Ãðiíà â îäíîðiäíîìó ïiâïðîñòîði (24) òà âèðàç (36), ìà¹ìî

σ2
c (z, t) ==

(
n1σηQc∗
4πd0

)2
t∫

0

∞∫
0

t∫
0

∞∫
0

θ(t− t′)θ(t− t̄′)√
(t− t′)(t− t̄′)t′3t̄′3

(
e−

|z−z′|2d̃

t−t′ − e−
|z+z′|2d̃

t−t′

)
×

×
(
e−

|z−z̄′|2d̃

t−t̄′ − e−
|z+z̄′|2d̃

t−t̄′

)
z′z̄′e−

d̃z′2
t′2 e−

d̃z̄′2
t̄′2 e−

|z′−z̄′|
l dz̄′dt̄′dz′dt′, (44)

äå d̃ = d0/4ρ0.
ßêùî ðîçïèñàòè ìîäóëü â îñòàííié åêñïîíåíòi ïiäiíòåãðàëüíî¨ ôóíêöi¨ (44), îäåðæèìî

σ2
c (z, t) =

(
n1σηQc∗
4πd0

)2
t∫

0

t∫
0

θ(t− t′)θ(t− t̄′)√
(t− t′)(t− t̄′)t′3t̄′3

∞∫
0

z′e−
d̃z′2
t′2 ×

×

(
e
−|z−z′|2d̃

(t−t′) − e
−|z+z′|2d̃

(t−t′)

)
z′∫
0

(
e
−|z−z̄′|2d̃

(t−t̄′) − e
−|z+z̄′|2d̃

(t−t̄′)

)
z̄′e−

z̄′2
t̄′2 e−

z′−z̄′
l dz̄′+

+

∞∫
z′

(
e
−|z−z̄′|2

(t−t̄′) − e
−|z+z̄′|2

(t−t̄′)

)
z̄′e−

d̃z̄′2
t̄′2 e

z′−z̄′
l dz̄′

 dz′dt̄′dt′

Ïiñëÿ iíòåãðóâàííÿ îñòàòî÷íî îòðèìà¹ìî ðîçðàõóíêîâó ôîðìóëó äëÿ ðîçðàõóíêó äèñïåðñi¨ ïîëÿ êîíöåí-
òðàöi¨ äîìiøêè â ïiâïðîñòîði ç åêñïîíåíöiàëüíèì ðîçïîäiëîì âêëþ÷åíü

σ2
c (z, t) =

(
n1σηQc∗
4πd0

)2
t∫

0

t∫
0

θ(t− t′)θ(t− t̄′)√
(t− t′)(t− t̄′)t′3t̄′3

(
Ī1 − Ī2 + Ī3 − Ī4

)
dt̄′dt′, (45)

Īk = Ik(z, t, z, t), k = 1, 4,

Ii(z1, t1, z2, t2) = Ai(t1, t̄
′
1, t2, t

′
2, z2)

[
ki
{
M1

(
b−i (t1, t

′
1, t2, t

′
2, z1, z2), q

−
i (t1, t

′
1, z1, z2), bi(t2, t̄

′
2, z2)

)
−

−M1

(
b+i (t1, t

′
1, t2, t

′
2, z1, z2), q

+
i (t1, t

′
1, z1, z2), bi(t2, t̄

′
2, z2)

)}
+M2 (b+(t1, t̄

′
1, z1), bi(t2, t̄

′
2, z2))−

−M2 (b−(t1, t̄
′
1, z1), bi(t2, t̄

′
2, z1)) +M3

(
ϕ−i (t1, t̄

′
1, t2, t̄

′
2, z1, z2), bi(t2, t̄

′
2, z2)

)
−

−M3

(
ϕ+i (t1, t̄

′
1, t2, t̄

′
2, z1, z2), bi(t2, t̄

′
2, z2)

)]
, i = 1, 2;

Ij(z1, t1, z2, t2) = Aj(t1, t̄
′
1, t2, t

′
2, z2)

[
kj
{
M1

(
b+i (t1, t

′
1, t2, t

′
2, z1, z2), q

+
j (t1, t

′
1, z1, z2), b+(t2, t̄

′
2, z2)

)
−

−M1

(
b−j (t1, t

′
1, t2, t

′
2, z1, z2), q

−
j (t1, t

′
1, z1, z2), b+(t2, t̄

′
2, z2)

)}
+

+M3

(
ϕ+j (t1, t̄

′
1, t2, t̄

′
2, z1, z2), b−(t2, t̄

′
2, z2)

)
−M3

(
ϕ−j (t1, t̄

′
1, t2, t̄

′
2, z1, z2), b−(t2, t̄

′
2, z2)

)]
, j = 3, 4;

äå

M1(b, q
±
u , b1) =

eq
±
u

√
π

(
1

ā3

∞∑
n=0

(−1)neb
2
a1

n!(2n+ 1)

{(
a−1
1 p2n+1e−x

2

(2n+ 1)!!Σn+
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+
√
π(2n+ 1)!!2−nerf(p)

)
+
(
a−1
1 + b̄

/
ā
) n∑
k=0

(
2n+ 2
2k

)(
ba1
)2n+2−2k×

×
(
p2k−1e−p

2

(2k − 1)!!Σk1 +
√
π(2k − 1)!!2−kerf(p)

)
+

+
(
a−1
1 + 1

) n∑
k=0

(
2n+ 2
2k + 1

)(
b2a1
)2n+1−k

p2k−1e−x
2

Σk2

}
,

M2(b, b1) =
(
kierf (b1/2a) + 2−1e−(ba1)

2)
e−

dz2

t−t′

[
eb

2
a

2a2

(
ba
√
π {erf (ba) + 1}+ e−b

2
a

)]
;

M3(b, b1) =
1

2
e−b̄

2− z2d
t−t′

eb
2
a2

2a22

(
ba2
[√
πerf (ba2) +

√
π
]
+ e−b

2
a2

)
,

Ai(s, s
′, s, s̄′, u) =

1

a2(s, s̄′)
exp

(
− du2

s− s̄′
+
b2i (s, s

′, u)

4a2(s, s′)

)
;

ki(s, s
′) =

bi(s, s
′)
√
π

4a
i = (1, 4);

b±(s, s
′, u) =

1

l
± 2ud

s− s′
;

b1,2(s, s
′, u) = −1

l
± 2ud

s− s′
;

x = −(b1a1/ā+ b/a1)/2;

q±i (s, s
′u,w) = −db

2
i (s, s

′, u)

4
+
bi(s, s

′, u)

2l
− d (2w ± bi(s, s

′, u))

2(s− s′)
; i = (1, 4);

Σn =
n∑
l=0

p−2l

(2n− 2l − 1)!!
, Σk1 =

k−1∑
l=0

p−2l

2l(2k − 2l − 1)!!
, Σk2 =

k∑
l=0

k!

2l(k − l)!!p2l
;

a(s, s′) =

√
d

s′2
+

d

s− s′
;

a1(t, t
′, t, t̄′) =

a(t, t′)

a(t, t̄′)
;

a2(t, t
′, t, t̄′) =

√
a2(t, t′) + a2(t, t⃗′);

b±i (s, s
′, r, r′, u, w) =

d

a

[
1

dl
− bi(r, r

′, u)− 2w ∓ bi(r, r
′, u)

s− s′

]
, i = 1, 2;

b±j (s, s
′, r, r′, u, w) =

d

a

[
1

dl
− bj(r, r

′, u)± 2w ∓ bj(r, r
′, u)

s− s′

]
, j = 3, 4.

ϕ±i (s, s
′, r, r′, u, w) =

1

2a2(s, s′, r, r′)

(
± 2wd

s− s′
+

1

l
+ bi(r, r

′, u)

)
, i = 1, 2;

ϕ±j (s, s
′, r, r′, u, w) =

1

2a2(s, s′, r, r′)

(
± 2zd

s− s′
− 1

l
+ bj(r, r

′, u)

)
, j = 3, 4;

p = −
(
a1b̄+ ba1

)
; b̄ = b1/(2ā); ba2 = b/(2a1); b̄1 = b1/(2a1); ba = b/(2a);

Ckn =

(
n
k

)
= (n)!

(k)!(n−k)! � áiíîìiàëüíi êîåôiöi¹íòè.
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ßêùî ïiäñòàâèìî ôóíêöiþ êîðåëÿöi¨ ôàç (42) ó ñïiââiäíîøåííÿ (41), òîäi îòðèìà¹ìî ôîðìóëó äëÿ äèñïåðñi¨
ïîëÿ êîíöåíòðàöi¨ äîìiøêè â ïiâïðîñòîði ç åêñïîíåíöiàëüíèì ðîçïîäiëîì âêëþ÷åíü:

ψc (z1, t1, z2, t2) =

t1∫
0

∞∫
0

t2∫
0

∞∫
0

G(z1, z
′
1, t1, t

′
1)G(z2, z

′
2, t2, t

′
2)×

×L̄s(z′1, t′1)c0(z′1, t′1)L̄s(z′2, t′2)c0(z′2, t′2)×

×n2
1σ

2
ηe

−|z′1−z′2|
l dz′2dt

′
2dz

′
1dt

′
1. (46)

Âðàõó¹ìî âèðàç äëÿ ôóíêöi¨ Ãðiíà â îäíîðiäíîìó ïiâïðîñòîði (24) òà âèðàç (36) ó ôîðìóëi (46), òîäi ïiñëÿ
iíòåãðóâàííÿ îäåðæèìî ôîðìóëó äëÿ äâîòî÷êîâî¨ ôóíêöi¨ êîðåëÿöi¨ ïîëÿ êîíöåíòðàöi¨ ÷àñòèíîê ó áàãàòîøà-
ðîâîìó ïiâïðîñòîði ç åêñïîíåíöiàëüíèì ðîçïîäiëîì âêëþ÷åíü

ψc (z1, t1, z2, t2) =

(
n1σηQc∗
4πd0

)2
t1∫
0

t2∫
0

θ(t1 − t′1)θ(t2 − t′2)√
(t1 − t′1)(t2 − t′2)t

′
1
3t′2

3

∞∫
0

z′1e
− d̃z′1

2

t′1
2 ×

×

(
e
−|z1−z′1|2d̃

t1−t′1 − e
−|z1+z′1|2d̃

t1−t′1

)
z′1∫
0

(
e
−|z2−z′2|2d̃

t2−t′2 − e
−|z2+z′2|2d̃

t2−t′2

)
z′2e

− dz′2
2

t′2
2
e−

z′1−z′2
l dz′2+

+

∞∫
z′1

(
e
−|z2−z′2|2d̃

t2−t′2 − e
−|z2+z′2|2d̃

t2−t′2

)
z′2e

− dz′2
2

t′2
2
e

z′−z̄′
l dz′2

 dz′1dt
′
2dt

′
1. (47)

Ïiñëÿ iíòåãðóâàííÿ â (47) îòðèìà¹ìî ðîçðàõóíêîâó ôîðìóëó äëÿ äâîòî÷êîâî¨ ôóíêöi¨ êîðåëÿöi¨ ïîëÿ êîí-
öåíòðàöi¨ ψc(z1, t1, z2, t2):

ψc (z1, t1, z2, t2) =

(
n1σηQc∗
4πd0

)2
t1∫
0

t2∫
0

θ(t1 − t′1)θ(t2 − t′2)√
(t1 − t′1)(t2 − t′2)t

′
1
3t′2

3

(
Ĩ1 − Ĩ2 + Ĩ3 − Ĩ4

)
dt′2dt

′
1, (48)

äå Ĩk = Ik(z1, t1, z2, t2), k = 1, 4.

Êîåôiöi¹íò êîðåëÿöi¨ ïîëÿ êîíöåíòðàöi¨Kc âèçíà-
÷à¹òüñÿ òàê [9]:

Kc = ψc
/
σ2
c .

Òîäi ç óðàõóâàííÿì ñïiââiäíîøåíü (45) òà (48)
îòðèìà¹ìî äâà âèïàäêè äëÿ êîåôiöi¹íòà êîðåëÿöi¨ çà-
ëåæíî âiä òî÷êè (z, t), äëÿ ÿêî¨ çíàéäåíà äèñïåðñiÿ
ïîëÿ êîíöåíòðàöi¨:

1. σ2
c = σ2

c (z1, t1)

K(1)
c =

t1∫
0

t2∫
0

θ(t1−t′1)θ(t2−t
′
2)√

(t1−t′1)(t2−t′2)t′13t′2
3

(
Ĩ1 − Ĩ2 + Ĩ3 − Ĩ4

)
dt̄′dt′

t1∫
0

t1∫
0

θ(t−t′)θ(t−t̄′)√
(t−t′)(t−t̄′)t′3 t̄′3

(
Ī1 − Ī2 + Ī3 − Ī4

)
dt̄′dt′

,

2. σ2
c = σ2

c (z2, t2)

K(2)
c =

t1∫
0

t2∫
0

θ(t1−t′1)θ(t2−t
′
2)√

(t1−t′1)(t2−t′2)t′13t′2
3

(
Ĩ1 − Ĩ2 + Ĩ3 − Ĩ4

)
dt̄′dt′

t2∫
0

t2∫
0

θ(t−t′)θ(t−t̄′)√
(t−t′)(t−t̄′)t′3 t̄′3

(
Ī1 − Ī2 + Ī3 − Ī4

)
dt̄′dt′

.

Çàçíà÷èìî, ùî ôîðìóëè äëÿ äèñïåðñi¨ (43) òà äâî-
òî÷êîâî¨ ôóíêöi¨ êîðåëÿöi¨ ïîëÿ êîíöåíòðàöi¨ (46), ÿê
i ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ óñåðåäíåíèõ ïîëiâ êîíöåíòðàöi¨
(31), ¹ ñïðàâåäëèâèìè äëÿ äîâiëüíèõ êðàéîâèõ óìîâ.

Âèñíîâêè

Îòæå, ç âèêîðèñòàííÿì àïàðàòà òåîði¨ óçàãàëü-
íåíèõ ôóíêöié êîíòàêòíó çàäà÷ó äèôóçi¨ äîìiøêî-
âî¨ ðå÷îâèíè â äâîôàçíîìó âèïàäêîâî íåîäíîðiäíîìó
øàðóâàòîìó ïiâïðîñòîði çâåäåíî äî ðiâííÿííÿ ìàñî-
ïåðåíîñó ÷àñòèíîê ó âñüîìó òiëi. Ïîáóäîâàíå iíòåãðî-
äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ðîçâ'ÿçàíî øëÿõîì iòåðó-
âàííÿ. Ðîçâ'ÿçîê îòðèìàíèé ó âèãëÿäi ðÿäó Íåéìà-
íà. Çàóâàæèìî, ùî çà ñïðÿìóâàííÿ ÷àñîâî¨ çìiííî¨
äî áåçìåæíîñòi ðÿä Íåéìàíà ñòà¹ ðîçáiæíèì, i òîìó
ñòàöiîíàðíèé âèïàäîê ïîòðåáó¹ îêðåìîãî ðîçãëÿäó.

Óñåðåäíåííÿ ïîëÿ êîíöåíòðàöi¨ ïðîâåäåíî çà àí-
ñàìáëåì êîíôiãóðàöié ôàç ç åêñïîíåíöiàëüíîþ ôóí-
êöi¹þ ðîçïîäiëó âêëþ÷åíü. Îäåðæàíî â çàãàëüíîìó
âèïàäêó ôîðìóëó äëÿ âèçíà÷åííÿ óñåðåäíåíîãî ïîëÿ
êîíöåíòðàöi¨ â òàêîìó òiëi òà íàâåäåíî ðîçðàõóíêîâi
ôîðìóëè â ÷àñòêîâèõ âèïàäêàõ. Îòðèìàíî ôîðìóëó
äëÿ äâîòî÷êîâî¨ ôóíêöi¨ êîðåëÿöi¨ ïîëÿ êîíöåíòðà-
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Êîðåëÿöiéíà ôóíêöiÿ òà äèñïåðñiÿ âèïàäêîâîãî äèôóçiéíîãî ïîëÿ êîíöåíòðàöi¨ â ïiâïðîñòîði ç åêñïîíåíöiàëüíèì ðîçïîäiëîì ...

öi¨ ÷àñòèíîê äëÿ äâîôàçíîãî øàðóâàòîãî ïiâïðîñòîðà
ó âèãëÿäi ÷îòèðèêðàòíîãî iíòåãðàëà, ïiäiíòåãðàëüíà
ôóíêöiÿ ÿêîãî ÿê ìíîæíèê ìiñòèòü ôóíêöiþ êîðåëÿ-
öi¨ ôàç i ïðîïîðöiéíà êâàäðàòó êiëüêîñòi âêëþ÷åíü.

Çíàéäåíî ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ äèñïåðñi¨ ïîëÿ êîíöåí-
òðàöi¨ ìiãðóþ÷èõ ÷àñòèíîê òà âiäïîâiäíi êîåôiöi¹íòè
êîðåëÿöi¨.
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Èññëåäîâàíû ïðîöåññû äèôôóçèè ïðèìåñíîãî âåùåñòâà â äâóõôàçíîì ñëîèñòîì ïîëó-
ïðîñòðàíñòâå ñ ó÷åòîì ñëó÷àéíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ñëîåâ. Êîíòàêòíàÿ çàäà÷à ñ ïîìîùüþ òå-
îðèè îáîáùåííûõ ôóíêöèé ñâåäåíà ê çàäà÷å ìàññîïåðåíîñà âî âñåé îáëàñòè òåëà. Ñôîðìó-
ëèðîâàíî ýêâèâàëåíòíîå èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, ðåøåíèå êîòîðîãî ïîñòðî-
åíî â âèäå èíòåãðàëüíîãî ðÿäà Íåéìàíà. Óñåðåäíåíèå ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ ïðîâåäåíî ïî
àíñàìáëþ êîíôèãóðàöèé ôàç ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ âêëþ÷åíèé.
Îïðåäåëåíû äèñïåðñèÿ ïîëÿ êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö è äâóõòî÷å÷íàÿ ôóíêöèÿ êîððåëÿöèè
(àâòîêîððåëÿöèè) ïîëÿ äëÿ ïðîöåññà äèôôóçèè â ñëîèñòîì ïîëóïðîñòðàíñòâå ñ ýêñïîíåí-
öèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì âêëþ÷åíèé.
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CORRELATION FUNCTION AND DISPERSION OF RANDOM DIFFUSION
FIELD OF CONCENTRATION IN A SEMISPACE WITH EXPONENTIAL
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In the paper process of admixture di�usion is studied in a two-phase strati�ed semispace
allowing for random disposition of layers. By the theory of generalized functions the contact
problem is reduced to the mass transfer problem in the whole body. An equivalent integro-
di�erential equation is formulated and its solution is constructed in terms of integral Neumann
series. Averaging the obtained solution is carried out over the ensemble of phase con�gurations
with the exponential function of inclusion distribution. Dispersion of �eld of particle concentrati-
on is de�ned as well as a two-point function of �eld correlation (self-correlation) for the di�usion
process in the strati�ed semispace with exponential distribution of inclusions.

Key words: di�usion, randomly inhomogeneous strati�ed structure, exponential distribution, �eld

dispersion, correlation function
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