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Çíàéäåíî äîñòàòíi óìîâè àñèìïòîòè÷íî¨ íåçìiùåíîñòi ñëóøíèõ îöiíîê â îäíîâèìiðíîìó i

áàãàòîâèìiðíîìó âèïàäêàõ. Ïîêàçàíî, ùî õî÷à ïîíÿòòÿ àñèìïòîòè÷íî¨ íåçìiùåíîñòi i ñëó-
øíîñòi îöiíîê òiñíî çâ'ÿçàíi, àëå àñèìïòîòè÷íî íåçìiùåíà îöiíêà íåîáîâ'ÿçêîâî ¹ ñëóøíîþ
i íàâïàêè � íå êîæíà ñëóøíà îöiíêà ¹ àñèìïòîòè÷íî íåçìiùåíîþ.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ñòàòèñòèêà, àñèìïòîòè÷íî íåçìiùåíà îöiíêà, ñëóøíà îöiíêà

2000 MSC: 62F12

ÓÄÊ: 519.2

Íåõàé ζ = (ξ1, . . . , ξn) � âèáiðêà ç Lθ(ξ) ∈
{F(x, θ), θ ∈ Θ}, òîáòî âèïàäêîâi âåëè÷èíè
ξ1, . . . , ξn ¹ íåçàëåæíèìè i îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèìè,
ùî ìàþòü òàêèé æå ðîçïîäië, ÿê âèïàäêîâà âåëè÷èíà
ξ, ïðè÷îìó ðîçïîäië öi¹¨ âåëè÷èíè îïèñó¹òüñÿ ïàðà-
ìåòðè÷íîþ ñòàòèñòè÷íîþ ìîäåëëþ F , äå F (x, θ)
� ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó ç íåâiäîìèì ñêàëÿðíèì àáî
âåêòîðíèì ïàðàìåòðîì θ.

Îçíà÷åííÿ. Ñòàòèñòèêà Tn(ζ) íàçèâà¹òüñÿ
ñëóøíîþ îöiíêîþ ñêàëÿðíî¨ ïàðàìåòðè÷íî¨ ôóíêöi¨
τ(θ) ñêàëÿðíîãî àáî âåêòîðíîãî ïàðàìåòðà θ, ÿêùî
âîíà çáiãà¹òüñÿ äî öi¹¨ ôóíêöi¨ çà éìîâiðíiñòþ ïðè

n → ∞ äëÿ êîæíîãî θ ∈ Θ, òîáòî Tn (ζ)
Pθ−−−−→

n→∞
τ(θ),

∀θ ∈ Θ. Öå îçíà÷à¹, ùî ∀ε > 0 ∀θ ∈ Θ :
lim
n→∞

Pθ (|Tn(ζ)− τ(θ)| < ε) = 1.

Îçíà÷åííÿ. Ñòàòèñòèêà Tn(ζ) íàçèâà¹òüñÿ
àñèìïòîòè÷íî íåçìiùåíîþ îöiíêîþ ñêàëÿðíî¨ ïàðà-
ìåòðè÷íî¨ ôóíêöi¨ τ(θ), ÿêùî

lim
n→∞

EθTn(ζ) = τ(θ), ∀θ ∈ Θ.

Ïîíÿòòÿ àñèìïòîòè÷íî¨ íåçìiùåíîñòi i ñëóøíî-
ñòi îöiíîê òiñíî çâ'ÿçàíi. Ó ìîíîãðàôi¨ [1, c. 26]
ñòâåðäæó¹òüñÿ, ùî âëàñòèâiñòü ñëóøíîñòi îöiíêè ¹
æîðñòêiøîþ âiä âëàñòèâîñòi àñèìïòîòè÷íî¨ íåçìiùå-
íîñòi öi¹¨ îöiíêè. Àëå âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî àñèìïòîòè÷íî
íåçìiùåíà îöiíêà íåîáîâ'ÿçêîâî ¹ ñëóøíîþ i íàâïà-
êè òåæ � íå êîæíà ñëóøíà îöiíêà ¹ àñèìïòîòè÷íî
íåçìiùåíîþ. Ïðî öå ñâiä÷àòü òàêi äâà ïðèêëàäè [2].

Ïðèêëàä 1. Íåõàé ζ = (ξ1, . . . , ξn) ¹ âèáið-
êîþ ç Lθ(ξ) ∈ R(θ, 2θ), θ > 0, òîáòî ðiâíîìiðíî-
ãî ðîçïîäiëó íà ïðîìiæêó [θ, 2θ]. Òîäi ñòàòèñòèêà

Tn (ζ) =
2

3
ξ1 +

1

n
¹ àñèìïòîòè÷íî íåçìiùåíîþ îöií-

êîþ äëÿ ïàðàìåòðà θ, àëå íå ¹ ñëóøíîþ îöiíêîþ äëÿ
öüîãî ïàðàìåòðà.

Ñïðàâäi, EθTn (ζ) =
2

3
Eθξ1 +

1

n
= θ +

1

n
→ θ

ïðè n → ∞, òîáòî Tn (ζ) � àñèìïòîòè÷íî íåçìi-
ùåíà äëÿ θ. Ç iíøîãî áîêó, îñêiëüêè Lθ(Tn (ζ)) ∈

R

(
2

3
θ +

1

n
,
4

3
θ +

1

n

)
, òî äëÿ êîæíîãî ε, 0 < ε <

θ

2
,

îòðèìà¹ìî

Pθ (|Tn (ζ)− θ| < ε) < Pθ

(
|Tn (ζ)− θ| < θ

2

)
=

= Pθ

(
θ

2
< Tn (ζ) <

3θ

2

)
=

= Pθ

(
2θ

3
+

1

n
< Tn (ζ) <

3θ

2

)
=

3θ

2
−
(
2θ

3
+

1

n

)
θ

<

<

3θ

2
− 2θ

3
θ

=
5

6
.

Îòæå, Tn (ζ) íå ¹ ñëóøíîþ îöiíêîþ äëÿ θ .
Ïðèêëàä 2. Ñòàòèñòèêà Tn(ζ) =

(
ξ(1)
)n

+ ζ ¹
ñëóøíîþ îöiíêîþ äëÿ ïàðàìåòðè÷íî¨ ôóíêöi¨ τ(θ) =
2θ, ∀θ ∈ (1/2, 1) , àëå íå ¹ àñèìïòîòè÷íî íåçìi-
ùåíîþ äëÿ öi¹¨ ôóíêöi¨, ÿêùî (ξ1, . . . , ξn) � âèáið-
êà ç ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ, ùî íàáóâà¹
äâà çíà÷åííÿ 2 i 0 ç âiäïîâiäíèìè éìîâiðíîñòÿìè
θ i 1 − θ, (θ ∈ (1/2, 1)), ξ(1) = min {ξ1, . . . , ξn} ,

ζ =
1

n

n∑
k=1

ξk.

Ïîêàæåìî ñïî÷àòêó, ùî ñòàòèñòèêà Tn(ζ) ¹ ñëó-
øíîþ îöiíêîþ äëÿ ïàðàìåòðè÷íî¨ ôóíêöi¨ τ(θ) = 2θ.
Äëÿ öüîãî çíàéäåìî ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè(
ξ(1)
)n
. Çãiäíî ç [3, ñ. 27] öÿ âèïàäêîâà âåëè÷èíà íà-

áóâàòèìå çíà÷åííÿ 0, 2n ç âiäïîâiäíèìè éìîâiðíî-
ñòÿìè 1 − θn, θn. Òîäi äëÿ êîæíîãî ε, 0 < ε < 2n,
ìàòèìåìî

Pθ
(∣∣(ξ(1))n∣∣ < ε

)
= Pθ

((
ξ(1)
)n
< ε
)
=

= Pθ
((
ξ(1)
)n

= 0
)
= 1− θn → 1
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ïðè n → ∞, äëÿ âñiõ θ ∈ (1/2, 1), òîáòî(
ξ(1)
)n Pθ−−−−→

n→∞
0, θ ∈ (1/2, 1) . Êðiì òîãî, çãiä-

íî ç òåîðåìîþ Õií÷èíà ïðî çàêîí âåëèêèõ ÷èñåë,

ζ
Pθ−−−−→

n→∞
Eθξ = 2θ, ∀θ ∈ (1/2, 1). Çâiäñè çà òåîðå-

ìîþ 2 [3, c. 22], Tn (ζ)
Pθ−−−−→

n→∞
2θ äëÿ âñiõ θ ∈ (1/2, 1) ,

òîáòî ñòàòèñòèêà Tn (ζ) ¹ ñëóøíîþ îöiíêîþ äëÿ ïà-
ðàìåòðè÷íî¨ ôóíêöi¨ τ(θ) = 2θ.

Ç iíøîãî áîêó, ñòàòèñòèêà íå ¹ àñèìïòîòè÷íî íå-
çìiùåíîþ îöiíêîþ öi¹¨ ïàðàìåòðè÷íî¨ ôóíêöi¨. Äié-
ñíî, EθTn (ζ) = Eθ

(
ξ(1)
)n

+ Eθζ = (2θ)
n
+ 2θ → ∞

ïðè n→ ∞, ∀θ ∈ (1/2, 1) .
Ó ëiòåðàòóði äîáðå âiäîìà äîñòàòíÿ óìîâà ñëó-

øíîñòi àñèìïòîòè÷íî íåçìiùåíî¨ îöiíêè, ÿêà ïîëÿãà¹
â òîìó, ùî äèñïåðñiÿ öi¹¨ îöiíêè ïðÿìó¹ äî íóëÿ çà
çáiëüøåííÿ îá'¹ìó âèáiðêè [1, c. 25]. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî
ãðàíèöÿ äèñïåðñi¨ ñëóøíî¨ îöiíêè íåîáîâ'ÿçêîâî äî-
ðiâíþ¹ íóëþ. Âîíà ìîæå áóòè äîâiëüíîþ êîíñòàíòîþ,
íåñêií÷åííîþ, à ìîæå i íå iñíóâàòè.

Ïðèêëàä 3. Íåõàé ζ = (ξ1, . . . , ξn) � âè-
áiðêà ç Lθ(ξ) , ïðè÷îìó ξ íàáóâà¹ äâà çíà÷åí-

íÿ 0 i
1

θ
ç âiäïîâiäíèìè éìîâiðíîñòÿìè 1 − θ2

i θ2, (θ ∈ (0, 1)). Òîäi ñòàòèñòèêè T
(1)
n (ζ) = ζ +(

ξ(1)
)n
, T (2)

n (ζ) = T
(1)
n (ζ) + (−1)n

(
ξ(1)
)n

¹ àñèì-
ïòîòè÷íî íåçìiùåíèìè i ñëóøíèìè îöiíêàìè ïàðà-
ìåòðà θ i lim

n→∞
DθT

(1)
n (ζ) = 1, ̸ ∃ lim

n→∞
DθT

(2)
n (ζ)(

lim
n→∞

DθT
(2)
n (ζ) = 0, lim

n→∞
DθT

(2)
n (ζ) = 4

)
.

Ïðèêëàä 4. Ñòàòèñòèêè T
(1)
n (ζ) = ζ +(

ξ(1)
)n − 1 i T (2)

n (ζ) = T
(1)
n (ζ) + (−1)n

((
ξ(1)
)n − 1

)
¹ àñèìïòîòè÷íî íåçìiùåíèìè i ñëóøíèìè

îöiíêàìè ïàðàìåòðè÷íî¨ ôóíêöi¨
1

θ
, ïðè÷îìó

lim
n→∞

DθT
(1)
n (ζ) = ∞ i íå iñíó¹ lim

n→∞
DθT

(2)
n (ζ)(

lim
n→∞

DθT
(2)
n (ζ) = 0, lim

n→∞
DθT

(2)
n (ζ) = ∞

)
, ÿêùî

ζ = (ξ1, . . . , ξn) � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨

âåëè÷èíè ξ, ùî íàáóâà¹ çíà÷åííÿ 0 i
1

θ2
ç âiäïîâiä-

íèìè éìîâiðíîñòÿìè 1− θ i θ, (θ ∈ (0, 1)).
Íàâåäåìî òåïåð îäíó äîñòàòíþ óìîâó àñèìïòîòè-

÷íî¨ íåçìiùåíîñòi ñëóøíî¨ îöiíêè.

Òåîðåìà 1. Íåõàé Tn(ζ) � ñëóøíà îöiíêà
ñêàëÿðíî¨ ïàðàìåòðè÷íî¨ ôóíêöi¨ τ(θ) òà iñíó¹ òà-
êà ïîñëiäîâíiñòü íåâiä'¹ìíèõ äiéñíèõ ÷èñåë {Cn}, ùî
âèêîíóþòüñÿ óìîâè

|Tn(ζ)| 6 Cn <∞, ∀n ∈ N, (1.1)

∀ε > 0 ∀θ ∈ Θ :

lim
n→∞

Cn · Pθ (|Tn (ζ)− τ(θ)| > ε) = 0. (1.2)

Òîäi Tn(ζ) � àñèìïòîòè÷íî íåçìiùåíà îöiíêà τ(θ).
� Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi, çãiäíî ç îçíà÷åííÿì

ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ i óìîâîþ (1.1) iñíóþòü
EθTn (ζ), ∀n ∈ N. Òîìó ∀ε > 0 ∀θ ∈ Θ :

|EθTn (ζ)− τ(θ)| 6 Eθ |Tn (ζ)− τ(θ)| =

= Eθ |Tn (ζ)− τ(θ)| · I (|Tn (ζ)− τ(θ)| > ε)+

+Eθ |Tn (ζ)− τ(θ)| · I (|Tn (ζ)− τ(θ)| < ε) <

< (Cn + |τ(θ)|)Pθ (|Tn (ζ)− τ(θ)| > ε) + ε →
n→∞

ε,

áî |τ(θ)| < ∞ , à Tn(ζ) � ñëóøíà îöiíêà τ(θ), ùî
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (1.1), (1.2) (÷åðåç I(A) ïîçíà÷å-
íî iíäèêàòîð ïîäi¨ A ). Çâiäñè i ç äîâiëüíîñòi âèáî-
ðó ε âèïëèâà¹, ùî lim

n→∞
|EθTn(ζ)− τ(θ)| = 0, òîáòî

Tn(ζ) � àñèìïòîòè÷íî íåçìiùåíà îöiíêà τ(θ). Òåîðå-
ìà äîâåäåíà. �

Íàñëiäîê 1. Ñëóøíà ðiâíîìiðíî îáìåæåíà îöií-
êà ñêàëÿðíî¨ ïàðàìåòðè÷íî¨ ôóíêöi¨ ¹ àñèìïòîòè÷íî
íåçìiùåíîþ îöiíêîþ öi¹¨ ôóíêöi¨, ïðè÷îìó äèñïåðñiÿ
öi¹¨ îöiíêè ïðÿìó¹ äî íóëÿ ó ðàçi çáiëüøåííÿ îá'¹ìó
âèáiðêè.

� Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè îöiíêà ðiâíîìiðíî
îáìåæåíà, òî iñíó¹ òàêà äîäàòíà êîíñòàíòà C, ùî
Cn = C, n = 1, 2, . . .. Òîäi óìîâà (1.1) íàáóäå âè-
ãëÿäó |Tn(ζ)| 6 C , à ñïiââiäíîøåííÿ (1.2) âèïëèâà¹
çi ñëóøíîñòi îöiíêè. Òîìó â öüîìó âèïàäêó îöiíêà
Tn(ζ) ¹ àñèìïòîòè÷íî íåçìiùåíîþ. Ç iíøîãî áîêó, ç
öèõ æå ìiðêóâàíü

DθTn(ζ) = Eθ (Tn(ζ)− τ(θ))
2 − (EθTn(ζ)− τ(θ))

2 6

6 Eθ (Tn(ζ)− τ(θ))
2
,

i ∀ε > 0 ∀θ ∈ Θ :

DθTn(ζ) 6 Eθ (Tn (ζ)− τ(θ))
2 · I (|Tn (ζ)− τ(θ)| > ε)+

+Eθ (Tn (ζ)− τ(θ))
2 · I (|Tn (ζ)− τ(θ)| < ε) <

< (C + |τ(θ)|)2 Pθ (|Tn (ζ)− τ(θ)| > ε)+

+ε2Pθ (|Tn (ζ)− τ(θ)| < ε) <

< (C + |τ(θ)|)2 Pθ (|Tn (ζ)− τ(θ)| > ε) + ε2 →
n→∞

ε2.

À öå i îçíà÷à¹, ùî äèñïåðñiÿ îöiíêè Tn(ζ) ïðÿìó-
âàòèìå äî íóëÿ çà çáiëüøåííÿ îá'¹ìó âèáiðêè, îñêiëü-
êè ε äîâiëüíå äîäàòíå ÷èñëî. �

Ïðîiëþñòðó¹ìî çàñòîñóâàííÿ òåîðåìè 1 i íàñëiä-
êó 1 ç íå¨ äëÿ ïåðåâiðêè àñèìïòîòè÷íî¨ íåçìiùåíîñòi
ñëóøíî¨ îöiíêè íà òàêîìó ïðèêëàäi.

Ïðèêëàä 5. Íåõàé ñòàòèñòèêà Tn(ζ) çàäîâîëü-
íÿ¹ óìîâè ïðèêëàäó 2, àëå íåâiäîìèé ïàðàìåòð θ âè-
áèðà¹òüñÿ íà ïðîìiæêó (0, 1/2) . Òîäi öÿ ñòàòèñòèêà,
ïîäiáíî äî ïðèêëàäó 2, òåæ ¹ ñëóøíîþ äëÿ ïàðàìå-
òðè÷íî¨ ôóíêöi¨ τ(θ) = 2θ, ∀θ ∈ (0, 1/2) . Ïîêàæå-
ìî, ùî âîíà ¹ àñèìïòîòè÷íî íåçìiùåíîþ îöiíêîþ äëÿ
öi¹¨ ïàðàìåòðè÷íî¨ ôóíêöi¨.

Äëÿ öüîãî ñïî÷àòêó çàñòîñó¹ìî òåîðåìó 1 äî âè-
ïàäêîâî¨ âåëè÷èíè

(
ξ(1)
)n
. Çàóâàæèìî, ùî â öüîìó

âèïàäêó
(
ξ(1)
)n Pθ−−−−→

n→∞
0, ∀θ ∈ (0, 1/2), à Cn = 2n.

Ïåðåêîíà¹ìîñü òåïåð, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (1.2).
Äiéñíî, äëÿ âñiõ ε > 0

2nPθ
(∣∣(ξ(1))n∣∣ > ε

)
=

46 Ìàòåìàòèêà
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Ïðî äîñòàòíi óìîâè àñèìïòîòè÷íî¨ íåçìiùåíîñòi ñëóøíèõ îöiíîê

= 2n · Pθ
((
ξ(1)
)n

= 2n
)
= 2nθn → 0

ïðè n → ∞, áî θ ∈ (0, 1/2) . Òîìó çãiäíî ç
òåîðåìîþ 1 lim

n→∞
Eθ
(
ξ(1)
)n

= 0, ùî î÷åâèäíî, áî

Eθ
(
ξ(1)
)n

= (2θ)
n
. Äàëi çàóâàæèìî, ùî ç òèõ æå ìið-

êóâàíü, ùî i â ïðèêëàäi 2, ζ
Pθ−−−−→

n→∞
2θ, ∀θ ∈ (0, 1/2) ,

ïðè÷îìó
∣∣ζ∣∣ 6 2. Çâiäñè çà íàñëiäêîì 1 ñòàòèñòèêà ζ

� àñèìïòîòè÷íî íåçìiùåíà îöiíêà äëÿ 2θ.
Òàêèì ÷èíîì, lim

n→∞
EθTn(ζ) = lim

n→∞

(
Eθ
(
ξ(1)
)n

+

+ Eθζ
)
= 2θ, ∀θ ∈ (0, 1/2) , à çíà÷èòü, Tn(ζ) �

àñèìïòîòè÷íî íåçìiùåíà îöiíêà äëÿ ïàðàìåòðè÷íî¨
ôóíêöi¨ 2θ.

Îçíà÷åííÿ. Ñòàòèñòèêà

Tn(ζ) = (Tn, 1(ζ), . . . , Tn, r(ζ))

¹ ñëóøíîþ îöiíêîþ âåêòîðíî¨ ïàðàìåòðè÷íî¨ ôóíêöi¨
τ(θ) = (τ1(θ), . . . , τr(θ)) , ÿêùî

∥Tn(ζ)− τ(θ)∥ =

=

√√√√ r∑
i=1

(Tn, i(ζ)− τi(θ))
2 Pθ−−−−→
n→∞

0, ∀θ ∈ Θ,

òîáòî äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 i äëÿ êîæíîãî θ ∈ Θ

lim
n→∞

Pθ (∥Tn(ζ)− τ(θ)∥ < ε) = 1.

Çàóâàæåííÿ 1. Çi ñëóøíîñòi îöiíêè âåêòîðíî¨
ïàðàìåòðè÷íî¨ ôóíêöi¨ âèïëèâà¹ ñëóøíiñòü çà êî-
æíîþ ç êîìïîíåíò. À ñàìå, ÿêùî

∥Tn(ζ)− τ(θ)∥ =

=

√√√√ r∑
i=1

(Tn, i(ζ)− τi(θ))
2 Pθ−−−−→
n→∞

0, ∀θ ∈ Θ,

òî

Tn, i (ζ)
Pθ−−−−→

n→∞
τi(θ), ∀θ ∈ Θ, i = 1, . . . , r.

Öå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî ∀ε > 0
∀θ ∈ Θ ∀i = 1, . . . , r âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

Pθ (|Tn, i(ζ)− τi(θ)| < ε) 6

6 Pθ

√√√√ r∑
i=1

(Tn, i(ζ)− τi(θ))
2
< ε

 .

Òåîðåìà 2. Íåõàé Tn(ζ) � ñëóøíà îöiíêà âå-
êòîðíî¨ ïàðàìåòðè÷íî¨ ôóíêöi¨ τ(θ) òà iñíó¹ òàêà
ïîñëiäîâíiñòü íåâiä'¹ìíèõ äiéñíèõ ÷èñåë {Cn} , ùî
âèêîíóþòüñÿ óìîâè

∥Tn(ζ)∥ 6 Cn <∞, ∀n ∈ N, (2.1)

∀ε > 0 ∀θ ∈ Θ :

lim
n→∞

Cn · Pθ (∥Tn(ζ)− τ(θ)∥ > ε) = 0. (2.2)

Òîäi Tn(ζ) � àñèìïòîòè÷íî íåçìiùåíà îöiíêà τ(θ).

� Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi, ç óìîâè (2.1) âèïëèâà¹,
ùî

|Tn, i(ζ)| 6 Cn, (2.3)

∀n = 1, 2, . . . , ∀i = 1, . . . , r, à çíà÷èòü, iñíóþòü
EθTn, i(ζ) ∀n = 1, 2, . . . , ∀i = 1, . . . , r. Òîìó çãiäíî
iç çàóâàæåííÿì 1 ∀ε > 0 ∀θ ∈ Θ ∀i = 1, . . . , r

|EθTn, i(ζ)− τi(θ)| 6 Eθ |Tn, i(ζ)− τi(θ)| =

= Eθ |Tn, i(ζ)− τi(θ)| · I (|Tn, i (ζ)− τi(θ)| > ε)+

+Eθ |Tn, i(ζ)− τi(θ)| · I (|Tn, i (ζ)− τi(θ)| < ε) <

< (Cn + ∥τ(θ)∥) · Pθ (|Tn, i(ζ)− τi(θ)| > ε) + ε <

< (Cn + ∥τ(θ)∥) · Pθ (∥Tn(ζ)− τ(θ)∥ > ε) + ε →
n→∞

ε,

áî ∥τ(θ)∥ < ∞, à Tn(ζ) � ñëóøíà îöiíêà τ(θ), ùî
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (2.2), (2.3). Çâiäñè i ç äîâiëüíîñòi
âèáîðó ε âèïëèâà¹, ùî lim

n→∞
|EθTn, i(ζ)− τi(θ)| = 0,

∀i = 1, . . . , r , òîáòî Tn(ζ) � àñèìïòîòè÷íî íåçìiùå-
íà îöiíêà τ(θ). Òåîðåìà äîâåäåíà. �

Äàëi çàçíà÷èìî, ùî äëÿ íåðåãóëÿðíèõ ñòàòèñòè-
÷íèõ ïàðàìåòðè÷íèõ ìîäåëåé, äëÿ ÿêèõ âèáiðêîâèé
ïðîñòið çàëåæèòü âiä íåâiäîìîãî ïàðàìåòðà, äîöiëü-
íî ìîäèôiêóâàòè òåîðåìó 1 i òåîðåìó 2, à ñàìå çà-
ìiñòü ïîñëiäîâíîñòi äiéñíèõ íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë {Cn}
ââåñòè ïîñëiäîâíiñòü íåâiä'¹ìíèõ äiéñíèõ ôóíêöié
{Cn(θ)} , θ ∈ Θ. Íàâåäåìî ëèøå ôîðìóëþâàííÿ öèõ
òåîðåì, îñêiëüêè ¨õ äîâåäåííÿ àíàëîãi÷íå.

Òåîðåìà 3. Íåõàé Tn(ζ) � ñëóøíà îöiíêà
ñêàëÿðíî¨ ïàðàìåòðè÷íî¨ ôóíêöi¨ τ(θ) â íåðåãóëÿð-
íié ñòàòèñòè÷íié ïàðàìåòðè÷íié ìîäåëi, ïðè÷îìó
iñíó¹ òàêà ïîñëiäîâíiñòü íåâiä'¹ìíèõ äiéñíèõ ôóí-
êöié {Cn(θ)} , θ ∈ Θ, ùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè

Tn(ζ) < Cn(θ) <∞, ∀θ ∈ Θ ∀n = 1, 2, . . . , (3.1)

∀ε > 0 ∀θ ∈ Θ :

lim
n→∞

Cn(θ) · P (|Tn(ζ)− τ(θ)| > ε) = 0. (3.2)

Òîäi Tn(ζ) � àñèìïòîòè÷íî íåçìiùåíà îöiíêà τ(θ).

Òåîðåìà 4. Íåõàé Tn(ζ) ñëóøíà îöiíêà âå-
êòîðíî¨ ïàðàìåòðè÷íî¨ ôóíêöi¨ τ(θ) òà iñíó¹
òàêà ïîñëiäîâíiñòü íåâiä'¹ìíèõ äiéñíèõ ôóíêöié
{Cn(θ)} , θ ∈ Θ, ùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè

∥Tn(ζ)∥ 6 Cn(θ) <∞, ∀θ ∈ Θ ∀n = 1, 2, . . . ,

∀ε > 0 ∀θ ∈ Θ :

lim
n→∞

Cn(θ) · P (∥Tn(ζ)− τ(θ)∥ > ε) = 0.

Òîäi Tn(ζ) � àñèìïòîòè÷íî íåçìiùåíà îöiíêà τ(θ).
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Çàñòîñó¹ìî äëÿ ñòàòèñòèêè T (1)
n (ζ) â íåðåãóëÿðíié

ñòàòèñòè÷íié ìîäåëi ç ïðèêëàäó 3 òåîðåìó 3.

Ïðèêëàä 6. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè ïðèêëà-
äó 3. Ïîêàæåìî, ùî ñòàòèñòèêà T (1)

n (ζ) = ζ +
(
ξ(1)
)n

¹ àñèìïòîòè÷íî íåçìiùåíîþ äëÿ ïàðàìåòðà θ.

Äëÿ öüîãî çàñòîñó¹ìî òåîðåìó 3 îêðåìî äëÿ êî-
æíî¨ ñêëàäîâî¨ ñòàòèñòèêè T (1)

n (ζ). Ñïî÷àòêó ðîçãëÿ-

íåìî âèïàäêîâó âåëè÷èíó ζ. Îñêiëüêè ζ 6 1

θ
<∞, áî

θ ∈ (0, 1), i ζ
Pθ−−−−→

n→∞
Eθξ = θ, ∀θ ∈ (0, 1), òî âèêî-

íóþòüñÿ óìîâè (3.1), (3.2), i òîìó ζ ¹ àñèìïòîòè÷íî

íåçìiùåíîþ äëÿ ïàðàìåòðà θ , à ñàìå, Eθζ = θ. Ëåã-

êî áà÷èòè, ùî
(
ξ(1)
)n Pθ−−−−→

n→∞
0, ∀θ ∈ (0, 1), i

∣∣(ξ(1))n∣∣ 6
1

θn
<∞, ∀θ ∈ (0, 1) ∀n = 1, 2, . . . , òîáòî Cn(θ) =

1

θn
,

à çíà÷èòü , òåæ âèêîíóþòüñÿ óìîâè (3.1), (3.2), áî

∀ε > 0 ∀θ ∈ (0, 1) :
1

θn
· Pθ

(∣∣(ξ(1))n∣∣ > ε
)
=

=
1

θn
· Pθ

((
ξ(1)
)n

= θn
)
= θn → 0 ïðè n → ∞. Îò-

æå, lim
n→∞

Eθ
(
ξ(1)
)n

= 0, ∀θ ∈ (0, 1) i, îñòàòî÷íî,

lim
n→∞

EθT
(1)
n (ζ) = θ, ∀θ ∈ (0, 1), ùî i òðåáà áóëî

ïîêàçàòè.
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Î ÄÎÑÒÀÒÎ×ÍÛÕ ÓÑËÎÂÈßÕ ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÎÉ
ÍÅÑÌÅÙÅÍÍÎÑÒÈ ÑÎÑÒÎßÒÅËÜÍÛÕ ÎÖÅÍÎÊ

Í.À. Ðóæåâè÷, Ì.Ì. Ñòðî÷èê

Íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò �Ëüâèâñüêà ïîëèòåõíèêà�,
óë. Ñ. Áàíäåðû, 12, Ëüâîâ, 79013, Óêðàèíà

Íàéäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé ñìåùåííîñòè ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêè â
îäíîìåðíîì è ìíîãîìåðíîì ñëó÷àÿõ. Ïîêàçàíî, ÷òî õîòÿ ïîíÿòèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé íåñìå-
ùåííîñòè è ñîñòîÿòåëüíîñòè îöåíîê òåñíî ñâÿçàíû, àñèìïòîòè÷åñêè íåñìåùåííàÿ îöåíêà íå
îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé è íàîáîðîò � íå êàæäàÿ ñîñòîÿòåëüíàÿ îöåíêà
ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè íåñìåùåííîé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòàòèñòèêà, àñèìïòîòè÷åñêè íåñìåùåííàÿ îöåíêà, ñîñòîÿòåëüíàÿ îöåíêà.
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ON SOME SUFFICIENT CONDITIONS FOR CONSISTENT ESTIMATORS
ASYMPTOTICAL UNBIASEDNESS
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Su�cient conditions for consistent estimators asymptotical unbiasedness in the univariate
and multivariate cases are established. It is shown that although the notion of asymptotic
unbiasedness and consistency of estimates are closely related, asymptotically unbiased estimator
is not necessarily a consistent estimator, and vice versa � not every consistent estimator is
asymptotically unbiased.
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