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Досліджується можливість застосування та ефективність використання 
широко вживаних способів розв’язування початково-крайових задач матема
тичної фізики. Розглядаються деякі способи їх модифікації з метою ефектив
нішого застосування.

Як модельна задача розглядається переміщення домішок у середовищі з 
пастками, яке у більшості випадків здійснюється конвективною дифузією у 
поровому розчині і супроводжується процесом взаємопереходу домішкових 
часгинок між розчином та їх зв’язаним станом.

Обґрунтовано побудову розв’язків на основі теорії збурення в стаціонар
ному випадку, оскільки в нестаціонарному отримують досить громіздкі резуль
тати. Методи теорії збурення можуть бути використані для розв’язування задач 
дифузійних процесів, які відбуваються при нагріванні і охолодженні, наприк
лад, твердосплавних виробів.

Багато фізичних процесів описуються звичайними диференціальними рів
няннями або диференціальними рівняннями в часткових похідних. Для детального 
дослідження певного явища будують адекватну математичну модель, яка дає 
можливість з певною достовірністю дослідити сам процес явища та вплив на нього 
різних факторів та фізичних параметрів (наприклад, модель дифузії, руйнування і 
тощо). У даній роботі досліджується можливість застосування та ефективність 
використання широко розповсюджених способів розв’язання початково-крайових 
задач математичної фізики. Розглядаються деякі способи їх модифікації з метою 
ефективнішого застосування.

Як модельна задача розглядається переміщення домішок у середовищі з 
пастками, яке у більшості випадків здійснюється конвективною дифузією у поро
вому розчині і супроводжується процесом взаємопереходу домішкових частинок 
між розчином та їх зв’язаним станом. Відомо [1], що процеси такого роду опису
ються системами некласичних взаємозв’язаних диференціальних рівнянь. Розгляне
мо процес вертикального переміщення домішок у середовищі з пастками в шарі 
£ є [0, £#], який в одновимірному випадку описується такою системою:

5сі дол 32с,

аГ+ьЖ  = " ї г “ а с ,+ °2
(1)дс2 д с2

при початково-граничних умовах

с і М  =  С І0 (§ )»  с і ( т , 0 )  =  с й ( т ) ,  С , ( т , £ 0 )  =  с і2 ( т )  ( 2 )



3 аналізу фізичних процесів випливає, що деякі з параметрів (в системі (1) 
параметрів (і) є достатньо малими. Врахування цього та наявність конвективної 
складової Ь значно ускладнює розв’язування задач такого типу. Так, при вико
ристанні інтегрального перетворення Лапласа особливими точками зображення 
будуть точки галуження, а не полюси, так, як при Ь=0.

Відомо [2], що хоч наявність малого параметра приводить до збурення 
розв’язку задачі в деякій досить вузькій зоні, проте значно ускладнюється розв’язок 
самої задачі. Зокрема в даному випадку при с1>0 є недоцільним застосування чис
лових методів розв’язування, а при використанні інтегрального перетворення Лап
ласа для розв’язування системи (1) отримують характеристичне рівняння шостого 
порядку з комплексними коефіцієнтами.

У даній роботі розглядаються особливості реалізації деяких методів на 
практиці при малих значеннях параметра сі та великих значеннях Ь.

У просторі зображень Лапласа [3] система (1) матиме вигляд

(рСі - с 10( |)  + Ьс1' = с " -а с 1 +С2 ,

|рс2 - с 20($) = сіс^'+ас, - с 2 •
Оскільки

Сз = (р+а)с, -  с10(^) + Ьс{ -  с{', 

то зображення с,(р,^) визначається розв’язком такого диференціального рівняння

сіс,(4) -  Ьсіср^ -  [сі • (р + а) + р + і]с|2) + Ь • (р + і)сР  +
+ р -(р + а +і)с, = с20($) + (р + і)с10(4).

Характеристичне рівняння для (4) буде таким:

<їх 4 -Ьсіх3 = [сі-(р + а) + р + і]-х2 +Ь*(р + і)х + р-(р + а + і)  = 0. (5)

Існуючі точні методи, зокрема Декарта-Ейлера та Феррарі [4], не завжди 
дають можливість знайти розв’язки рівняння (5), оскільки тут наявний малий пара
метр <і і в коефіцієнти входить комплексний параметр р. Для наближеного розв’я
зування (5) можна застосовувати теорію збурення [2], що в остаточному результаті 
зводиться до побудови асимптотики коренів за малим параметром сі. Зауважимо, 
що використання числових методів розв’язання рівняння (5) автоматично приво
дить до необхідності застосування числових методів обернення перетворення 
Лапласа.

При сі=0 та сталих початково-граничних умовах розв’язок задачі (1)-(2) має 
вигляд [1]

с і(т^ )  = \|/1(т)+(с11- с 1о)-еь^/2ч/(т,4о - £ )  + (сі2 - сю - е ^ ° ~ ^ ь/2\ | / М ) -

- а ,  • (а + 1) • [є ь̂ '2 у , , (тД о - ^)+ е ^ оЧ,Ь/2у , , (т,£)], (6;

с2( а )  = Ф20(т) + а е ^ оЧ)ь/2[ 0 1(т ^ )+ е ^ ь/20(т^о ~ 4  (7)
Позначення, що входять в (6) та (7), наведені в [1]. В загальному випадку 

концентрації Сі(т&), і=1,2, знайдені у вигляді рядів Фур’є і набувають скінченних
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значень. Як видно з виразів для Сі(т,І;), в деяких її доданках множником є вираз 
ехр(£ Ь/2). При зростанні добутку £Ь значення ехр(£ Ь/2) швидко зростає і для його 
компенсації, оскільки Сі(т,І;) обмежений, відповідний ряд Фур?є повинен прямувати 
до нуля досить швидко з відповідною точністю. Враховуючи обмежену розрядну 
сітку ЕОМ, останню вимогу забезпечити досить важко. У цій ситуації можна або 
знаходити асимптотику суми рядів Фур’є при великих Ь, або, виходячи безпо
середньо з відповідного зображення Лапласа, знаходити асимптотику оригіналу 
при великому Ь. Оскільки перший спосіб розв’язання цієї проблеми реалізувати на 
практиці досить важко, доцільно будувати оригінали сі(т&) при великих Ь, як це 
зроблено в роботі [1].

На даний час при розв’язуванні задач з малим параметром широкого розпов
сюдження набули методи теорії збурення, які, зрештою, зводяться до побудови 
асимптотик за певною шкалою асимптотичних функцій, аргументом яких є малий 
параметр. У такому випадку розв’язок задачі складається з внутрішнього, під яким 
розуміється розв’язок в особливих зонах, та зовнішнього (поза особливими 
зонами).

Розглянемо побудову розв’язку наведеної вище задачі в нестаціонарному 
випадку. Зовнішній розв’язок задачі шукатимемо у вигляді

00

сі М ) = Е сікМ )-<1к, і=і,2 . (8)
к=0

Підстановка розкладів (8) в систему (1) приводить до необхідності 
розв’язування рекурентних взаємозв’язаних систем диференціальних рівнянь у 
часткових похідних

З с ік М ) дс1к(т,4) а 2с1к(тД) , V , *
' “ аг" + ь _ ..а Г "  = ~ ~ % 2 ~ ~ аСік‘т’У  °2 к і

д с д с М ) / ч , л  32с2к_ ,(т^)
------- ^ ------- - а с і к ( т , д + с 2 к ( т ^ )  = ---------- — 2---------- *

Розв’язок системи (9) при к=0 відомий (6), (7). Тому перейдемо до аналізу 
розв’язування системи (9). Для простоти вважатимемо, що початкові та граничні 
умови є сталими. Більше того, оскільки ці умови враховані при розв’язуванні 
системи (9), а функції су(т, £) шукають у вигляді ряду (8), то можна вважати, що по
чаткові та граничні умови при розв’язуванні системи (9) будуть нульовими. У 
такому випадку в просторі Лапласа система (9) матиме вигляд

(рс1к + Ьс/к = с{і - ас1к + с2к ;
1 РСгк ~ ас1к + с 2к = с £ кч .
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О с к і л ь к и

Слі. =
р+1с2к = ~ г ( сїк - і+ а с ік) ,  (11)



то функція с1к визначається як розв’язок такого звичайного диференціального 
рівняння:

1̂к “  ^1к “  Рі^Ік = ф {р л \  (12)
де введено позначення

Рі = р + а  "  ^ р ’ $  = •
Розв’язок рівняння (12) для к=1 наведено в роботі [1].

Функцію с12(т,^) можна знаходити кількома способами:

а) маючи значення Сц^,!;) та с20(5,І;), за формулою (11) знаходять зображен

ня с2 іМ ) і далі переходять в область оригіналів;

б) оскільки відомі не тільки зображення Сц та с ^ ,  а й їх оригінали, то на ос

нові теореми про згортку можна знаходити безпосередньо функцію с21(т,І;), мина
ючи зображення, згідно з формулою:

д2с2,к-і(*>£)
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с2к М )  = / е  (т 0 Ч-ас сії.
аб2

Знайдені функції Су(т,^), і=1,2, і=0,1, є не що інше як перші два доданки ряду

(8) (зовнішнього розв’язку). Згідно з теорією збурення для побудови повного роз
в’язку необхідно знайти ще і внутрішні розв’язки. Відзначимо, що навіть у випадку, 
коли буде знайдено перших два доданки внутрішнього розв’язку, точність кінце
вого результату значною мірою залежить від малого параметра <1. Очевидно, що 
побудова подальших членів асимптотичного розв’язку не викликає принципових 
математичних труднощів. Однак вже перших два доданки є досить громіздкими, їх 
виведення та обчислення вимагає значних затрат. Тому доцільно розглянути інші 
способи розв’язування задач такого типу.

Багато задач математичної фізики розв’язують на основі рядів Фур’є за сину
сами або косинусами. Наявність доданка, що містить конвективну складову, не 
дозволяє безпосередньо застосувати ці ряди для розв’язування вищезгаданої задачі. 
Модифікуємо метод рядів Фур’є у такий спосіб.

Вважатимемо, що функції сДт,£), і=1,2, задовольняють умови, які дозволяють 

зобразити їх рядами [5]

С } М )=  2 сзп(т)8Іп(шті£ Д о), ^ є (оД 0) . (13)

Тоді

с'"(т)'  і [ £ ° ’ ■ <14> 
Зазначимо, що, поряд з граничними умовами (2), в даному випадку необхідно 

додати ще умови на граничні значення похідних, тобто

с((т,0) = с[і, с'(т, ! о) = с;2, 1=1,2 *



На основі ряду математичних викладок мокна показати, що шукані 
коефіцієнти с  ̂обчислюються за формулами

<*,(,) -  + СІШ-, (15)

с2| , ( , ) . [ х 1(„) + кпІА„Є"("»’ + [х2(п)+ к „ К Є̂ " Ч к І,Ст„г -8 й „ , (16)
Де

сігпг = Ь3(п)/Ь2(п), 

хі(п) = 0,5 • -  И, (п) + л/ь? (п) -  4Ь2(п) | ,

х2(п) = 0,5- -  1^(п)-  -у/и?(п)- 41і2(п) | ,

Ь,(п) = 1 + (ІСП + к п , Ь2(п) = (ак„ + і)сп + Ь пяіД 0 ,

Ь3(п) = [бг +й(5£п + 6 2)]сп , к п = а  + Ь пш /|0 +Сп>

А п =г-[(х2(п) + кп)с10п - х 2(п)с1пг( п ) - с 20п - 5 ^ ] ,

Вп = г • [с20п -  (х, (п) + к „ ) • с10п + хі (п) • с1пг (п)+ 8,СП ],

Н п = £ о /п2я 2> уп = і/шСІ, Сп = і/М-п̂ О ’ г = 1/[ х2(п)-х ,(п )],

8] =[сц — (~О”с12]• (уп + Ьцп) + ц п *|(— і)"с{2 — с{!].

§ 2  = у„ '[с21 - ( - 0 пс22] + ц п ■[(— і)"с22 — С2]].

Срп = с рЧп • [ і - ( - і ) п], І=\,2.
О с к і л ь к и  п о с т і й н і  Ап та Вп знайдені, то формули (15) та (16) дають можливість 

обчислити коефіцієнти суя (т), і=1,2. Шукані функції су(т, £) обчислюються за

формулою (13). Тому можна вважати, що задача гетеродифузії розв’язана.
Зауважимо, що, оскільки в даному методі малий параметр сі входить 

множником, то його наявність не приводить до появи великих чисел. А це, своєю 
чергою, зменшує накопичення машинної похибки.

З наведених вище результатів можна зробити деякі висновки відносно вибору 
способу розв’язування відповідної задачі математичної фізики.

1. Очевидно, що аналітичні способи розв’язування задач математичної фізики 
можна застосовувати, якщо вхідні дані задаються в аналітичному вигляді. В проти
лежному випадку треба застосовувати числово-аналітичні або числові методи.

2. За наявності малих параметрів у математичній моделі числові методи 
розв’язування є малопридатними.

3. Вибір аналітичного або числово-аналітичного способу розв’язування 
залежить від багатьох факторів.

3.1. При застосуванні операційного способу на основі інтегрального перетво
рення Лапласа головна трудність, в основному, полягає у проблемі обернення, яку 
в параметричній формі не завжди вдається розв’язати. Однак, якщо відомий 
розв’язок задачі в зображеннях, то для відновлення оригіналу можна застосувати 
наближені та числові методи. Операційний спосіб є доцільним і з тієї точки зору,
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що порівняно просто можна знайти поведінки оригіналу при великих та малих 
значеннях часів. Останні, своєю чергою, можуть бути використані як для контролю 
інших способів розв’язування, так і для вибору деяких параметрів, що входять в ці 
способи розв’язування (зокрема, порядок стиску-розтягу шкали аргументів в теорії 
збурення).

3.2. Операційний спосіб має ту перевагу, що в результаті його застосування 
отримують параметричне зображення розв’язку, яке повністю описує шукану 
функцію.

4. Якщо вхідні дані відомі в дискретних точках і в математичну модель 
входять малі параметри, то в цьому випадку серед розглядуваних методів можна 
застосувати спектральні.

5. Побудова розв’язків на основі методів теорії збурення доцільна в стаціонар
ному випадку, оскільки в нестаціонарному отримують досить громіздкі результати. 
Однак методи теорії збурення можуть бути успішно використані для розв’язування 
відповідних характеристичних рівнянь.
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ОХОЛОДЖУВАЛЬНИХ РІДИН ДЛЯ ОБРОБКИ МЕТАЛІВ РІЗАННЯМ

© Василь Свізінський, 1999 
ДУ “Львівська політехніка”

Розглянута методика та наведені результати експериментального вибору 
мастильно-охолоджуючих рідин (МОР) для процесу свердління корозійно- та 
кислотостійкої сталі 12Х18Н10Т. Наведені рекомендації для практичного 
застосування отриманих результатів.

Одним із важливих факторів покращання оброблюваності та інтенсифікації 
обробки різанням деталей із важкооброблювальних матеріалів на всіх операціях ле
зової обробки є використання ефективних мастильно-охолоджуючих рідин (МОР). 
Для обробки різних груп оброблюваних матеріалів, а також різних операцій 
різання створено близько 100 марок різних водорзчинних і маслянистих МОР.

Результати лабораторних досліджень та виробничих випробувань свідчать 
про можливість підвищення режимів різання в середньому на 10...20 % при викорис
танні найбільш ефективних МОР для свердління, точіння та фрезерування виробів 
із важкооброблюваних матеріалів, про підвищення стійкості твердосплавного і 
швидкорізального інструменту в 2-4 рази, про зниження енергозатрат на 15...20 % і 
покращання якісних характеристик оброблених поверхонь на 1-1,5 розряда.
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