
35

УДК 621.91:621.391
І.Ю. Ісаєв, Г.Р. Трохим, І.М. Яворський

Фізико-механічний інститут ім.Г.В.Карпенка НАН України, 
відділ відбору та обробки стохастичних сигналів

ВЛАСТИВОСТІ ВЗАЄМНОЇ СПЕКТРАЛЬНОЇ ГУСТИНИ 
НЕСТАЦІОНАРНИХ ВИПАДКОВИХ ПРОЦЕСІВ

© Ісаєв ПО., Трохим Г.Р., Яворський І.М., 2002

У статті подані вирази для взаємної кореляційної функції нестаціонарних 
випадкових процесів. Досліджуються властивості взаємної спектральної густини 
та її компонентів розкладу в ряд Фур’є у припущенні періодичної корельованості 
процесів.

In this paper expressions for the cross correlation function of non-stationary 
random processes are showing. The properties of cross spectral density and its 
decomposition components in Fourier series are investigated.

Для задачі дефектоскопії рейок залізничної колії, за результатами дослідження 
властивостей сукупних змін рейок можуть бути дані рекомендації щодо пошуку та 
локалізації дефектів. Якісні та енергетичні характеристики цих змін можна дослідити за 
допомогою взаємної кореляційної функції та взаємної спектральної густини. Враховуючи 
апріорні відомості про спосіб відбору сигналів збурення рейок залізничної колії [1], можемо 
припускати їх періодичну структуру, основним періодом якої виступає міжшпальний 
інтервал. В такому разі виявляється доцільним розглядати сигнали збурення з точки зору 
нестаціонарності в часі. Такий підхід приводить до необхідності вивчити властивості 
нестаціонарних взаємно кореляційної функції та взаємної спектральної густини.

Розглянемо два періодично корельованих випадкових процеси (ПКВП) ^(0 і г\{і) . 
Моментні функції цих процесів періодичні за часом з періодом корельованості Т : 
т^(і + Т) = т ^ ї ) ,  т п̂ (н-Т) = шп(0 , Ь^(ї + Т,и) = Ь ^ и ) ,  Ьл(н-Т ,и) = Ьп(і,и) [2]. 

Ступінь сукупної зміни процесів і;(ї) та Г|(т) описується взаємною кореляційної функцією

[3]:

b^(t + T,u) = b5n(t,u) = E £(t)nO + u)

де 0 - довжина реалізації процесів ^(ї) і ц(і;), и-зсув.

При нульовому зсуві маємо: Ь^ТО) = ь пі(«.0) •
Взаємно кореляційна функція обмежена за амплітудою:

Іь̂ п (і, ід)| < ОГ̂ (ї)сг л (и- тд).

Для статистично незалежних процесів — Ьп̂ (і,и) 0.

Властивості симетрії мають вигляд:
Ч л(Си) = Ьп4(ї + и,-и), 4 n(t-u) = bni;(t -u ,u ).
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В силу періодичності, Ь^(і,и) допускає розклад в ряд Фур’є:

ь.;г, (т и) = X  ВІП («) ехр(ік \  І >
кєг 1

де в ^ ( и )  = ~ | ь 5п( і , и ) е х р [ - і к ^ ф і .

Для від’ємних зсувів В£л( -  и) = В^(и)ехр^~ ік~г и  ̂ .

Кореляційні компоненти взаємно кореляційної функції також є комплексними. Подамо 

В^(и) через парну і непарну частини:

2ж

В^л)с(и) = В^(и) + (и) = /ь^п0, и)соэ4р ,
2п

В(; п)5(и) = В ^ и ) -  В£-Ди) = £  |ь ^ 1 ,и ) з ш ~ - іФ .

Т

2 7Г

ТОДІ в Екп(и) = в ^ М - ів^ М

За аналогією з теоремою Вінера-Хінчина, запишемо вираз для взаємної спектральної 
густини, як Фур’є-перетворення взаємної кореляційної функції:

У ®  >0 = Ч ]цг,(ї,и )е’ 1<аиац, % (см ) = Ч ] Ьп̂ (і,и)е~іо>исіи.

Взаємна спектральна густина є комплекснозначною функцією і за допомогою парної 

Чпк и) та непарної Ц п(і,и) частин взаємної кореляційної функції, де

и) — ^ Ь ^ ( їд і)  + Ь^п( ї , - и ) | , Ь ^ (п и )  = ^ [ ь ^ ( і ,и )  ~ 

може бути подана через дійсну і уявну частини:

У ® > 4) = КеУ ю>4) -  і ї т ^ ч(ю,0  = с^(ю,і) -  ія^(ю д),

де

с5п(юд) = Неі^сод) = —  |ь^п(і,и)соз©ис1и = — [ь^(ти) «копкій,
-да О

1 да 00

Я^(сМ) = І т ^ п(©д) = — |Ьрл((,и)8Іпош6и = -  |ь^(і,и) «тонкій.

За аналогією зі стаціонарним випадком, назвемо с^(ш д)- коспектром, а ц£л(сод)-

квадратурним спектром. Тоді (см ) = с^  (<о, 0  + я * (см ) - амплітуда спектра. В

експоненціальному вигляді отримаємо:

с5,,(®>0

к  п(<м)= ;а еп(ю»Оє

~іагс!§
Я$Л(<М)
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Властивість симетрії взаємної спектральної густини за частотою має вигляд:

^ п(-с м )  = ~  ]ь ^ (і,и )е ,шиаи = ~  |ь 5п(і,и)е-,юиаи = %п(со,і).
-00 . -00

Звідси знаходимо, що дійсна частина ^ п(шД) є парною функцією частоти, а уявна частина - 

непарною.
В силу періодичності процесів 4(0 та ц{і) за часом з періодом корельованості Т, при

т
умові існування інтегралу Л^т^сМ)! <°°, взаємна спектральна густина має розклад в ряд

Фур’є по базисних функціях:

2 п
keZ

де ш0 = — . Компоненти розкладу взаємної спектральної густини мають вигляд:

f Ê V ) = ‘ j f ç > , . ) e - |k" 0,dt,

де 0 - довжина реалізації процесів 4(0 та г|(і).
0 , сю

<?(»>- ‘ ■ ' J ' K ,(.,«)e--< lu r ik“ otdt =

і 0) 00
.  1 - f (

2ті0 J J
0  - 0 0 Liez

e-iœue-ito0tdudt = J _ £  jBfn(u)e'4
2 я 0  le Z _ i

P
i(l-k)o)0tdt du.

Оскільки ] е і(1 ’ тоді ^ п(со) і в |п(и) є парою взаємних перетворень
: 0, 1 = k

Фур’є:

Ç V )  = ~)  Bfn ( и) е-іс>и d и, в |п(со) ,= J ff n((»)eimud(o.

Розглянемо властивості компонентів взаємної кореляційної функції. За допомогою 

парної В ^ с̂ (и) та непарної В ^ 5,(и) частин компонентів взаємно кореляційної функції 
вираз для компонентів взаємної кореляційної функції набуде вигляду

^ ( с о ) 4 ”  | в | гі(и)[сО8С0и-І8ІП(0и]сІи= -  | [ в | Л̂ (и)сОЗШ и-ІВ^^(и)8І
271 ТС л »■-оо 0

Отже, компоненти є комплекснозначними:

^ П(ш) = К е Ґ ^ ^ )  -  ІІШ^П(со) = с^(со) ~ ІЯкЛ(со) ,
де

smcou du...
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1 00 1 00
Ке^л(со) = с|л(ш) = —  [в^л(и)со8соис1и = — Гв|л̂ (и) соБшиёи,

2я •' п і-оо О

Ішґ^(ш) = ЯкП((о) = ~  |в^ (и )зтю и ёи  = -  |В |^(и)8Іпа>шіи.
-00 я о

Оскільки

<?(-<•) -  ~  ]в?(и)е»"<1и .  ±  5 Й  ,
-00 - 00 'і'

та
00 00

ґ^ ( -  <о)= ~  Гв5Д -  и)с“іоиаи в ^ (и )е - ік“ °ие-ІИиаи =
2 Я •* 2 Я-00 -00

= - 1-  ]в ^ (и )е ~ ^ +кю°)иёи = §(оГ),
-00

ТОДІ

ґкЛ(-ю) = ґ-к(со) = 4п5(ю + кю0) .
Нульовий компонент взаємної спектральної густини володіє всіма властивостями 

взаємної спектральної густини стаціонарних випадкових процесів і є комплекснозначною

функцією: їоЛ(со) = Г0л̂ (ш).
Дійсну та уявну частини взаємної спектральної густини можна подати за допомогою 

компонентів так: 0

с5п(©,ї) = с|т1(со)со8ксо0ї + д|п(со)8Іпксо01 , 

ц^(сод) = ^ т к П(со)со8ксо0ї - с ^ л(а))8Іпкш01|.
кєГ 1
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