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Вступ

З другої половини двадцятого столiття почали
активно вивчати так званi квазiдиференцiальнi рiвняння
спочатку iз пiдсумовними за Лебегом коефiцiєнтами, а
потiм iз коефiцiєнтами – узагальненими функцiями. Це
зумовлено новими практичними задачами, якi виника-
ли в механiцi, електротехнiцi, теорiї автоматичного ке-
рування тощо. Для iлюстрацiї актуальностi квазiдифе-
ренцiального пiдходу в прикладних задачах розглянемо
рiвняння [5] вiльних коливань балки

(a0(t)x′′)
′′ − (a1(t)x′)

′
+ a2(t)x = 0, t ∈ [0, l]. (1)

Якщо на [0, l] функцiя a0(t) 6= 0 i має неперервну
другу похiдну, a1(t) – неперервну першу похiдну, а фун-
кцiя a2(t) є неперервною, то рiвняння (1) є звичайним
диференцiальним рiвнянням четвертого порядку з непе-
рервними коефiцiєнтами. Розв’язок x(t) цього рiвняння
є неперервною функцiєю разом iз похiдними до четвер-
того порядку включно i рiвняння (1) справджується у ко-
жнiй точцi t ∈ [0, l]. Проте такi умови на функцiї a0(t),
a1(t), a2(t) i на розв’язок x(t) надто жорсткi для деяких
моделей механiчних коливань.

Перепишемо рiвняння (1) у такому виглядi:

a2(t)x−
(
a1(t)x′ − (a0(t)x′′)

′ )′
= 0.

Введемо позначення:

x[0] = x, x[1] =
dx[0]

dt
, x[2] = a0(t)

dx[1]

dt
,

x[3] = −dx
[2]

dt
+ a1(t)x[1], x[4] = −dx

[3]

dt
+ a2(t)x. (2)

Тодi рiвняння (1) запишеться компактно: x[4] = 0.
Вирази x[0], x[1], . . . , x[4] називають квазiпохiдними

функцiї x(t), якi вiдповiдають рiвнянню (1). За допомо-
гою квазiпохiдних (2) рiвняння (1) зводиться до дифе-
ренцiальної системи першого порядку:

X ′ = A(t)X, (3)

де X =


x[0]

x[1]

x[2]

x[3]

 – вектор квазiпохiдних,

A(t) =


0 1 0 0
0 0 a−1

0 (t) 0
0 a1(t) 0 −1

a2(t) 0 0 0

 .

Квазiпохiднi (2) мають такий фiзичний змiст: x[0] –
згин балки, x[1] – кут повороту, x[2] – згинальний мо-
мент, x[3] – перерiзальна сила. Концепцiя квазiпохiдних
дає змогу звести до мiнiмуму вимоги на гладкiсть ко-
ефiцiєнтiв диференцiального рiвняння. Зокрема, у цьо-
му випадку достатньо вимагати для функцiй ai(t) вико-
нання таких умов: a−1

0 (t) – вимiрна й обмежена, a1(t),
a2(t) – узагальненi функцiї нульового порядку. При цьо-
му, як вiдомо [8], функцiї x[0](t) i x[1](t) є абсолютно
неперервними, а x[2](t) i x[3](t) є функцiями обмеженої
варiацiї. З механiчного погляду це означає, що балка,
крiм неперервно розподiленої маси, мiстить також зо-
середженi маси у деяких точках ti ∈ (0, l), переходячи
через якi, згин i кут повороту змiнюються неперервно,
а згинальний момент i перерiзальна сила змiнюються
стрибкоподiбно. Рiвнянь такого типу багато [1–5].

Квазiдиференцiальнi рiвняння з узагальненими фун-
кцiями у коефiцiєнтах i правих частинах рiвнянь вивче-
но у рiзних напрямах, наприклад, у роботах Р. М. Та-
цiя, М. Ф. Стасюк, В. В. Кiсiлевича, В. В. Мазуренко,
О. В. Махнея. Детальну iнформацiю про отриманi ре-
зультати подано у роботi [6]. Проте питання стiйкостi
розв’язкiв квазiдиференцiальних рiвнянь цi та iншi ав-
тори не розглядали.

Метою цiєї роботи є дослiдження стiйкостi
розв’язкiв квазiдиференцiальних рiвнянь, якi мають не-
гладкi коефiцiєнти, що є узагальненими функцiями типу
мiри.
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I. Позначення

Нехай Ck(I) – банахiв простiр k разiв неперерв-
но диференцiйовних на I функцiй ϕ(t) з нормою∥∥ϕ(t);Ck(I)

∥∥ =
k∑
i=0

sup
t∈I

∣∣ϕ(i)(t)
∣∣, де I = [t0,∞), t0 ∈ R.

Вважаємо, що Ck(I)=C(I) для k=0 – простiр неперерв-
них на I функцiй, а BV+(I) – банахiв простiр неперерв-
них справа функцiй обмеженої на I варiацiї з нормою∥∥f(t);BV+(I)

∥∥ = |f(t0)|+V [f(t); I], де через V [f(t); I]
позначено повну варiацiю функцiї f(t) на I . Повна варi-
ацiя функцiї f(t) на нескiнченному iнтервалi I визна-

чається формулою V [f(t); I]=
∞
V
t0
f(t)= sup

T≥t0

T

V
t0
f(t), де

T

V
t0
f(t) – повна варiацiя функцiї f(t) на скiнченному про-

мiжку [t0, T ]. Якщо функцiя f(t) ∈ BV+(I), то стрибок
∆f(t) цiєї функцiї в точцi t ∈ I визначається формулою
∆f(t) = f(t) − f(t − 0). Оскiльки AC(I) ⊂ BV+(I),
де AC(I) – простiр абсолютно неперервних на I фун-
кцiй, то AC(I) є також банаховим простором iз нормою
простору BV+(I). Використовуємо позначення: L2(I) –
банахiв простiр пiдсумовних iз квадратом на I функцiй з

нормою ‖ϕ(t);L2(I)‖ =

(∫
I

ϕ2(t)dt

) 1
2

; D(I) – простiр

основних функцiй iз компактним на I носiєм; D′(I) –
спряжений до D(I) простiр узагальнених функцiй (про-
стiр розподiлiв); Rp×q – простiр розмiру p×q матриць A

з дiйсними елементами aij з нормою ‖A‖ =
p∑
i=1

q∑
j=1

|aij |.

II. Квазiдиференцiальнi рiвняння з уза-
гальненими функцiями

Розглянемо рiвняння

Knm[x(t)] ≡

≡
n∑
i=0

m∑
j=0

(−1)m−j(aij(t)x
(n−i)(t))(m−j) = f(t), (4)

де n ≥ 1, m ≥ 1, а функцiї aij(t), i = 1, n, j = 1,m та
f(t) задовольняють умови:

(i) a−1
00 (t) – вимiрна й обмежена на I;

(ii) ai0(t), a0j(t) ∈ L2(I);

(iii) aij(t), f(t) – узагальненi функцiї нульового по-
рядку (мiри)

Визначимо квазiпохiднi x[k](t), якi вiдповiдають ква-
зiдиференцiальному виразу Knm[x(t)], формулами:

x[k](t) = x(k)(t), k = 0, n− 1; x[n](t) =
n∑
i=0

ai0(t)x(n−i)(t);

x[n+k](t) = − d

dt
x[n+k−1](t) +

n∑
i=0

aik(t)x(n−i)(t) k = 1,m. (5)

За допомогою квазiпохiдних (5) рiвняння (4) зводи-
ться до лiнiйної системи

X ′(t) = A(t)X(t) + F (t), (6)

де вектори X(t) =
(
x[0](t), x[1](t), ..., x[n+m−1](t)

)T
,

F (t) = (0, 0, ..., f(t))
T, T – знак транспонування, а ма-

триця A(t) є матрицею блочної структури:

A(t) =

(
A11(t) A12(t)
A21(t) A22(t)

)
.

Матрицi-блоки A11(t), A12(t), A21(t), A22(t) є роз-
мiрностi n×n, n×m, m×n, m×m вiдповiдно i мають
такий вигляд (незалежну змiнну t для зручностi запису
пропустимо):

A11 =


0 1 ... 0
0 0 ... 0
... ... ... ...
0 0 ... 1

−a−1
00 an0 −a−1

00 an−1,0 ... −a−1
00 a10

 , A12 =


0 0 ... 0
0 0 ... 0
... ... ... ...
0 0 ... 0
a−1

00 0 ... 0

 ,

A21 =


an1 − a01a

−1
00 an0 an−1,1 − a01a

−1
00 an−1,0 ... a11 − a01a

−1
00 a10

... ... ... ...
an,m−1 − a0,m−1a

−1
00 an0 an−1,m−1 − a0,m−1a

−1
00 an−1,0 ... a1,m−1 − a0,m−1a

−1
00 a10

anm − a0ma
−1
00 an0 an−1,m − a0ma

−1
00 an−1,0 ... a1m − a0ma

−1
00 a10

 ,

A22 =


a01a

−1
00 −1 ... 0

... ... ... ...
a0,m−1a

−1
00 0 ... −1

a0ma
−1
00 0 ... 0

 .
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За умов (i)–(iii) iснують [6] такi функцiї bij(t) та
g(t), що g′(t) = f(t), b′ij(t) = aij(t), i = 0, n, j = 0,m.
При цьому b−1

00 (t), bi0(t), b0j(t), i = 1, n, j = 1,m є абсо-
лютно неперервними на I функцiями, а g(t) ∈ BV+(I),
bij(t) ∈ BV+(I) для i = 1, n, j = 1,m. Отже, iснує ма-
триця B(t) ∈ BV+(I) такої, як i матриця A(t), блочної
структури

B(t) =

(
B11(t) B12(t)
B21(t) B22(t)

)
i така, що B′(t) = A(t), де похiдну i рiвнiсть розумi-
ють у сенсi простору D′(I). Аналогiчно iснує вектор
G(t) = [0, 0, ..., g(t)]T такий, що G(t) ∈ BV+(I) i
G′(t) = F (t) у сенсi простору D′(I). Оскiльки еле-
менти матриць A11, A12, A22 належать до простору
AC(I), то матрицi стрибкiв ∆B(t) = B(t) − B(t − 0)
i ∆G(t) = G(t)−G(t− 0) мають вигляд

∆B(t)=

(
0 0

∆B21 0

)
,∆G(t) = [0, 0, ..., 0,∆g(t)]T, (7)

де

∆B21(t) =


∆bn1(t) ∆bn−1,1(t) ... ∆b11(t)
∆bn2(t) ∆bn−1,2(t) ... ∆b12(t)
... ... ... ...

∆bnm(t) ∆bn−1,m(t) ... ∆b1,m(t)

 .

Задача Кошi для рiвняння (4) формулюється у термi-
нах початкових умов для квазiпохiдних (5):

знайти такий розв’язок x(t) рiвняння (4),
який задовольняє початковi умови

x[k](t0) = xk0 , k = 0, n+m− 1. (8)

Теорема 1. За умов (i)–(iii) iснує єдиний
розв’язок x(t) задачi (4), (8) такий, що

x[k](t) ∈ AC(I), k = 0, n− 1;

x[n+k](t) ∈ BV +(I), k = 0,m− 1.

У точках ts ∈ I розривiв функцiй bij(t), g(t) квазiпохi-
днi мають стрибки, якi для k = 0,m− 2 визначаються
формулами:

∆x[n+k](ts) =
n−1∑
i=0

∆bn−i,k+1(ts)x
[i](ts−0),

∆x[n+m−1](ts) =
n−1∑
i=0

∆bn−i,m(ts)x
[i](ts − 0) + ∆g(ts).

III. Узагальнення лiнiйних диференцiаль-
них систем

Розглянемо в просторi D′(I) задачу

X ′(t) = B′(t)X(t) +G′(t), (9)

X(t0) = X0, (10)

де похiднi в (9) є узагальненими похiдними. Розмiрно-
стi величин в (9), (10) є такими: X(t), G(t) ∈ Rp×1;
B(t) ∈ Rp×p, вектор-константа X0 ∈ Rp×1. Матриця
B(t) ∈ BV+(I) i вектор G(t) ∈ BV+(I), це означає,
що всi їх елементи належать простору BV+(I).

Вiдомо ([7], с. 161), що функцiя f(t) є функцiєю
обмеженої варiацiї, якщо i тiльки якщо її узагальнена
похiдна f ′(t) є узагальненою функцiєю нульового по-
рядку, тобто мiрою.

Розглянемо також таке iнтегральне рiвняння

X(t) = X0 +

∫ t

t0

dB(τ)X(τ) +G(t)−G(t0). (11)

Якщо додатково виконуються умови

(∆B(t))
2

= 0, ∆B(t)∆G(t) = 0 ∀t ∈ I, (12)

де ∆B(t) = B(t)−B(t−0), ∆G(t) = G(t)−G(t−0), то
[6, c. 70] iнтеграл у (11) є iнтегралом Рiмана–Стiльтьєса,
добуток B′(t)X(t) у рiвняннi (9) коректно визначений у
просторi узагальнених функцiй i рiвняння (11) має єди-
ний розв’язок X(t) ∈ BV+(I). Оскiльки рiвняння (4)
зводиться до системи (6), де A(t) = B′(t), F (t) = G′(t),
матрицi стрибкiв ∆B(t), ∆G(t) мають вигляд (7), то
легко помiтити, що умови коректностi для рiвняння (6)
виконуються. Надалi умови (12) називатимемо умовами
коректностi рiвняння (9) i рiвняння (11).

Пiд розв’язком задачi (9), (10) розумiємо розв’язок
iнтегрального рiвняння (11).

Зазначимо, що рiвняння (9) є узагальнен-
ням класичного диференцiального рiвняння, якщо
B(t), G(t) ∈ C1(I), й узагальненням рiвняння Карате-
одорi, якщо B(t), G(t) ∈ AC(I).

IV. Про стiйкiсть розв’язкiв квазiдиферен-
цiальних рiвнянь

Вивчатимемо стiйкiсть розв’язкiв квазiдиференцi-
ального рiвняння (4) за допомогою вiдповiдної йо-
му коректної лiнiйної диференцiальної системи (6), до
якої зводиться це рiвняння за допомогою квазiпохi-
дних. Причому, як добре вiдомо, досить розглядати ли-
ше однорiдну систему. Вважаємо, що коли однорiдна
система має властивiсть стiйкостi розв’язкiв, то таку ж
властивiсть стiйкостi має i вiдповiдне їй квазiдиферен-
цiальне рiвняння.

Для лiнiйних рiвнянь поняття обмеженостi та стiй-
костi розв’язкiв за Ляпуновим еквiвалентнi. Оскiльки за
умов (i)–(iii) розв’язки рiвняння (4) належать до кла-
су BV+(I), то вони обмеженi, а отже, i стiйкi. Тому
питання стiйкостi розв’язку за Ляпуновим для лiнiй-
них систем вирiшується автоматично у межах означення
розв’язку рiвняння (4). Iншi види стiйкостi є актуальни-
ми для дослiдження.

Надалi вважаємо, що A(t) = B′(t), де A(t) – матри-
ця в рiвняннi (6), а матриця B(t) ∈ BV+(I). Розглянемо
однорiдну систему

X ′(t) = B′(t)X(t), (13)
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до якої зводиться однорiдне (f(t) = 0) квазiдиференцi-
альне рiвняння (4), та вiдповiдну збурену систему

Y ′(t) = (B′(t) +Q′(t))Y (t) + γΦ(t, Y (t)), (14)

де X(t), Y (t) ∈ R(n+m)×1, B(t), Q(t) ∈ R(n+m)×(n+m),
Φ(t, Y (t)) ∈ R(n+m)×1, Q(t) ∈ BV+(I), ‖Φ(t, Y (t)‖ ≤
‖Y (t)‖ в областi

Dh = I ×
{
Y (t) ∈ BV+(I) : ‖Y (t)‖ ≤ h

}
.

Означення 1. Тривiальний розв’язок рiвняння (13)
називають експоненцiйно стiйким, якщо iснують такi
додатнi числа α та β, що довiльний розв’язок X(t) цього
рiвняння задовольняє нерiвнiсть

‖X(t)‖ ≤ βe−α(t−t0) ‖X(t0)‖ для всiх t ≥ t0.

У вивченнi поведiнки (зростання) розв’язкiв квазiди-
ференцiальних рiвнянь важливу роль вiдiграє таке уза-
гальнення леми Ґронуолла–Беллмана [9].

Лема 1. Нехай g(t) ∈ BV+(I), а функцiя f(t) не-
вiд’ємна i неперервна на I . Якщо для всiх t ≥ t0 справ-
джується нерiвнiсть

f(t) ≤ c1 + c2

∫ t

t0

f(τ) |dg(τ)| ,

де c1, c2 – додатнi сталi, то

f(t) ≤ c1 exp
(
c2

t

V
t0
g(τ)

)
. (15)

Теорема 2. Нехай нульовий розв’язок рiвняння (13)
експоненцiйно стiйкий i виконується умова βγ < α. Тодi
нульовий розв’язок рiвняння (14) також експоненцiйно
стiйкий.

� Доведення. Нехай W (t, t0) – нормальна у точцi
t = t0 фундаментальна матриця [8] однорiдного рiвнян-
ня (13). З умов теореми та означення 1 випливає оцiн-
ка ‖W (t, t0)‖ ≤ β exp(−α(t − t0)) для всiх t ≥ t0. До-
вiльний розв’язок рiвняння (14) задовольняє iнтегральне
рiвняння

Y (t) = W (t, t0)Y (t0) +

∫ t

t0

W (t, τ)dQ(τ)Y (τ)+

+

∫ t

t0

W (t, τ)Φ(τ, Y (τ))dτ. (16)

Перейшовши до норм у формулi (16), отримаємо не-
рiвнiсть

‖Y (t)‖ ≤ ‖W (t, t0)‖ ‖Y (t0)‖+

+

∫ t

t0

‖W (t, τ)‖ ‖dQ(τ)‖ ‖Y (τ)‖+

+

∫ t

t0

‖W (t, τ)‖ ‖Φ(τ, Y (τ)‖ dτ.

Врахувавши оцiнки для W (t, t0) i Φ(t, Y (t)), одер-
жимо:

‖Y (t)‖ ≤ β ‖Y (t0)‖ e−αteαt0+

+βe−αt
∫ t

t0

eατ ‖dQ(τ)‖ ‖Y (τ)‖+

+βγe−αt
∫ t

t0

eατ ‖Y (τ)‖ dτ.

Позначимо v(t) =
t

V
t0
Q(τ) та помножимо останню

нерiвнiсть на eαt. Отримаємо нерiвнiсть

‖Y (t)‖ eαt ≤ β ‖Y (t0)‖ eαt0+

β

∫ t

t0

eατ ‖Y (τ)‖ d(v(τ) + γτ)).

Використовуючи лему, можемо записати таку оцiнку:

‖Y (t)‖ eαt ≤ β ‖Y (t0)‖ eαt0eβ(v(t)+γ(t−t0)).

За умовою теореми
∞
V
t0
Q(t) = M < ∞. Помножимо

останню нерiвнiсть на e−αt. Одержимо нерiвнiсть

‖Y (t)‖ ≤

≤ β ‖Y (t0)‖ eαt0eβMe−(α−βγ)(t−t0) = λe−(α−βγ)(t−t0),

де λ = β ‖Y (t0)‖ eαt0+βM . Отже, якщо α − βγ > 0, то
нульовий розв’язок рiвняння (14) є експоненцiйно стiй-
ким. Теорему доведено. �

Означення 2. Розв’язок X(t) ≡ 0 рiвняння (13) на-
зивається стiйким за умови постiйних збурень, якщо для
∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0 таке, що для довiльного розв’язку Y (t)
рiвняння

Y ′(t) = B′(t)Y (t) + P ′(t) (17)

такого, що ‖Y (t0)‖ < δ, справджується нерiвнiсть

‖Y (t)‖ < ε для ∀t ≥ t0, як тiльки
∞
V
t0
P (t) < δ.

Якщо виконується це означення, то систему (13) на-
зиватимемо стiйкою до постiйних збурень. Зауважимо,
що збурення P ′(t) є, загалом, iмпульсними, оскiльки
P (t) ∈ BV+(I).

Теорема 3. Система (13) стiйка за умови постiй-
них збурень.

� Доведення. Розв’язок рiвняння (17) записує-
ться у формi

Y (t) = Y (t0) +

∫ t

t0

dB(τ)Y (τ) + P (t)− P (t0).

Переходячи в цiй рiвностi до норм та враховуючи

нерiвнiсть ‖P (t)− P (t0)‖ ≤
t

V
t0
P (τ), отримаємо:

‖Y (t)‖ ≤ ‖Y (t0)‖+

∫ t

t0

‖dB(τ)‖ ‖Y (τ)‖+

+ ‖P (t)− P (t0)‖ ≤ ‖Y (t0)‖+

∫ t

t0

‖dB(τ)‖ ‖Y (τ)‖+

+
t

V
t0
P (τ) ≤ 2δ +

∫ t

t0

‖dB(τ)‖ ‖Y (τ)‖ .
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Про стiйкiсть розв’язкiв квазiдиференцiальних рiвнянь

Звiдси, пiсля використання леми, одержимо оцiнку

‖Y (t)‖ ≤ 2δ exp
( t

V
t0
B(τ)

)
.

Якщо тепер взяти число δ < ε

2 exp
( ∞
V
t0

B(t)
) , то отри-

маємо, що ‖Y (t)‖ < ε. Теорему доведено. �

Висновки

Отриманi результати стосовно стiйкостi розв’язкiв
квазiдиференцiальних рiвнянь можна використати,
зокрема, для дослiдження стiйкостi коливань валiв iз ку-
сково сталими i кусково змiнними поперечними перерi-
зами, якi навантаженi в окремих своїх точках масивни-
ми шкiвами та зазнають пiд час коливання дiї зовнiшнiх
iмпульсних сил.
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ON THE STABILITY OF SOLUTIONS OF QUASIDIFFERENTIAL EQUATIONS
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Sufficient conditions is obtained for exponential stability and stability under conditions of continuous
perturbation of solutions of quasidifferential equations in the space of generalized functions of measure
type.
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