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Виведено параметричнi рiвняння, якi описують ортоптичнi кривi кубiки Чирнгаузена. Побудова-

но їх графiки за допомогою комп’ютерної математичної системи MathCAD, дослiджено властиво-
стi. Показано, що ортоптичнi кривi кубiки Чирнгаузена не описуються алгебраїчними рiвняннями
другого порядку, як вказано в довiдковiй лiтературi. Виведено наближенi рiвняння, що описують
ортоптичнi кривi кубiки Чирнгаузена у декартовiй системi координат з достатньою для практичного
використання точнiстю.

Ключовi слова: ортоптична крива, кубiка Чирнгаузена.

2000 MSC: 53A04

УДК: 514.74

Вступ

Серед кривих лiнiй, якi утворюються за допомогою
перетворення кривих, що вже iснують, цiкавими, але та-
кими, що залишаються ще недостатньо вивченими, є
iзоптичнi та ортоптичнi кривi. Iзоптична заданої пло-
скої кривої – це така траєкторiя перемiщення в площинi
вершини кута α ⊂ (0, π), коли в будь-якому положен-
нi сторони кута дотикаються до заданої кривої [1, 2].
Якщо кут прямий (α = π/2), iзоптична називається ор-
топтичною. Хоча iзоптичнi кривi вперше описано ще
на початку ХХVIII ст., їм придiлено недостатньо уваги
в довiдковiй лiтературi та в iнтернет-ресурсах. Для ба-
гатьох кривих тип їхнiх iзоптичних та ортоптичних не
виявлено, для ще меншої кiлькостi наведено математи-
чнi формули. Зокрема, в довiднику [1] наведено рiвнян-
ня iзоптичних конiк (кривих 2-го порядку), ортоптичних
епi- та гiпоциклоїд, синусоїдальних спiралей, у довiдни-
ку [2] – формули ортоптичних конiк та логарифмiчних
спiралей, в [3] – тiльки названо типи iзоптичних та ор-
топтичних деяких кривих. В iнтернет-ресурсах, що сто-
суються кривих лiнiй [4–6], переважно перераховують
типи iзоптичних та ортоптичних без наведення формул,
якими їх описано, лише в [5] подано формули iзопти-
чних конiк з посиланням на довiдник [1]. В роботах ав-
тора детально дослiджено властивостi iзоптичних кри-
вих 2-го порядку [7, 8], а також розглянуто iзоптичнi
деяких плоских кривих 3-го i 4-го порядку [9, 10].

Як правило, iзоптичнi та ортоптичнi кривi описують
достатньо складними формулами i вiдображають дово-
лi складними графiками. Прикладом кривої, яку можна
описати порiвняно простими формулами, графiк якої до-
статньо простий i наочний, є ортоптична кубiки Чирн-
гаузена. Кубiка Чирнгаузена визначається як крива, для
якої парабола слугує подерою вiдносно власного фоку-
са. Крiм того, вона є катакаустикою параболи. Цiкаво,
що поверхню обертання цiєї кривої можна спостерiга-
ти у склянцi з рiдиною, яку швидко помiшують ложкою

[2]. В довiднику [1] наведено формули, якими описую-
ться ортоптичнi синусоїдальних спiралей. Оскiльки ку-
бiку Чирнгаузена можна вважати частковим випадком
синусоїдальних спiралей, наведена в [1] формула дає
змогу описати її ортоптичну як криву 2-го порядку, а
саме параболу. Автор такий висновок ставить пiд сум-
нiв.

Метою поданої роботи є дослiдження ортоптичних
кривих кубiки Чирнгаузена.

I. Параметричнi рiвняння ортоптичних
кривих кубiки Чирнгаузена

Для плоскої кривої, заданої в декартовiй системi ко-
ординат параметричними рiвняннями

x = v(ϕ), y = u(ϕ),

iзоптичнi кривi можна описати параметричними рiвнян-
нями, отриманими в [9],

x =
q1 − q2

k1 − k2
, y =

k1q2 − k2q1

k1 − k2
, (1)

причому кут мiж дотичними – постiйна величина
α = β1 − β2, де β1 i β2 – кути мiж вiссю абсцис i вiдпо-
вiдно першою та другою дотичними; ki= tg(βi)=u

′
i/v
′
i,

де vi, ui – значення функцiй, якщо ϕ = ϕi; i = 1, 2 –
iндекси, що вiдповiдають першiй та другiй дотичнiй,

qi =

(
ui
vi

)′
· v

2
i

v′i
. (2)

Зокрема, для кубiки Чирнгаузена, параметричнi рiвнян-
ня якої [2]

v =
a sin(3ϕ/2)

2 sin3(ϕ/2)
, u =

a cos(3ϕ/2)

2 sin3(ϕ/2)
, (3)

у формулах (1) згiдно з [9] величини ki = tgϕi причо-
му ϕ2 = ϕ1 − α + π, a – стала величина, яка чисельно
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дорiвнює фокальному параметру параболи, що є поде-
рою кубiки Чирнгаузена. Пiдставивши значення ki та qi,
якщо α = π/2 в систему (1), пiсля перетворень отрима-
ємо параметричнi рiвняння ортоптичних кривих кубiки
Чирнгаузена

x = a
cosϕ− sinϕ+ sin 2ϕ

(1 + sinϕ)(1− cosϕ)
,

y = a
cosϕ+ sinϕ− cos 2ϕ

(1 + sinϕ)(1− cosϕ)
. (4)

II. Властивостi ортоптичних кривих кубi-
ки Чирнгаузена

За результатами обчислень за формулами (1)–(3), ви-
конаних у середовищi комп’ютерної математичної си-
стеми MathCAD, побудовано графiки iзоптичних кривих
кубiки Чирнгаузена (рис. 1).

Рис. 1. Iзоптичнi кривi кубiки Чирнгаузена

На рис. 1 товстою суцiльною лiнiєю показано графiк
кубiки Чирнгаузена, тонкими суцiльними – гiлки орт-
оптичної кривої, штриховими лiнiями – iзоптичнi кривi
за рiзних значень кута α. Кубiка Чирнгаузена перетинає
вiсь абсцис у двох точках – вершинi A(−0, 5a; 0) i ву-
зловiй точцi B(4a; 0) (рис. 2). Ортоптична кубiки Чирн-
гаузена складається iз двох гiлок, симетричних вiдносно
осi x, вершини яких (точки C i D) розташованi по рiзнi
сторони вiдносно вершини i вузлової точки кубiки, одна
з гiлок дотикається до кубiки в двох точках E(5, 5a;−a)
i G(5, 5a; a) (рис. 2), координати яких можна визначити,
прирiвнявши x = v; y = ±x.

Координати точок перетину ортоптичної кривої з вiс-
сю абсцис x – вершин двох її гiлок C i D можна визна-

чити, записавши рiвняння дотичної до кубiки прямої:

Y − u =
u′

v′
(X − v). (5)

де X , Y – прямокутнi координати точок прямої, доти-
чної до кубiки Чирнгаузена. Для прямої, нахиленої до
осi абсцис пiд кутом 45◦,

u′

v′
= 1. (6)

Продиференцiювавши рiвняння (4) i пiдставивши в
(6), отримаємо ctgϕ = 1, чому вiдповiдають два значен-
ня кута ϕ1 = π/4, ϕ2 = −3π/4. Пiдставивши цi значен-
ня у рiвняння (5) для Y = 0, пiсля перетворень отримає-
мо X1 = −2a(

√
2−1), X2 = 2a(

√
2+1). Отже, вершини

гiлок ортоптичної – точки C(−ac; 0) i D(a(4 + c); 0), де
c = 2(

√
2− 1) (рис. 2).

Рис. 2. Графiк кубiки Чирнгаузена та її ортоптичних
кривих

У середовищi комп’ютерної математичної системи
MathCAD складено програму, яка з використанням фор-
мул (3) i (4) будує графiки кубiки Чирнгаузена та вiд-
повiдних їй ортоптичних кривих та обчислює коор-
динати їх точок. Отриманi за результатами обчислень
графiки експортовано в комп’ютерну графiчну систему
AutoCAD, в якiй кривi для бiльшої наочностi наведе-
но сплайнами. Графiки кубiки Чирнгаузена зображено
на рис. 2 суцiльними лiнiями, а вiдповiдних їй ортопти-
чних кривих – штриховими.

III. Наближенi рiвняння ортоптичних кри-
вих кубiки Чирнгаузена у декартовiй
системi координат

Кубiку Чирнгаузена можна вважати частковим ви-
падком синусоїдальних спiралей, якi описують поляр-
ним рiвнянням rn = an cos(nϕ), якщо n = −1/3. Згiдно
з довiдником [1] ортоптична синусоїдальної спiралi –
також синусоїдальна спiраль, що описується рiвнянням
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ρ = a cosk(ϕ/k), де k = (n + 1)/n. Щоби засумнiвати-
ся у правильностi цiєї формули, достатньо розглянути
найпростiший частковий випадок – коло, коли n = 1.
Тодi k = 2, а рiвняння його ортоптичної згiдно з [1]
ρ = a cos2(ϕ/2). Але це рiвняння описує кардiоїду, тодi
як ортоптична кола радiуса a – концентричне коло, радi-
ус якого дорiвнює

√
2a. Для ортоптичної кривої кубiки

Чирнгаузена k = −2 i вона згiдно з [1] описується по-
лярним рiвнянням ρ = a/[cos2(ϕ/2)], тобто це парабола,
якiй у декартовiй системi координат вiдповiдає рiвняння
y2 = 4ax. Як видно з рис. 2, гiлки ортоптичної кубiки
Чирнгаузена справдi схожi на параболи, але їх вершини
розташованi не в початку координат, а в точках C i D,
тобто їм можуть вiдповiдати рiвняння y2 = −b1(x+ ac)
та y2 = b2[x − a(c + 4)]. Крiм того, в [9] висловлено
припущення, що ортоптичнi кривi кубiки Чирнгаузена –
гiлки гiпербол з паралельними асимптотами.

Проте дослiдження графiкiв засобами параболiчної
iнтерполяцiї у середовищi системи MathCAD показало,
що гiлки ортоптичної кубiки Чирнгаузена не описую-
ться рiвняннями другого порядку, а навiть рiвняннями
3–6 порядкiв. Крiм того, виявлено, що їх можна куско-
во апроксимувати параболами зi змiнними величинами
b1 = b1(x) та b2 = b2(x), графiки яких представлено на
рис. 3.

Рис. 3. Залежнiсть величин b1 та b2 вiд x

Як бачимо, наведенi на рис. 3 графiки мож-
на апроксимувати за допомогою степеневої функцiї
b1,2 = 2±m1/m

m3x
2 , а невiдомi коефiцiєнти визначити

засобами iнтерполяцiї m1 = 0, 5; m2 = 2; m3 = 0, 01.
Отже, наближенi рiвняння, що описують ортоптичнi
кривi кубiки Чирнгаузена в декартовiй системi коорди-
нат, можна записати так

y2
1 = (2 +

1

2 · 20,01x
)a(x+ c),

y2
2 = (2− 1

2 · 20,01x
)a(x− c− 4). (7)

Рис. 4. Порiвняння графiкiв ортоптичних кубiки
Чирнгаузена, побудованих за допомогою точних i

наближених формул

На рис. 4 свiтлими штриховими лiнiями показа-
но графiки ортоптичних кривих, побудованi в системi
MathCAD за наближеними формулами (7), а чорними
пунктирними лiнiями – графiки ортоптичних, побудова-
нi за точними формулами (4), свiтлим пунктиром пока-
зано саму кубiку Чирнгаузена. Порiвняння графiкiв, по-
будованих за точними i наближеними формулами, по-
казує достатню для практичного використання точнiсть
наближених формул, максимальне вiдхилення на неве-
ликiй дiлянцi не перевищує 5%, а для переважної бiль-
шостi точок воно менше за 1%.

Висновки

Виведено параметричнi рiвняння ортоптичної кривої
кубiки Чирнгаузена, побудовано її графiки. Ортоптична
крива кубiки Чирнгаузена складається з двох гiлок, си-
метричних вiдносно осi абсцис, вершини яких розташо-
ванi по обидвi сторони вiд вершин кубiки, одна з гiлок
дотикається до кубiки у двох точках. Показано, що орто-
птичнi кривi кубiки Чирнгаузена не описуються рiвнян-
нями другого порядку, як зазначено у довiдковiй лiтера-
турi. Виведено простi наближенi рiвняння у декартовiй
системi координат, якi дають змогу з достатньою для
практики точнiстю будувати графiки ортоптичних кри-
вих Чирнгаузена та дослiджувати їхнi властивостi.
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ORTHOPTIC CURVES OF TSHIRNHAUSEN’S CUBIC

I. Y. Vrublevskyi

Hetman Petro Sahaidachnyi National Army Academy
32, Heroes of Maidan Str., Lviv, 79012, Ukraine

The parametric equations describing the orthoptic curves of Tschirnhausen’s cubic are obtained. Their
graphs are constructed with aid of the computer system MathCAD. The properties of the orthoptic curves
of Tschirnhausen’s cubic are investigated. It is shown that they are not described by the equations of
2nd order as it was proved in existing reference manuals. The approximate equations that describe the
orthoptic curves of Tschirnhausen’s cubic in Cartesian coordinate system are obtained with the sufficient
accuracy for practical use.

Key words: orthoptic curve, Tschirnhausen’s cubic.
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