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Дослiджено спектральнi властивостi несамоспряженої задачi, породженої нелокальними крайо-

вими умовами для оператора диференцiювання порядку 2n. Вивчено випадки регулярних та нере-
гулярних за Бiркгофом двоточкових крайових умов. Побудовано систему кореневих функцiй задачi
та елементи бiортогональної системи. Встановлено достатнi умови, за яких цi системи є повними
та за деяких додаткових припущень утворюють базис Рiсса.
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Вступ

Пiд час побудови розв’язкiв багатьох нестацiонарних
задач методом Фур’є або його аналогами важливi вла-
стивостi повноти та базисностi (умовної, безумовної, за
Рiссом) системи кореневих функцiй вiдповiдної крайо-
вої задачi.

Для звичайних диференцiальних рiвнянь на скiнче-
ному iнтервалi базиснiсть за Рiссом для крайових задач,
породжених регулярними за Бiркгофом крайовими умо-
вами, встановлено в [1, 2]. Для випадку, коли крайовi
умови регулярнi, але не посилено регулярнi, в роботi [3]
доведено, що система кореневих пiдпросторiв, якi вiдпо-
вiдають близьким або кратним власним значенням кра-
йової задачi, утворює базис Рiсса в просторi L2(0, 1), iз
пiдпросторiв. Задачi з нерегулярними за Бiркгофом умо-
вами вивчено в працях [4–6].

У роботах [7, 8] вивчено властивостi пiдсумова-
них методом Абеля розкладiв у ряд Фур’є. В публi-
кацiях [9, 10] розглянуто спектральнi властивостi за-
дач з умовами перiодичностi. Задачi з iнтегральними та
iнтегро-диференцiальними крайовими умовами розгля-
нуто в працях [11–13]. Узагальнення та уточнення поня-
ття регулярних за Бiркгофом крайових умов дослiджено
в роботах [14, 15]. Властивостi несамоспряжених опера-
торiв, визначених в абстрактному сепарабельному гiль-
бертовому просторi, вивчено в роботi [16]. Спектральнi
властивостi операторiв, породжених сильно регулярни-
ми за Бiркгофом умовами та несамоспряжених збурень
цих умов дослiджено в працi [17].

I. Основнi позначення та постановка зада-
чi

Нехай I : L2(0, 1)→L2(0, 1) – оператор iнволюцiї,
Iy(x) ≡ y(1 − x), Hj ≡

{
y ∈ L2(0, 1) : Iy = (−1)jy

}
,

[L2(0, 1)] – множина лiнiйних неперервних операто-
рiв L2(0, 1)→L2(0, 1), W 2n

2 (0, 1) ≡
{
y ∈ L2(0, 1) :

y(m) ∈ AC[0, 1], y(2n) ∈ L2(0, 1), m = 1, 2, ..., 2n−1
}
,(

y, u;W 2n
2 (0, 1)

)
≡

2n∑
k=0

(
y(k), u(k);L2(0, 1)

)
,∥∥y;W 2n

2 (0, 1)
∥∥2 ≡

(
y, y;W 2n

2 (0, 1)
)
, W ∗(0, 1) – про-

стiр лiнiйних неперервних функцiоналiв над W 2n
2 (0, 1),

W ∗j (0, 1) =
{
l ∈ W ∗(0, 1) : ly = 0, y ∈ H1−j ∩

W 2n
2 (0, 1)

}
, j = 0, 1.

У роботi вивчено крайову задачу

(−1)2ny(2n)(x) = f(x), x ∈ (0, 1), (1)

y(2p−2)(0) + y(2p−2)(1) = 0, p = 1, ..., n, (2)

y(2p−1)(0) + y(2p−1)(1) + l1py = 0,

l1py ≡
1∑
s=0

kp∑
q=0

bp,q(y
(q)(0) + (−1)qy(q)(1), (3)

bp,q ∈ R, q = 0, 1, ..., kp, kp < 2n, p = 1, 2, ..., n.

II. Допомiжна cамоспряжена задача з ан-
типерiодичними умовами

Розглянемо частковий випадок задачi (1)–(3), коли
bp,q = 0:

(−1)2ny(2n) = f(x), x ∈ (0, 1), (4)
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l0,py ≡ y(2p−2)(0) + y(2p−2)(1) = 0, p = 1, 2, ...n, (5)

l0,n+py ≡ y(2p−1)(0) + y(2p−1) = 0, p = 1, 2, ...n. (6)

Зауваження 1. Крайовi умови (5), (6) пронумеро-
ванi так, що справджуються включення:

l0,p ∈W ∗0 (0, 1), l0,n+p ∈W ∗1 (0, 1), p = 1, 2, ...n.

Нехай A0 – оператор задачi (4)–(6).

A0y ≡ (−1)ny(2n)(x), y ∈ D(A0) ⊂W 2n
2 (0, 1),

D(A0) ≡
{
y ∈W 2n

2 (0, 1) : l0,py = 0, p = 1, ..., 2n
}
.

Самоспряжений оператор A0 має власнi значення та
власнi функцiї

λm ≡ (π)2n(2m− 1)2n,

v2m−1(x) ≡
√

2 cosπ(2m− 1)x, m = 1, 2, ...,

v2m(x) ≡
√

2 sinπ(2m− 1)x, m = 1, 2, ....

Зауваження 2. Системи функцiй

V0(A0) ≡
{
v2m(x) : m = 1, 2, ...

}
⊂ H0,

V1(A0) ≡
{
v2m−1(x) : m = 1, 2, ...

}
⊂ H1

утворюють ортонормований базис просторiв L2,0(0, 1)
та L2,1(0, 1) вiдповiдно.

Нехай ωs – розв’язки рiвняння ω2n = (−1)n, нуме-
рованi так, що ω1 = i, ωj = ω1e

i 1
nπ(j−1), j = 1, ..., n.

Розглянемо функцiї

yq(x, ρm) ≡ expωqρmx+ expωqρm(1− x), (7)

yn+q(x, ρm) ≡ expωqρmx− expωqρm(1− x), (8)

y1,1(x, ρm) ≡ 1

2
(1− 2x) cos ρmx, (9)

y1,q(x, ρm) ≡ 1

2

(
1− ewqρm

)−1
yq(x, ρm), (10)

ρm = π(2m− 1), m = 1, 2, ...,

та визначимо рядки квадратної матрицi

B0(x, ρm) ≡ (β0
p,q(x, ρm))np,q=1

порядку n спiввiдношеннями: p-й рядок визначається
елементами системи (9), (10): β0

p,q(x, ρm) ≡ y1,q(x, ρm),
iншi рядки – рiвностями β0

j,q(x, ρm) ≡ (ωq)
2j−2 за

j = 1, 2, ..., n, j 6= p, q = 1, 2, ..., n.
Нехай ∆p(x, ρm) ≡ det B0(x, ρm), m = 1, 2, ... .
Пiдстановкою в умови (5), (6) можна переконатися,

що
l0,r∆p = 0, r 6= n+ p,

l0,n+p∆p=hnWn(ρm)2p−1, r=1, 2n, p=1, n, (11)

де Wn – визначник Вандермонда, побудований за числа-

ми −1, (ω2)2, ..., (ωn)2, hn =
n∏
j=2

ωj .

Визначимо функцiї

y2,p(x, ρm) ≡ h−1
n W−1

n ∆p(x, ρm), (12)

p = 1, 2, ..., n, m = 1, 2, ... .

Враховуючи спiввiдношення (12), отримаємо

l0,ry2,p = 0, r 6= n+ p, l0n+py2,p = (ρm)2p−2, (13)

r = 1, 2, ..., 2n, p = 1, 2, ..., n, m = 1, 2, ... .

Аналогiчно розглянемо функцiї

y1,n+1(x, ρm) ≡ 1

2
(1− 2x) sin ρmx, (14)

y1,n+q(x, ρm) ≡ 1

2
(1 + ewqρm)

−1
yn+q(x, ρm), (15)

та визначимо квадратну матрицю

B1(x, ρm) ≡ (β1
p,q(x, ρm))np,q=1

порядку n, рядки якої задано спiввiдношеннями: k-й
рядок визначається елементами системи (14)–(15):
β1
k,q(x, ρm) ≡ y1,n+q(x, ρm), iншi рядки – якщо
j = 1, 2, ..., n, j 6= k рiвностями

β1
j,q(x, ρm) ≡ (ωq)

2j−2, q = 1, 2, ..., n.

Визначник матрицi B1(x, ρm) позначимо через
∆n+k(x, ρm).

Пiдставивши в умови (5), (6), можна переконатися,
що

l0,r∆n+k = 0, r 6= n+ k,

l0,k∆n+k = Wn(ρm)2k−2, (16)

r = 1, 2, ..., 2n, k = 1, 2, ..., n.

Визначимо функцiї

y2,n+k(x, ρm) ≡W−1
n (ρm)∆n+k(x, ρm). (17)

Враховуючи спiввiдношення (16), отримаємо

l0,ry2,n+p = 0, r 6= k, l0,py2,n+k = (ρm)2k−2, (18)

r = 1, 2, ..., 2n, k = 1, 2, ..., n, m = 1, 2, ... .

Зауваження 3. Iз формул (11)–(14), (16)–(18) та
означення функцiй ∆p(x, ρm) одержимо нерiвностi
‖y2,p(x, ρm);L2(0, 1)‖ ≤ K1 < ∞, p = 1, 2, ..., 2n,
m = 1, 2, ... .

Нехай Wn−1 – визначник Вандермонда, побудований
за числами (ω2)2, ..., (ωn)2.

Враховуючи, що

‖y2,k(x, ρm)−Wn−1y1,n+1(x, ρm);L2(0, 1)‖ → 0,

для m→∞ одержимо ‖y2,k(x, ρm);L2(0, 1)‖ ≥ K2 при
k = 1, 2, ..., n.

Аналогiчну оцiнку знизу отримуємо для функцiй
y2,n+k(x, ρm), k = 1, 2, ..., n.

Отже,

K2 ≤ ‖y2,p(x, ρm);L2(0, 1)‖ ≤ K1 <∞, (19)

p = 1, 2, ..., 2n, m = 1, 2, ... .
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III. Несамоспряженi крайовi задачi

Розглянемо за будь-яких p ∈ {1, 2, . . . , n}, b ∈ R для
рiвняння (1) задачу iз крайовими умовами

l1,jy ≡ y(2j−1)(0) + y(2j−1)(1) = 0, (20)

j = 1, 2, ..., n,

l1,n+j,y ≡ y(2j−2)(0) + y(2j−2)(1) = 0, (21)

j = 1, 2, ..., n, j 6= p,

l1,n+py ≡ y(2p−2)(0) + y(2p−2)(1) + l1p,by = 0, (22)

l1p,by ≡ b
(
y(2p−2)(0)− y(2p−2)(1)

)
. (23)

Нехай A1 ≡ Ap,b – оператор задачi (1), (20)–(23),

A1y(x) ≡ (−1)ny(2n)(x), y ∈ D(A1),

D(A1) ≡
{
y ∈W 2n

2 (0, 1) : l1,jy = 0, j = 1, 2, . . . , 2n
}

;

V (A1) – система кореневих функцiй оператора A1.

Теорема 1. Для будь-яких p ∈ {1, 2, . . . , n}, b ∈ R,
спектри операторiв A0, A1 збiгаються, а система
функцiй V (A1) утворює базис Рiсса простору L2(0, 1).

� Доведення. Покажемо, що власнi значення опе-
раторiв A0 та A1 збiгаються.

Визначимо фундаментальну систему розв’язкiв рiв-
няння (5) за допомогою спiввiдношень

yj(x, ρ) ≡ eωjρx + eωjρ(1−x) ∈ H0,

yn+j(x, ρ) ≡ eωjρx − eωjρ(1−x) ∈ H1,

| arg ρ| ≤ π

2n
, λ = (−1)nρ2n.

Враховуючи, що

l0,pyn+j(x, ρ) = 0, j, p = 1, 2, ..., n,

отримаємо рiвняння для визначення власних значень

det

 l1,qy1(x, ρ) . . . l1,qy2n(x, ρ)
...

. . .
...

l1,2ny1(x, ρ) . . . l1,2ny2n(x, ρ)

 =

= det

 l0,1y1(x, ρ) . . . l0,1y2n(x, ρ)
...

. . .
...

l0,2ny1(x, ρ) . . . l0,2ny2n(x, ρ)

 = 0.

Отже, власнi значення операторiв A0, A1 збiгаються.
Визначимо елементи системи V (A1). Можна переко-

натися, що

v2m−1(x) ≡
√

2 cosπ(2m− 1)mx ∈ D(A1),

A1v2m−1(x) = λmv2m−1(x), m = 1, 2, ... .

Тому оператор A1 має власнi функцiї

v2m−1(x,A1) ≡
√

2 cosπ(2m−1)mx, m = 1, 2, ..., (24)

де p = 1, 2, ..., n, b ∈ R.

Оператор A1 має кореневi функцiї

v2m(x,A1) ≡ v2m(x) + b
√

2y2,p(x, ρm), (25)

m = 1, . . . , p = 1, 2, ..., n.

Власнi та кореневi функцiї оператора A1 пов’язанi
спiввiдношеннями:

A1v2m(x,A1) =

= λmv2m(x,A1) + ξ0
mv2m−1(x,A1), (26)

ξ0
m = −4bnρ2n−1

m

A1v2m−1(x,A1) = λmv2m−1(x,A1), (27)

m = 1, 2, ... .

Розглянемо задачу, яка є спряженою до крайової за-
дачi (1), (20)–(23),

L0z ≡ (−1)2nz(2n)(x) = f(x), x ∈ (0, 1), (28)

l1jz ≡ z(2j−1)(0) + z(2j−1)(1) = 0, (29)

j 6= n− p+ 1, j = 1, 2, ..., n,

l1jz ≡ (z(j)(0) + z(j)(1)) + l2p,bz = 0, (30)

j = n− p+ 1,

l2p,bz ≡ b(z(2n−2p+1)(0)− z(2n−2p+1)(1)) = 0, (31)

l1n+jz ≡ z(2j−2(0) + z(2j−2)(1) = 0, (32)

j = 1, 2, ..., n.

Нехай, A∗1 – спряжений оператор до A1, породжений
задачею (28)–(32)

A∗1z(x) ≡ (−1)nz(2n)(x), y ∈ D(A∗1),

D(A∗1) ≡
{
z ∈W 2n

2 (0, 1) : l1jz = 0, j = 1, 2, ..., 2n
}
,

W (A∗1) – система кореневих функцiй оператора A∗1.
Оператор A∗1 має кореневi функцiї:

w2m(x,A∗1) ≡ v2m(x),

w2m−1(x,A∗1) ≡

≡ v2m−1(x) + (−1)p+1
√

2by2,n−p+1(x, ρm),

m = 1, 2, ..., p = 1, 2, ..., n,

для яких виконуються рiвностi

A∗1w2m−1(x,A∗p,b) = λmw2m−1(x,A∗1)+

+ξ1,mw2m(x,A∗1), m = 1, 2, ...,

A∗1w2m(x,A∗1) = λmw2m(x,A∗1), m = 0, 1, ... .

Крайовi умови (20)–(23) є регулярними, але не силь-
но регулярними за Бiркгофом [19].

За теоремою О. О. Шкалiкова [3] система V1(A1) ко-
реневих пiдпросторiв оператора A1 є базисом Рiсса iз
пiдпросторiв [18] у просторi L2(0, 1).

Покажемо, що V (A1) та W (A∗1) – системи Бесселя,
тобто для будь-якої функцiї h ∈ L2(0, 1) справджуються
нерiвностi

∞∑
k=0

(
h, νk(x,A1);L2(0, 1)

)2 ≤ K3‖h;L2(0, 1)‖2, (33)
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∞∑
k=0

(
h,wk(x,A∗1);L2(0, 1)

)2 ≤ K3‖h;L2(0, 1)‖2. (34)

Розглянемо систему функцiй V 1(A1)

ν1
2m−1(x,A1) ≡ ν2m−1(x,A1),

ν1
2m(x,A1) ≡ ν2m(x,A1)−

−
(
ν2m(x,A1), ν1

2m−1(x,A1);L2(0, 1)
)
ν1

2m−1(x,A1),
(35)

m = 1, 2, ... .

Система функцiй, утворена нормуванням систе-
ми V 1(A1), є об’єднанням усiх ортонормованих ба-
зисiв кореневих пiдпросторiв Vm(A1) оператора A1,
m = 1, 2, ... . Тому вона є базисом Рiсса простору
L2(0, 1) [18, с. 414–415].

Аналогiчне твердження отримаємо для системи
функцiй W 1(A∗1), елементи якої визначаються ортого-
налiзацiєю елементiв системи W (A∗1).

Отже, для будь-якої функцiї h ∈ L2(0, 1) справджу-
ється нерiвнiсть

∞∑
k=0

(
h, ν1

k(x,A1);L2(0, 1)
)
≤ K4‖h;L2(0, 1)‖2. (36)

Нехай

K5 ≥ 1 + (ν1
2m−1(x,A1); y2,p(x, ρm);L2(0, 1))2.

З формули (35) маємо оцiнку(
h, ν1

2m(x,A1);L2(0, 1)
)2 ≤

≤ 2b2K5

1∑
r=0

(h, ν2m−r(x,A1);L2(0, 1))2.

Пiдсумовуючи отриману нерiвнiсть для m = 1, 2, ...
та враховуючи рiвностi (35), отримуємо оцiнку (33),
якщо K3 = 4b2K5.

Аналогiчно доводиться нерiвнiсть (34).
Тому з теореми Н. К. Барi [18] одержуємо тверджен-

ня теореми. �

Зауваження 4. Системи V (A1) та W (A∗1) є бiорто-
гональними в сенсi рiвностей(
w2m−α(x,A∗1), v2k−β(x,A1);L2(0, 1)

)
=δm,kδα,β , (37)

m, k = 0, 1, ..., α, β = 0, 1.

IV. Оператори перетворення

Розглянемо оператори Lp, p = 1, ..., n, власнi зна-
чення яких збiгаються з власними значеннями оператора
A0, а кореневi функцiї визначаються спiввiдношеннями

v2m−1(x, Lp) = v2m−1(x), m = 1, 2, ..., (38)

v2m(x, Lp) = v2m(x) + y2,p(x, ρm), m = 1, 2, ... . (39)

Зауваження 5. Оператор Lp є частковим випадком

оператора A1, якщо b = − 1√
2

.

Тому, згiдно з теоремою 1, система V (Lp) корене-
вих функцiй цього оператора є базисом Рiсса в просторi
L2(0, 1).

Виберемо будь-яку послiдовнiсть дiйсних чисел
{cm}∞m=0.

Розглянемо для довiльного p ∈ {1, 2, ..., n} оператор
Bp : L2(0, 1) → L2(0, 1), власнi значення якого збiга-
ються з власними значеннями оператора A0, а кореневi
функцiї визначаються спiввiдношеннями

v2m−1(x,Bp) ≡ v2m−1(x), m = 1, 2, ..., (40)

v2m(x,Bp) = v2m(x) + cmy2,p(x, ρ2m), m = 0, 1, ... .
(41)

Сукупнiсть операторiв R ≡ E + S, S : L2,0(0, 1) →
L2,1(0, 1)→ 0 позначимо через Q0(A0).

Оператор, який вiдображає систему функцiй V (A0)
у систему V (Bp) кореневих функцiй оператора Bp, по-
значимо через R(Bp) ∈ Q0(A0).

Зауваження 6. Система функцiй V (Bp) є рiвномiр-
но мiнiмальною [18] та повною у просторi L2(0, 1).

Тому оператор R(Bp) має щiльну в просторi L2(0, 1)
область визначення.

Нехай G(Bp) – множина операторiв R(Bp)∈Q0(A0),
для яких елементи системи V (Bp) визначаються форму-
лами (41), Gc(Bp) ≡ G(Bp) ∩ [(L2(0, 1))].

Аналогiчно, за допомогою кореневих функцiй опера-
тора B∗p визначається множина

G∗(Bp) ≡ {R∗(Bp) = E − S∗(Bp), R(Bp) ∈ G(Bp)} .

Теорема 2. Для будь-якого p ∈ {1, 2, ..., n} систе-
ма функцiй V (Bp) є базисом Рiсса простору L2(0, 1)
тодi та лише тодi, коли послiдовнiсть {cm}∞m=0 є обме-
женою: |cm| ≤ K6 <∞.

� Доведення. Необхiднiсть.
Нехай V (Bp) є базисом Рiсса простору L2(0, 1), тоб-

то R(Bp)∈B(L2(0, 1)), S(Bp)=E −R(Bp)∈[(L2(0, 1))].
Iз означення оператора Bp маємо:

S(x,Bp)v2m(x) = c2my2,p(x, ρ2m).

Тому, враховуючи оцiнку (19), отримаємо

|c2m| ≤ ‖Sp(x,Bp); [(L2(0, 1))] ‖×

×‖y2,n+p(x, ρ2m);L2(0, 1)‖−1 ≤ K6 <∞.
Достатнiсть. Повнота та мiнiмальнiсть системи

V (Bp) в просторi L2(0, 1) випливає iз включення
R∗(Bp) ∈ G∗(Bp).

Виберемо будь-яку функцiю

f ∈ L2(0, 1), f = f0 + f1, fj ∈ L2,j(0, 1), j = 0, 1,

та розглянемо її ряд Фур’є

f =
∞∑
k=0

fkvk(x) ∈ L2(0, 1),

‖f ;L2(0, 1)‖2 =
∞∑
k=0

(fk)2 <∞.
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Нехай

hp = R(Bp)f =
∞∑
k=1

(
f2m−1v2m−1(x)+

+f2mck(Bp)(v2m(x,Ap)− v2m(x))
)
∈ L2(0, 1),

‖R(Bp)f ;L2(0, 1)‖2 ≤ K7

∞∑
k=1

(fk)2,

K7 = 3
(
1 +K2

6 +K2
6 ‖R(Ap);B(L2(0, 1))‖2

)
.

Отже, ‖R(Bp;B(L2(0, 1)))‖2 ≤ K7.
Враховуючи рiвностi

R(Bp) = E + S(Bp), R
−1(Bp) = E − S(Bp),

маємо: R−1(Bp)=2E−R(Bp).

Тому
∥∥R−1(Bp;B(L2(0, 1)))

∥∥2 ≤ K8, K8 = 8 + 4K7.
Застосовуючи теорему Н. К. Барi [18], отримуємо

для системи V (Ap) твердження теореми. �

Наслiдок 1.

Gc(Bp) =
{
R ∈ G(Bp) : |cm(R)| ≤ KR <∞, m = 0, ...

}
.

V. Крайовi задачi iз нерегулярними за
Бiркгофом умовами

Розглянемо за будь-яких p, q ∈ {1, 2, ..., n}, q>p,
b ∈ R крайову задачу

(−1)2ny(2n)(x) = f(x), x ∈ (0, 1), (42)

l2,jy ≡ y(2j−1)(0) + y(2j−1)(1) = 0, (43)

j = 1, 2, ..., n,

l2,n+j,y ≡ y(2j−2)(0) + y(2j−2)(1) = 0, (44)

j = 1, 2, ..., n, j 6= p,

l2,n+py ≡ y(2p−2)(0) + y(2p−2)(1) + l1q,by = 0, (45)

l1q,by ≡ b
(
y(2q−2)(0)− y(2q−2)(1)

)
. (46)

Нехай A2 ≡ A2,p,q,b – оператор задачi (42)–(46),

A2y(x) ≡ (−1)ny(2n)(x), y ∈ D(A2),

D(A2) ≡
{
y ∈W 2n

2 (0, 1) : l2,jy = 0, j = 1, 2, ..., 2n
}

;

V (A2) – система кореневих функцiй оператора A2.
Теорема 3. Для будь-яких фiксованих

p, q ∈ {1, 2, ..., n}, b ∈ R, спектри операторiв A0,
A2 збiгаються, а система функцiй V (A2) повна та
мiнiмальна в просторi L2(0, 1).

� Доведення. Iзоспектральнiсть операторiв A0 та
A2 доводиться мiркуваннями попередньої теореми.

Визначимо елементи системи V (A2). Можна переко-
натися, що

v2m−1(x) ≡
√

2 cosπ(2m− 1)mx ∈ D(A2),

A2v2m−1(x) = λmv2m−1(x), m = 1, 2, ... .

Тому

v2m−1(x,A2) ≡ v2m−1(x), m = 1, 2, ..., (47)

Кореневi функцiї оператора A2 визначимо у виглядi
суми

v2m(x,A2) ≡ v2m(x) + bρ2q−2p
m

√
2y2,p(x, ρm), (48)

m = 1, 2, ... .

Отже, оператор A2 має систему V (A2) функцiй (47)–
(48), кореневих у сенсi рiвностей:

A2v2m(x,A2) =

= λmv2m(x,A2) + ξ2,p,mv2m−1(x,A2), (49)

ξ2,p,m = (−1)q−14bnW (ω2
2 , ..., ω

2
n)(ρ)2n−1+2q−2p

m ,

A2v2m−1(x,A2) = λmv2m−1(x,A2), (50)

m = 1, 2, ... .

Визначимо оператор R(A2) : C∞[0, 1] → C∞[0, 1],
R(A2)vm(x) ≡ vm(x, L2), m = 1, 2, ... .

Iз означення оператора R(A2) маємо включення
R(A2) ∈ Q0(Bp)

Враховуючи зауваження 6, отримуємо твердження
теореми. �

Розглянемо на елементах системи V (A1) дробовi
степенi оператора A1

(Aθ1v2m(x,A1) ≡ (λm)θv2m(x,A1)+

+θ(λm)θ−1ξ1,mv2m−1(x,A1).

(A1)θv2m−1(x,A1) ≡ (λm)θv2m−1(x,A1),

m = 1, 2, ..., θ > 0.

Нехай Hθ
p ≡

{
y ∈ L2(0, 1) : Aθ1y ∈ L2(0, 1)

}
– гiль-

бертовий простiр функцiй зi скалярним добутком та нор-
мою вiдповiдно

(u, y;Hθ
p ) ≡ (u, y;L2(0, 1)) + (Aθ1u,A

θ
1y;L2(0, 1)),

‖u;Hθ
p‖2 ≡ (u, u;Hθ

p ) ≡

≡ (u, u;L2(0, 1)) + (Aθ1u,A
θ
1u;L2(0, 1)).

Теорема 4. Нехай n ≥ q > p ≥ 0, θ =
q − p
n

,

f ∈ Hθ
p . Тодi справджується нерiвнiсть

∞∑
m=1

1∑
j=0

|(f, v2m−j(x,A2), L2(0, 1))|2 <∞. (51)
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� Доведення. Для випадку f=f0∈Hθ
p

⋂
L2,0(0, 1),

враховуючи формули (47)–(48), отримуємо:

∞∑
m=1

1∑
j=0

∣∣(f0, v2m−j(x,A2);L2(0, 1))
∣∣2 =

=
∞∑
m=1

∣∣(f0, v2m(x);L2(0, 1))
∣∣2 =

=
∥∥f0;L2(0, 1)

∥∥2 ≤
∥∥f0;Hθ

p

∥∥2
. (52)

Якщо f = f1 ∈ Hθ
p ∩H1, вивчимо збiжнiсть ряду

∞∑
m=1

∣∣(f1, v2m(x,A2);L2(0, 1))
∣∣2 ≡

≡
∞∑
m=1

∣∣(f1, (1− (−1)q+1(ρm)2q−2pb)v2m(x)+

+(−1)q+1(ρm)2q−2pbv2m(x,A1);L2(0, 1))
∣∣2 =

≤ 2b2
∞∑
m=1

∣∣(f1, (ρm)2q−2pv2m(x,A0);L2(0, 1))
∣∣2+

+2b2
∞∑
m=1

∣∣(f1, (A1)θv2m(x,A1);L2(0, 1))
∣∣2 ≤

≤ 4b2
∞∑
m=1

∣∣(f1, (A1)θv2m(x,A1);L2(0, 1))
∣∣2 ≤

≤ 4b2
∞∑
m=1

∣∣(f, v2m(x,A1);Hθ
p )
∣∣2 <∞.

∞∑
m=1

∣∣(f1, v2m−1(x,A1);L2(0, 1))
∣∣2 ≡

≡
∞∑
m=1

∣∣(f1, v2m−1(x,A1);L2(0, 1))
∣∣2 ≤

≤
∥∥f1;L2(0, 1)

∥∥2 ≤
∥∥f1;Hθ

p

∥∥2
.

Враховуючи спiввiдношення f = f0 +f1 ∈ Hθ
p , одер-

жимо нерiвнiсть (51).
Теорему доведено. �

VI. Крайова задача

Розглянемо для будь-яких p ∈ {1, 2, ..., n}, b ∈ R кра-
йову задачу

(−1)2ny(2n)(x) = λy(x), x ∈ (0, 1), λ ∈ C, (53)

l3,jy ≡ y(2j−2)(0) + y(2j−2)(1) = 0, (54)

j = 1, 2, ..., n,

l3,n+jy ≡ y(2j−1)(0) + y(2j−1)(1) = 0, (55)

j = 1, 2, ..., n, j 6= p,

l3,n+jy ≡ y(2j−1)(0) + y(2j−1)(1) + l3py = 0, (56)

l3py ≡
kp∑
q=1

bp,q(y
(q)(0) + (−1)qy(q)(1)) = 0, (57)

bp,q ∈ R, kp < 2n, p = 1, 2, ..., n.

Нехай A3 ≡ A3,p – оператор задачi (53)–(56),

A3y ≡ (−1)ny(2n)(x), y ∈ D(A3),

D(A3) ≡
{
y ∈W 2n

2 (0, 1) : l3,jy = 0, j = 1, 2, ..., 2n
}
,

V (A3) – система кореневих функцiй оператора A3.

Теорема 5. Нехай bp,q ∈ R, 0 ≤ q ≤ kp ≤ n,
1 ≤ p < 2n. Тодi спектри операторiв A0, A3 збiгають-
ся i система функцiй V (A3) є повною та мiнiмальною у
просторi L2(0, 1).

Нехай kp ≤ p, p = 1, ..., n. Тодi система функцiй V (A3)
є базисом Рiсса в просторi L2(0, 1).

� Доведення. Безпосереднiми обчисленнями
можна переконатися, що

v2m−1(x) ∈ D(A3), A3v2m−1(x) = λmv2m−1(x).

Отже,

v2m−1(x,A3) ≡ v2m−1(x), m = 1, 2, ... . (58)

Кореневi функцiї оператора A3 визначимо сумою

v2m(x,A3) ≡ v2m(x) + c3,p,my2,p(x, ρm), (59)

m = 1, 2, ... .

Пiдставляючи вираз (59) в умови (55), (56), отрима-
ємо

c3,p,m =

kp∑
q=1

(−1)q+12
√

2bq,p(ρm)2kp−2p, (60)

v2m(x,A3) = v2m(x)+

+

kp∑
q=1

(−1)q+1bq,p(ρm)2q−2py1
2,p(x, ρm), (61)

m = 1, 2, ... .

Отже, оператор A3 має систему кореневих функцiй
(58)–(61) у сенсi рiвностей

A3v2m(x,A3) = λmv2m(x, v) + ξ0
p,mv2m−1(x,A3), (62)

ξ0
p,m = 4(−1)nnc3,p,mW (ω2

2 , ..., ω
2
n)(ρm)2n−1+2q−2p,

A3v2m−1 (x,A3) = λmv2m−1 (x,A3) , (63)

m = 1, 2, ... .

Введемо в розгляд оператор R(A3): C∞[0, 1] →
C∞[0, 1], який вiдображає систему власних
функцiй V (A0) у систему функцiй V (A3):
R(A3)vm(x) ≡ vm(x,A3), m = 1, 2, ..., p = 1, 2, ..., n.

Зi спiввiдношень (59)–(61), (57) маємо

R(A3) =

kn+p∏
q=1

(E + S(A2,p,q,b)) = E +

kn+p∑
q=1

S(A2,p,q,b).

(64)
Отже, R(A3) ∈ G(Bp).
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Тому з теореми 2 отримуємо таке твердження: си-
стема кореневих функцiй V (A3) оператора A3 є базисом
Рiсса в просторi L2(0, 1). �

Розглянемо для будь-яких p ∈ {1, 2, ..., n}, b ∈ R кра-
йову задачу

(−1)2ny(2n) = λy, x ∈ (0, 1), λ ∈ C, (65)

l4jy ≡ l0jy = 0, (66)

l4,jy ≡ y(2j−2)(0) + y(2j−2)(1) = 0, (67)

l4,n+jy ≡ y(2j−1)(0) + y(2j−1)(1) + l4jy = 0, (68)

l4jy ≡
kp∑
q=0

bj,q(y
(q)(0) + (−1)qy(q)(1)), (69)

bj,q ∈ R, kj < 2n, j = 1, 2, ..., n.

Нехай A4 – оператор задачi (65)–(70), A4y ≡
(−1)ny(2n)(x), y ∈ D(A4),

D(A4) ≡
{
y ∈W 2n

2 (0, 1) : l4,jy = 0, j = 1, ..., 2n
}
,

V (A4) – система кореневих функцiй оператора A4.

Теорема 6. Нехай bj,q ∈ R, 0 ≤ q ≤ kj < 2n,
j = 1, 2, ..., n. Тодi множини власних значень операторiв
A0 та A4 збiгаються i система V (A4) повна та мiнi-
мальна в просторi L2(0, 1). Якщо kj ≤ j, j = 1, 2, ..., n,
то система функцiй V (A4) є базисом Рiсса в просторi
L2(0, 1).

� Доведення. Визначимо систему V (A4) за до-
помогою операторiв R(A4) : V (A0)→ V (A4),

R(A4) = E + S(A4) =

n∏
j=1

(E + S(A3,j)).

Враховуючи рiвнiсть (64), для оператора R(A4) має-
мо розвинення

R(A4) =
n∏
p=1

kp∏
q=1

(E + S(A2,p,q,b)) =

= E +
n∑
p=1

kp∑
q=1

S(A2,p,q,b) =

= E +
n∑
p=1

S(A3,p) = E + S(A4). (70)

Згiдно з теоремою 3, оператори

R(A2,p,q) = E + S(A2,p,q)

є елементами Gc(Bp) ⊂ Q0(A0).
Отже, теорему доведено. �

Зауваження 7. Аналогiчнi результати можна отри-
мати для випадку багатоточкових умов

y(2j−2)(0)− y(2j−2)(1)+

+
r∑
s=0

kp∑
j=0

bp,j,s
(
y(j)(xs) + (−1)jy(r)(1− xs)

)
= 0.

Висновки

У роботi отримано такi результати:
1. Визначено новi класи суттєво несамоспряжених кра-
йових задач, побудовано системи кореневих функцiй та
бiортогональнi системи, визначено спектр таких задач.
2. Сформульовано достатнi умови повноти та базиснос-
тi за Рiссом системи кореневих функцiй дослiджуваних
задач.
3. Встановлено умови збiжностi розкладу функцiї у ряд
за системою кореневих функцiй нерегулярних за Бiркго-
фом крайових задач.
4. Дослiджено властивостi операторiв перетворення, якi
породженi нелокальними задачами, iзоспектральними з
оператором антиперiодичної задачi.
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NON-SELF-ADJOINT NON-LOCAL BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR THE
OPERATOR OF DIFFERENTIATION OF EVEN ORDER

Ya. O. Baranetskij, P. I. Kalenyuk, P. L. Sokhan

Lviv Polytechnic National University
12, S. Bandera Str., Lviv, 79013, Ukraine

The spectral properties of an essentially non-self-adjoint problem generated by non-local boundary
conditions for the differentiation operator of order 2n are investigated. The cases of regular and irregular
Birkhoff boundary conditions are studied. A system of root functions of the problem and elements of
biorthogonal systems are constructed. Sufficient conditions are obtained under which these systems are
complete and under some additional assumptions form a Riesz basis.

Key words: ordinary differential equations, nonlocal problems, Birkhoff regularity, nonselfadjoint

operator, Riesz basis.
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