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Доведено, що для довiльного локально-зв’язного обмеженого континуума в евклiдовому просторi

En, n ≥ 2 iснує послiдовнiсть вкладень вiдрiзка [0; 1] у простiр, яка рiвномiрно збiгається до
неперервного вiдображення вiдрiзка [0; 1] на континуум.
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Теорема Хана–Мазуркевича–Серпiнського [1, с. 261]
стверджує, що довiльний локально-зв’язний метричний
континуум є образом вiдрiзка I = [0; 1] за деякого не-
перервного вiдображення. Тепер вiдомi рiзнi характери-
зацiї локально-зв’язних континуумiв (бiблiографiю див.
у [2]). Нижче наведено одну з форм теореми Хана–
Мазуркевича–Серпiнського для локально-зв’язних кон-
тинуумiв у евклiдовому просторi.

Означення 1. Неперервне вiдображення h множи-
ни A в евклiдiв простiр En називається майже простим
(м.п.), якщо iснує послiдовнiсть вкладень hk : A→ En,
яка рiвномiрно збiгається до вiдображення h.

Теорема 1. Для довiльного локально-зв’язного кон-
тинуума в евклiдовому просторi En, n ≥ 2 iснує майже
просте вiдображення вiдрiзка I на континуум.

Теорема очевидна, якщо M ⊂ En, n > 2, а тому
потребує доведення лише для M ⊂ E2. Для доведе-
ння використовують дендрити [1, § 51]. Дендрит – це
локально-зв’язний континуум, що не мiстить простих
замкнених кривих. Скiнченний дендрит – це дендрит зi
скiнченною множиною кiнцевих точок.

Означення 2. [2, с. 372]. Вважатимемо, що конти-
нуум M можна наблизити послiдовнiстю скiнченних
дендритiв. якщо iснує послiдовнiсть скiнченних дендри-
тiв D1 ⊂ D2 ⊂ . . . ⊂ Dn ⊂ . . . таких, що:

1) множина
+∞⋃
n=1

Dn щiльна в M ;

2) якщо C – компонента множини Dn+1\Dn, то
diamC < 2−n.

Уорд довiв [2, теорема 2], що локально-зв’язний ме-
тризований континуум можна наблизити послiдовнiстю
скiнченних дендритiв.

Теорему спочатку доведемо для випадку, коли M –
скiнченний дендрит на площинi (лема 1), потiм кон-
тинуум M наближаємо послiдовнiстю скiнченних ден-
дритiв Dn, n=1, 2, ... i будуємо рiвномiрно збiжну
послiдовнiсть м.п. вiдображень Hn:I→Dn. Границя
lim
n→∞

Hn(t)=H(t) буде шуканим м.п. вiдображенням

H:I→M . Вiдображення Hn i H , а також iншi вiдобра-
ження у пiдмножини площини, розглянутi нижче, вва-
жають сюр’єктивними.

Сформулюємо допомiжнi твердження. Якщо D –
дендрит, то множину всiх його точок, якi не є кiнцевими
точками, позначимо D∗.

Лема 1. Для кожного скiнченного дедрита D на
площинi можна побудувати монотонно спадну по-
слiдовнiсть жорданових околiв Un(D∗), n = 1, 2, . . .
множини D∗, послiдовнiсть м.п. вiдображень
H(t;n) : I → ∂Un(D∗) i м.п. вiдображення H : I → D,
H(0) = H(1), якi задовольняють умови:

1) послiдовнiсть околiв Un(D∗) стягується монотонно
до множини D∗, а тому D∗ =

⋂
n
Un(D∗);

2) кожна границя ∂Un(D∗) мiстить всi кiнцевi точки
дендрита D;

3) якщо ∆ – iнтервал на I i кiнцевi точки дендри-
та D не належать множинi H(∆), то вiдображення
H : ∆→ E2 є вкладенням;

4) для довiльного iнтервалу ∆ ⊂ I всi вiдображення
H(t;n) : ∆→ E2 i є вкладеннями;

5) якщо e – довiльна кiнцева точка дендрита D,
то множина H−1(e) складається з однiєї точки i
H−1
k (e;n)=H−1(e) для всiх n = 1, 2, ...;

6) lim
n→∞

H(t;n) = H(t) рiвномiрно на I .

Означення 3. Якщо D – скiнченний дендрит, то A-
послiдовнiстю дендрита D назвемо четвiрку: дендрит
D, послiдовнiсть жорданових околiв Un(D∗), послiдов-
нiсть м.п. вiдображень H(t;n) : I → ∂Un(D∗) i м.п. вiд-
ображення H(t) : I → D, якi задовольняють тверджен-
ня леми 1. A-послiдовнiсть дендрита D позначатимемо
A(D,Un(D∗), H(t;n), H(t)), або коротко A(D,H(t)).

Зауважимо, що з леми 1 випливає теорема для ви-
падку, коли M – скiнченний дендрит.

Лема 2. Нехай D i E – скiнченнi дендрити, єди-
ною спiльною точкою яких є кiнцева точка d1 дендри-
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та E, G = D ∪ E i A(D,HD(t)) – A-послiдовнiсть
дендрита D. Тодi у множинi H−1

D (d1) iснує така то-
чка t1, що для кожного числа α1 > 0, такого, що
I1 = [t1 − α1; t1 + α1] ⊂ I , можна побудувати таку
A-послiдовнiсть A(G,HG(t)) дендрита G, що

HG(t) ∈ HD(I1)
⋃
E, якщо t ∈ I1;

HG(t) = HD(t), якщо t ∈ I \ I1.
(1)

Доведення леми 1. Нехай D – скiнченний дендрит;
d1, e1, ..., em, m ≥ 1 – його кiнцевi точки. Подамо ден-

дрит D у виглядi D =
m⋃
i=1

Bi, де B1 = ^d1e1 – ду-

га з кiнцями d1, e1; ^djej – незвiдна дуга мiж дендри-
том B1

⋃
...
⋃
Bj−1 i точкою ej , j = 2, ...,m. Позначимо

Dk = B1

⋃
...
⋃
Bk, k = 1, ...,m, i доведемо лему 1 iн-

дукцiєю за числом k.
Для випадку k = 1, коли дендрит D1 = B1 є дугою,

доведення леми легко одержати, скориставшись класи-
чними результатами з топологiї площини (наприклад,
теоремою Антуана [3, с. 69]), i ми його не наводимо.

Припустимо, що лема справджується для кожного
дендрита Dr, r ≤ k − 1 i доведемо її для дендрита
Dk = Dk−1

⋃
Bk. Дендрит Dk−1 i дуга Bk = ^dkek

мають єдину спiльну точку dk, кiнець дуги Bk.
Будуємо A-послiдовнiсть A(Dk−1, Hk−1(t)) згiд-

но з припущенням iндукцiї та A-послiдовнiсть
A(Bk, hk(t)) дуги Bk. Для зручностi припускатимемо,
що hk(0) = hk(1) = hk(0;n) = hk(1;n) = dk, а точка
Hk−1(0) = Hk−1(1) не є кiнцевою точкою жодної дуги
Bj , j=1, ...,m.

Для доведення леми опишемо A-послiдовнiсть
A(Dk, Hk(t)). Кроки у доведеннi перенумеруємо.

1. Побудова м.п. вiдображення Hk : I → Dk. Ду-
га Bk = ^dkek перетинає границi ∂Un(D∗k−1) для
усiх доволi великих номерiв n. Якщо у кожнiй мно-
жинi Bk

⋂
∂Un(D∗k−1) вибрати по однiй довiльнiй точ-

цi fn, то lim fn = dk. Очевидно, що послiдовнiсть
tn = H−1

k−1(fn;n) також збiжна i нехай t0 = lim tn.
Тодi t0 ∈ H−1

k−1(dk), t0 6= 0, 1. Виберемо вiдрiзок
Iα = [t0 − α; t0 + α] ⊂ I так, щоб множина Hk−1(Iα)
не мiстила точки Hk−1(0) = Hk−1(1), а також кiн-
цевих точок дендрита Dk−1, крiм, можливо, точки
dk = Hk−1(t0), якщо вона є кiнцевою.

Роздiлимо вiдрiзок I на шiсть вiдрiзкiв ∆1, . . . ,∆6,
що не мають попарно спiльних внутрiшнiх точок, точка-
ми t0, t0 ± α/2, t0 ± α, нумеруючи цi вiдрiзки в послi-
довностi їх розмiщення на I . Для кожного i = 1, . . . , 6,
будуємо лiнiйнi сюр’єктивнi вiдображення li, що визна-
чаються умовами:
l1: ∆1 = [0; t0−α)→ [0; t0−α) – тотожне вiдображення,
l2: ∆2 = [t0−α; t0−α/2)→ [t0−α; t0), l2(t0−α)=t0−α,
l3: ∆3 = [t0 − α/2; t0)→ [0; 1/2), l3(t0 − α/2) = 0,
l4: ∆4 = [t0; t0 + α/2)→ [1/2; 1), l4(t0) = 1/2,
l5: ∆5 = [t0+α/2; t0+α)→ [t0; t0+α), l5(t0+α/2) = t0,
l6: ∆6 = [t0 +α; 1]→ [t0 +α; 1] – тотожне вiдображення.

Вiдображення l : I→I , визначене умовою l(t)=li(t),
якщо t ∈ ∆i, лiнiйне на кожному вiдрiзку ∆i, а точки
t0 ± α/2 є його точками розриву.

Побудуємо вiдображення

Hk(t) =

{
Hk−1(l(t)), якщо t ∈ I \ (∆3 ∪∆4);
hk(l(t)), якщо t ∈ ∆3 ∪∆4 .

Очевидно, що Hk(0) = Hk(1), Hk(I) = Dk i
Hk(Iα) = Bk

⋃
Hk−1(Iα). Вiдображення Hk(t) непе-

рервне на кожному вiдрiзку ∆ ⊂ I такому, що множинi
Hk(∆) не належать кiнцевi точки дендрита Dk, воно є
вкладенням, а тому виконується умова 3 леми 1. Нижче
покажемо, що Hk(t) – м.п. вiдображення.

Зауваження 1. Розглянутi дендрит Dk−1 i дуга Bk
задовольняють умови леми 2, а вiдображення Hk−1(t) i
Hk(t) – умови, подiбнi до (1), а саме

Hk(t) ∈ Hk−1(Iα) ∪Bk, якщо t ∈ Iα;

Hk(t) = Hk−1(t), якщо t ∈ I \ Iα.

2. Побудова монотонно спадної послiдовностi око-
лiв Un(D∗k). Припускатимемо, що границi ∂Un(D∗k−1) i
∂Un(B∗k) околiв Un(D∗k−1) i Un(B∗k) є локально полiе-
дральними множинами (крiм, можливо, кiнцевих точок
дендрита Dk−1 i дуги Bk), якi розмiщенi в загальному
положеннi в околах спiльних точок цих множин (крiм,
можливо, точки dk, якщо вона є кiнцевою точкою ден-
дрита Dk−1).

Розглянемо спочатку випадок, коли точка dk не є кiн-
цевою точкою дендрита Dk−1.

Окiл Un(D∗k) визначаємо як внутрiшнiсть зами-
кання об’єднання всiх обмежених компонент множи-
ни E2 \ (∂Un(D∗k−1)

⋃
∂Un(B∗k)). З визначення випли-

ває, що окiл Un(D∗k) є диском, його границя ∂Un(D∗k)
є локальним полiедром у кожнiй точцi, за винятком,
можливо, кiнцевих точок дендрита Dk, а також що
Un+1(D∗k) ⊂ Un(D∗k).

Будуючи м.п. вiдображення Hk(t;n) : I → ∂Un(D∗k),
множину Un(D∗k) зручно розглядати як результат при-
єднання до околу Un(D∗k−1) деякої скiнченної кiлькостi
дискiв F1, . . . , Fs, що вiдтинаються компонентами мно-
жини ∂Un(B∗k)\Un(D∗k−1) вiд множини E2 \Un(D∗k−1):

Un(D∗k) = Int(Un(D∗k−1)
⋃

(F1 ∪ . . . ∪ Fs)). (2)

Оскiльки будь-якi два диски цього об’єднання або не
мають спiльних точок, або один з них мiститься в iншо-
му, то залишимо в (2) тiльки максимальнi диски (тобто
такi, що не мiстяться в iнших дисках об’єднання). Для
них збережемо позначення F1, . . . , Fs i запис (2). З по-
будови видно, що кожна границя ∂Un(D∗k) мiстить всi
кiнцевi точки дендрита Dk, а тому виконується умова 2
леми 1.

3. Побудова послiдовностi вiдображень Hk(t;n).
Нехай A(Dk−1, Un(D∗k−1), Hk−1(t;n), Hk−1(t)) i
A(Bk, Un(B∗k), hk(t;n), hk(t)) – визначенi вище
A-послiдовностi.

Припускатимемо, що окiл Un(B∗k) перетинає тi й
тiльки тi компоненти множини ∂Un(D∗k−1) \ Dk−1, якi
перетинаються дугою Bk (цього можна досягти за раху-
нок невеликої змiни околiв Un(B∗k)). Тому iснує такий

номер N , що для всiх n > N обидвi множини Enk
df
=

Un(B∗k)
⋂
∂Un(D∗k−1) i B∗k

⋂
∂Un(D∗k−1) належать тим
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дугам-компонентам множини ∂Un(D∗k−1) \ Dk−1 (по-
значимо їх Γn), що мають однаковi спiльнi кiнцевi то-
чки (якi є кiнцями дендрита Dk−1). Позначимо через
^ak−1

n bk−1
n найменшу дугу на Γn, що мiстить множи-

ну Enk i має кiнцi у точках ak−1
n i bk−1

n . Очевидно, що
ak−1
n , bk−1

n ∈ Enk. Подiбно на кривiй ∂Un(B∗k) вибира-
ємо найменшу дугу, що мiстить множину Enk i точку
dk i позначаємо її ^aknb

k
n (akn, bkn – її кiнцi). Позначення

виберемо так, щоб ak−1
n � akn ≺ bkn � bk−1

n на дузi Γn.
З побудови випливає, що для i = k − 1, k маємо

lim
n→∞

ain = lim
n→∞

bin = dk = Dk−1

⋂
Bk = Hk−1(t0) =

= hk(0;n) = hk(1;n), a тому

lim
n→∞

diam(^ainb
i
n) = 0, i = k − 1, k. (3)

Позначимо також ^ ˜ak−1
n bk−1

n = ∂Un(D∗k−1) \
(^ak−1

n bk−1
n ) i ^ãknb

k
n = ∂Un(B∗k)\ (^aknb

k
n). Для i, j =

k − 1, k визначимо

αijn =

{
H−1
k−1(ain;n), j = k − 1;

h−1
k (ain;n), j = k,

βijn =

{
H−1
k−1(bin;n), j = k − 1;

h−1
k (bin;n), j = k.

(4)

Очевидно, що αk−1
k−1 n ≤ αkk−1 n < βkk−1 n ≤ βk−1

k−1 n

(в усякому разi, цього можна досягти за рахунок збiль-
шення номера n. Крiм того, не зменшуючи загальностi,
припускаємо, що 0 < αik n < 1

2 < βik n < 1. Оскiльки
дуга Bk має єдину спiльну точку dk з дендритом Dk−1,
а дуга ^ak−1

n bk−1
n ⊂ Γn не мiстить кiнцевих точок ден-

дрита Dk−1, то на основi припущення iндукцiї iз твер-
джень 2–4, 6 леми 1 для i = k − 1, k одержуємо

lim
n→∞

αik−1 n = lim
n→∞

βik−1 n = t0,

lim
n→∞

αik n = 0, lim
n→∞

βik n = 1.
(5)

Якщо тепер Iα ⊂ I – вiдрiзок, вибраний у п. 1, i ε –
доволi мале число, то на основi (3) iснує такий номер
Nε > N , що для i = k − 1, k i для всiх n > Nε маємо

diam(^ainb
i
n) < ε, diam(^ãinb

i
n) > ε,

^ak−1
n bk−1

n ⊂ Γn,

t0 − α < αk−1
k−1 n < βk−1

k−1 n < t0 + α,

Hk−1(0;n) /∈ Hk−1(Iα;n).

Переходимо до опису вiдображення Hk(t;n). Не-
хай t ∈ I . Тодi Hk−1(t;n) ∈ ∂Un(D∗k−1). Якщо
до того ж Hk−1(t;n) ∈ ∂Un(D∗k), то приймемо
Hk(t;n) = Hk−1(t;n). Якщо Hk−1(t;n) /∈ ∂Un(D∗k),
то Hk−1(t;n) ∈ Un(D∗k), i тодi окiл Un(D∗k) розгляда-
тимемо як об’єднання дискiв (2). У цьому випадку то-
чка Hk−1(t;n) є спiльною граничною точкою деякого
максимального диска Fi, i = 1, . . . , s i диска Un(D∗k−1),

а тому iснує дуга γi = Fi
⋂
Un(D∗k−1), якiй належить

точка Hk−1(t;n). Оскiльки γi ⊂ (^ak−1
n bk−1

n ) ⊂ Γn,
то diamγi < ε. Дуги γ̃i = ∂Fi \ γi, i = 1, . . . , s,

лежать на кривiй ∂Un(B∗k), причому серед цих дуг

є одна, (нехай γ̃s), що збiгається з дугою ^ãknb
k
n, а

iншi дуги γ̃1, . . . , γ̃s−1 лежать на дузi ^aknb
k
n. Тому

diamγ̃s > ε (назвемо цю дугу "великою"), а diamγ̃j < ε,
j = 1, . . . , s− 1 (назвемо цi дуги "малими"). Зауважимо,

що оскiльки γ̃s = ^ãknb
k
n, то h−1

k (γ̃s;n) = [αkk n;βkk n],
H−1
k−1(γs;n) = [αkk−1 n;βkk−1 n].

Для кожної дуги γi, i = 1, . . . , s, визначимо вiдрiзок
δi = H−1

k−1(γi;n). Очевидно, що δi ∩ δ′i = ∅, якщо i6=i′,
i′=1, . . . , s, i кожне вiдображення Hk−1(t;n):δi→γi є го-
меоморфiзмом. Щоб одержати вiдображення Hk(t;n),
змiнимо вiдображення Hk−1(t;n) на кожному з вiд-
рiзкiв δ1, . . . , δs, тобто для кожної "малoї"дуги γ̃j ,
j = 1, . . . , s− 1, побудуємо довiльний гомеоморфiзм
qj : δj → γ̃j так, щоб вiдображення H̃k−1(t;n), визна-
чене умовою

H̃k−1(t;n) =

{
Hk−1(t;n), t ∈ I \ (

⋃s−1
j=1 δj);

qj(t), t ∈ δj , j = 1, . . . , s− 1,

було неперервним на I . Оскiльки diamFj<2ε,
j=1, . . . , s−1, то |H̃k−1(t;n) − Hk−1(t;n)| < 2ε, t ∈ I ,
n > Nε.

Залишилось побудувати вiдображення вiдрiзка
δs = [αkk−1 n;βkk−1 n] на "велику"дугу γ̃s, що зробимо
за допомогою мiркувань, подiбних до наведених в п.1.
Роздiлимо вiдрiзок I на шiсть вiдрiзкiв ∆1, . . . ,∆6, що
не мають попарно спiльних внутрiшнiх точок, точками
t0, t0±α/2, t0±α, нумеруючи цi вiдрiзки в послiдовнос-
тi їх розмiщення на I . Для кожного i = 1, . . . , 6 будуємо
лiнiйнi сюр’єктивнi вiдображення li n, що визначаються
умовами:
l1 n: ∆1 = [0; t0 − α) → [0; t0 − α) – тотожне вiдобра-
ження,
l2 n: ∆2 = [t0 − α; t0 − α/2) → [t0 − α;αkk−1 n),
l2 n(t0 − α) = t0 − α,
l3 n: ∆3=[t0−α/2; t0)→ [αkk n; 1/2), l3 n(t0−α/2)=αkk n,
l4 n: ∆4 = [t0; t0 + α/2)→ [1/2;βkk n), l4 n(t0) = 1/2,
l5 n: ∆5 = [t0 + α/2; t0 + α) → [βkk−1 n; t0 + α),
l5 n(t0 + α/2) = βkk−1 n,
l6 n: ∆6 = [t0 +α; 1]→ [t0 +α; 1] – тотожне вiдображен-
ня.

Вiдображення ln : I → I , визначене умовою
ln(t) = li n(t), якщо t ∈ ∆i, є лiнiйним на кожному вiд-
рiзку ∆i, a точки t0 ± α/2 є його точками розриву.

Вiдображення

Hk(t;n) =

{
H̃k−1(ln(t);n), t ∈ I \ (∆3 ∪∆4);
hk((ln(t);n), t ∈ (∆3 ∪∆4)

є неперервним на I внаслiдок (4). З побудови ви-
пливає, що для довiльного iнтервалу ∆ ⊂ I всi
вiдображення Hk(t;n) : ∆ → E2 є вкладення-
ми, а тому виконується умова 4 леми 1. Якщо e –
довiльна кiнцева точка дендрита Dk, то очевидно,
що множина H−1

k (e) складається з єдиної точки
i H−1

k (e;n)=H−1
k (e) для всiх n=1, 2, . . . (зокрема,

H−1
k (ek;n) = H−1

k (ek) = h−1
k (ek;n) = h−1

k (ek), якщо
ek – кiнець дуги Bk, ek 6=dk), а тому виконується та-
кож умова 5 леми 1.
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Переконаємося, що lim
n→∞

Hk(t;n) = Hk(t) рiвномiр-

но на I . З визначення вiдображень ln(t) i з (5) випливає,
що lim

n→∞
ln(t) = l(t) рiвномiрно на I . Використовуючи

далi визначення вiдображень Hk(t;n) i H̃k−1(t;n), для
усiх доволi великих номерiв n одержимо нерiвностi

|Hk(t;n)−Hk(t)|≤|H̃k−1(li n(t);n)−Hk−1(li n(t);n)|+

+|Hk−1(li n(t);n)−Hk−1(l(t))|,

якщо t ∈ ∆i, i = 1, 2, 5, 6, або

|Hk(t;n)−Hk(t)|≤|hk(li n(t);n)− hk(l(t))|,

якщо t ∈ ∆i, i = 3, 4.
З цих нерiвностей на основi властивостi одностай-

ної неперервностi рiвномiрно збiжної послiдовностi вi-
дображень випливає, що lim

n→∞
Hk(t;n) = Hk(t) рiвно-

мiрно на I . Отже, Hk(t) – м.п. вiдображення i для нього
виконується умова 6 леми 1. Оскiльки Hk(I) = Dk, то
околи Un(D∗k) стягуються до множиниD∗k, i виконується
також умова 1 леми. Лему 1 доведено для випадку, коли
точка dk, кiнець дуги Bk, не є кiнцевою точкою денрита
Dk−1.

Коли точка dk є кiнцевою точкою дендрита Dk−1,
то її зручно розглядати як внутрiшню точку об’єднання
околiв Un(D∗k−1) i Un(B∗k) (чого можна досягти за раху-
нок невеликого розширення цих околiв). Довести лему
вдається за тiєю самою схемою, що i вище. Лему 1 до-
ведено.

Зауваження 2. Побудована у пп. 2, 3 A-послiдов-
нiсть A(Dk, Hk(t)), а також зауваження 1 свiдчать про
те, що для дендрита Dk−1 i дуги Bk справджується ле-
ма 2. Тобто лему 2 доведено для випадку, коли дедрит i
дуга мають єдину спiльну точку, що є кiнцевою точкою
дуги.

Доведення леми 2. Позначимо через e1, . . . , en
кiнцевi точки дендрита E, вiдмiннi вiд точки d1,
i подамо дендрит G=D

⋃
E у виглядi об’єднання

G=D
⋃
E1

⋃
. . .
⋃
En, де Ei=^diei, i = 1, . . . , n, – не-

звiдна дуга мiж дендритом Di−1 = D
⋃
E1

⋃
. . .
⋃
Ei−1

i точкою ei (дедрит D позначається D0). Згiдно iз заува-
женням 2 лема 2 справджується для дендрита D i дуги
E1, тому iснують такi точка t1 ∈ H−1

D (d1), число α1 > 0,
вiдрiзок I1 = [t1 − α1; t1 + α1] ⊂ I i A-послiдовнiсть
A(D1, H1(t)) дендрита D1 = D

⋃
E1, що справджуєть-

ся твердження леми:

H1(t) ∈ HD(I1) ∪ E1, якщо t ∈ I1;
H1(t) = HD(t), якщо t ∈ I \ I1.

(6)

Очевидно також, що H−1
1 (E1) ⊂ I1, d2 ∈ E1.

Далi, знову застосовуючи лему 2 до дендрита D1 i
E2, виберемо такi точку t2 ∈ H−1

1 (d2) ⊂ H−1
1 (E1) ⊂ I1,

число α2, вiдрiзок I2 = [t2 − α2; t2 + α2] ⊂ I1 ⊂ I i
A-послiдовнiсть A(D2, H2(t)) дендрита D2 = D1 ∪ E2,
що

H2(t) ∈ H1(I2) ∪ E2, якщо t ∈ I2 ⊂ I1 ⊂ I;
H2(t) = H1(t), якщо t ∈ I \ I2.

(7)

З умов (6) i (7) одержуємо

H2(t) ∈ HD(I1) ∪ E1 ∪ E2, якщо t ∈ I1;

H2(t) = HD(t), якщо t ∈ I \ I1,

тобто лему 2 доведено для дендритiв D i E1 ∪ E2.
Аналогiчним способом, послiдовно застосовуючи

лему 2 до дендритiв Dj−1 i дуг Ej , j = 3, . . . n, буду-
ємо A-послiдовностi A(Dj , Hj(t)) такi, що

Hj(t) ∈ HD(I1) ∪ E1 ∪ . . . ∪ Ej , якщо t ∈ I1;

Hj(t) = HD(t), якщо t ∈ I \ I1.

Якщо j = n, одержимо A-послiдовнiсть
A(Dn, Hn(t)). Оскiльки Dn = G, то лему 2 доведено.

Доведення теореми. Наблизимо локально зв’язний
континуум M послiдовнiстю скiнченних денритiв
D1⊂D2⊂ . . .⊂Dn⊂ . . . [2, теорема 2]. Для доведення те-
ореми побудуємо рiвномiрно збiжну послiдовнiсть м.п.
вiдображень Hn : I → Dn, n = 1, 2, . . ..

Нехай n = 1. За лемою 1 для скiнченного дендрита
D1 iснує A-послiдовнiсть A(D1, H1(t)), де H1 : I→D1 –
м.п. вiдображення.

Для n = 2 розглянемо дендрит D2. Замикання ко-
жної компоненти множини D2 \ D1 є скiнченним ден-
дритом, що має тiльки одну спiльну точку з дендритом
D1, i нехай aj , j = 1, . . . ,m, – всi такi спiльнi точки. Для
кожної множини H−1

1 (aj) виберемо окiл V (aj) цiєї мно-
жини на вiдрiзку I так, щоб околи рiзних множин взаєм-
но не перетиналися i щоб diam H1(V (aj)) < 2−n = 2−2,
j = 1, . . . ,m.

Виберемо точку a1. Позначимо через C̄1, . . . , C̄k за-
микання компонент множини D2 \D1, для кожної з яких
точка a1 є кiнцевою точкою, diam Ci < 2−n = 2−2. По-
значимо D1,0 = D1, D1,i = D1,i−1 ∪ C̄i, i = 1, . . . , k,
D1(a1) = D1,k, H1,0(t) = H1(t) й опишемо побудову
A-послiдoвностi A(D1(a1), H1(t; a1)).

Застосовуючи лему 2 до дендритiв D1,0 i C̄1, вибе-
ремо такi точку t1 ∈ H−1

1,0 (a1), число α1 > 0, вiдрiзок
I1 = [t1 − α1; t1 + α1] ⊂ V (a1) (вибiр числа α1, а також
iнших чисел α2, . . . , αk, що вводяться нижче, уточнимо)
i побудуємо таку A-послiдовнiсть A(D1,1, H1,1(t)) ден-
дрита D1,1, що

H1,1(t)∈H1,0(I1)∪C̄1⊂H1,0(V (a1))∪C̄1, t ∈ I1;
H1,1(t) = H1,0(t), t ∈ I \ I1.

(8)

Далi знову застосуємо лему 2 до дендритiв D1,1 i C̄2

i виберемо такi точку t2 ∈ H−1
1,1 (a1), число α2 > 0, вiд-

рiзок I2 = [t2 − α2; t2 + α2] ⊂ V (a1) i A-послiдовнiсть
A(D1,2, H1,2(t)) дендрита D1,2, що

H1,2(t) ∈ H1,1(I2) ∪ C̄2, t ∈ I2;
H1,2(t) = H1,1(t), t ∈ I \ I2.

(9)

Зменшуємо, якщо потрiбно, число α2 так, щоб або
I2 ⊂ I1, якщо t2 ∈ I1, або I2 ∩ I1 = ∅, якщо t2 /∈ I1. Тодi
з (8) i (9) маємо

H1,2(t) ∈ H1,0(V (a1)) ∪ C̄1 ∪ C̄2, t ∈ I1 ∪ I2;
H1,2(t) = H1,0(t), t ∈ I \ (I1 ∪ I2).
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Продовжуючи описану побудову за iндукцiєю, одер-
жимо A-послiдовностi A(D1,i, H1,i(t)), t = 1, . . . , k,
причому вiдображення H1,k задовольняє умови

H1,k(t)∈H1,0(V (a1))∪C̄1∪ . . .∪C̄k, t∈
k⋃
j=1

Ij⊂V (a1);

H1,k(t) = H1,0(t), t ∈ I \

 k⋃
j=1

Ij

 . (10)

Оскiльки всi множини C̄1, . . . , C̄k i H1,0(V (a1)) ма-
ють спiльну точку i дiаметр кожної з них не бiльший
за 2−n = 2−2, то з (10) одержуємо, що для t ∈ I
|H1,k(t) − H1,0(t)| < 2−1, причому H1,k(t) = H1,0(t),
якщо t ∈ I \ V (a1). Шуканою A-послiдовнiстю дендри-
та D1(a1) = D1,k, D1 ⊂ D1(a1) ⊂ D2 є A-послiдовнiсть
A(D1,k, H1,k(t)).

Продовжимо побудову м.п. вiдображення H2:I→D2

подiбним способом для всiх iнших точок a2, . . . , am, що
є спiльними для замикання компонент множини D2 \D1

i дедрита D1. Враховуючи, що кожна така компонен-
та має дiаметр, менший за 2−n = 2−2 i сама побу-
дова змiнює м.п. вiдображення лише в околах V (aj),

j = 2, . . . ,m, одержимо в результатi побудови таку
A-послiдовнiсть A(D2, H2(t)) дендрита D2, що

|H1(t)−H2(t)| < 2−1 для усiх t ∈ I

причому

H1(t) = H2(t), якщо t ∈ I \

 m⋃
j=1

V (aj)

 .

Далi для кожного дендрита Dn будуємо
A-послiдовнiсть A(Dn, Hn(t)). Оскiльки дiаметри ком-
понентiв множини Dn \Dn−1 меншi за 2−n, то

|Hn−1(t)−Hn(t)| < 2−n+1 для всix t ∈ I.

Отже, послiдовнiсть Hn(t) рiвномiрно збiгається на
I . Нехай H(t) = lim

n→∞
Hn(t). Оскiльки послiдовнiсть

дендритiв наближає локально зв’язний континуум M , а
вiдображення Hn(t) майже простi, то H(t) – м.п. вiд-
ображення вiдрiзка I на континуум M . Теорему доведе-
но.
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The theorem has been proved that for any locally connected bounded continuum in Euclidean space
En, n ≥ 2 there is a sequence of embeddings of the segment [0; 1] into En that converges uniformly to
a continuous map of [0; 1] onto the continuum.
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