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Analytical relationships have been obtained that define the configuration of a tractor-
semitrailer in circular paths and the conditions of divergent stability losses under a constant 
Ackerman angle motion. An assessment analysis has been done of the accuracy of approximated 
analytical results on the basis of the numerical analytic method of parameter-related continuation 
for the complete model of a tractor-semitrailer 

 
Вступ. Властивості повороткості автопоїзда можуть істотно відрізняться від 

відповідних властивостей окремо взятого тягача внаслідок перерозподілу вертикальних 
реакцій опорної поверхні на осях тягача і виникнення поперечної реакції в точці шарнірного 
з’єднання з напівпричепом. З огляду безпеки руху, особливої уваги набуває аналіз умов, за 
яких можлива стрибкоподібна зміна орієнтації напівпричепа  
(з внутрішньої на зовнішню) в коловому режимі при варіації поздовжньої швидкості руху. В 
роботі реалізується підхід, що дозволяє отримати розв’язки поставлених задач в 
аналітичному вигляді. Робота ініційована результатами досліджень J. P. Pauwelussen [1] і 
націлена на подальший розвиток графоаналітичного підходу побудови множини 
стаціонарних режимів нелінійної моделі дволанкового автопоїзду з використанням ідей 
біфуркаційного аналізу. 

Мета роботи. Знайти критичну множину параметрів управління (v, θ), що 
відповідають дивергентній втраті стійкості множини стаціонарних режимів руху. Визначити 
умови дивергентної втрати стійкості стаціонарних колових режимів, що відповідають руху з 
різною поздовжньою швидкістю по кривій заданого радіусу кривизни (з фіксованим кутом 
Аккермана) [2]. 

Метод розв’язання задачі. Геометричний метод аналізу множини стаціонарних 
режимів нелінійної моделі автопоїзду [1, 3, 4] у поєднанні з підходами теорії біфуркацій 
динамічних систем [5] дає можливість отримати умову дивергентної втрати стійкості 
кругового стаціонарного руху дволанкового екіпажа у загальному вигляді, що еквівалентно 
умові реалізації кратного стаціонарного руху по зі сталим кутом Аккермана . 

В роботі прийнято наступні позначення параметрів системи: а, b – відстані від центру 
мас тягача до центрів передньої (керованої) осі та задньої осі тягача; l – база тягача (l = a + 
b); c – відстань від центру мас тягача до точки шарнірного з’єднання з веденою ланкою; d1 – 
відстань від центру мас веденої ланки до точки шарнірного з’єднання з тягачем; b1 – 
відстань від центру мас веденої ланки до осі напівпричепа шарнірного з’єднання; L1 – база 
напівпричепа (L1 = b1 + d1); Y1, Y2, Y3, k1, k2, k 3  –сили відведення та коефіцієнти опору 
відведенню на осях відповідно; θ – кут повороту керованого модуля; m, J – маса та 
центральний момент інерції тягача; v, u – поздовжня і поперечна проекції вектора швидкості 
центру мас на осі, зв'язані з тягачем; ω – кутова швидкість тягача відносно вертикальної осі; 
m2 – маса другої ланки; φ1 – кут складання (кут між поздовжньою віссю тягача та 
напівпричепом). 
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Вихідна система, що визначає множину стаціонарних режимів нелінійної моделі 
дволанкового автопоїзду має вигляд: 
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Лінеаризована система рівнянь, що визначає стаціонарний режим руху автопоїзда 
 2 1 2 3

1 2 3 2

1 2 1 3

0
0

0

m m v Y Y Y
aY bY cY cm v
d m v L Y ,







     


   
  

;
;  (2) 

має розв’язок:  
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Для руху по колу заданого радіуса, що встановився, має місце співвідношення: 
v
R  , 

де R – радіус траєкторії точки на поздовжній осі тягача, вектор швидкості якої направлений 
вздовж цієї ж осі. 

Враховуючі, що різниця кутів відведення на першій та другій осях тягача 

1 2
l
R     , на третій та другій осях 1

3 2 1
L c b

R  
 

   , а величини кутів відведення, які 

відповідають стаціонарним режимам руху      
1 2 3

1 1 2 2 3 3i y y yY a , Y a , Y a   
  

  : , 
отримаємо два співвідношення, котрі визначають криву повороткості і криву складання у 
випадку зчленованого екіпажа:  
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де 
2

y
va gR  – бокова складова прискорення центра мас тягача. 

Систему (3) подамо у більш загальному вигляді: 
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яка дає можливість визначити необхідний параметр керування   та конфігурацію автопоїзда 
в коловій траєкторії постійного радіуса кривизни (зі сталим кутом Аккермана) в залежності 

від значення безрозмірного бокового прискорення центра мас тягача (
2

y
va gR ). 

На рисунку 1 представлені результати порівняльного аналізу кривих повороткості 
(криві 1) та складання (криві 2) моделі дволанкового автопоїзда, які отримані на основі 
наближеного аналітичного підходу та на базі чисельно-аналітичного метода подовження за 
параметром [6, 7] для повної моделі автопоїзда: неперервні криві відповідають чисельному 
аналізу повної моделі, а пунктирні криві – наближеному аналітичному підходу; дивергентна 
втрата стійкості на кривих повороткості відбувається в точках позначених маркером. 

Переваги наближеного аналітичного методу визначення параметрів стаціонарних 
станів моделі дволанкового автопоїзда полягають в простоті побудови відповідних 
аналітичних залежностей [4] (кривих повороткості та кривої складання), та можливості 
аналітичного визначення критичного значення параметра повздовжньої швидкості, що 
відповідає дивергентній втраті стійкості. Основний недолік – наперед невідома похибка при 
визначені критичної швидкості.  

 

 
Рис.1 - Порівняльний аналіз повороткості (криві 1) та складання (криві 2) наближеної та повної 
моделі дволанкового автопоїзда; точки на кривих сталої кривизни, де відбувається дивергентна 
втрата стійкості (при фіксованому куті Аккермана) для спрощеної і повної моделі автопоїзда 

позначені маркером. 
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Як видно з рисунка дивергентна втрата стійкості відбувається при менших значеннях 
бокового прискорення  в порівнянні з наближеним аналітичним підходом, який може 
слугувати в якості попереднього експрес аналізу дивергентної втрати стійкості зчленованого 
дволанкового автопоїзда. 
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Специфічні умови експлуатації автомобільних кранів та колісної комунальної техніки 

(насамперед сміттєвозів, автогідропідйомників і т.п.) зумовлюють відповідні вимоги щодо 
маневровості, стійкості руху (з підвищеним центром мас внаслідок технологічного 
обладнання) і зручності для екіпажу колісних шасі. Звична з часів СРСР практика 
виключного використання для цієї техніки шасі вантажних автомобілів вже понад два 
десятиліття змінена на реалії використання власних спеціальних і технологічних колісних 
шасі автомобільних кранів провідних світових виробників – Liebherr, Tadano, CNMC  і інш. 
(рис.1), а з появи у 1988 р. спеціального шасі Mercedes-Benz Econic  (рис.2) – і у сфері 
сміттєвозів та іншої комунальної техніки та появу відповідних аналогів шасі у інших 
провідних автовиробників (Renault, MAN, Scania і інш.) 
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