
ВIСНИК НАЦIОНАЛЬНОГО УНIВЕРСИТЕТУ
“ЛЬВIВСЬКА ПОЛIТЕХНIКА”

“Фiзико-математичнi науки”
№ 871, 2017, c. 33–39

JOURNAL OF LVIV POLYTECHNIC
NATIONAL UNIVERSITY

“Physical and mathematical sciences”
№ 871, 2017, p. 33–39

ОБЕРНЕНА ЗАДАЧА ДЛЯ ДВОВИМIРНОГО ПАРАБОЛIЧНОГО РIВНЯННЯ ЗI
СЛАБКИМ ВИРОДЖЕННЯМ

В. А. Власов

Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка
вул. Унiверситетська, 1, 79001, Львiв, Україна

(Отримано 3 травня 2017 р.)
Встановлено умови iснування та єдиностi розв’язку оберненої задачi для двовимiрного пара-

болiчного рiвняння зi слабким степеневим виродженням. Невiдомий залежний вiд часу старший
коефiцiєнт рiвняння.

Ключовi слова: обернена задача, функцiя Грiна, слабке степеневе виродження, параболiчне

рiвняння.

2000 MSC: 35R30

УДК: 517.95

Вступ

У цiй роботi вивчено обернену задачу для парабо-
лiчного рiвняння з виродженням у прямокутнiй областi.
Прямi задачi такого типу виникають як математичнi мо-
делi процесiв опрiснення морських вод, руху рiдини у
пористому середовищi, поведiнки фiнансових ринкiв то-
що [1–3]. Такi задачi вже вивченi достатньо повно (див.,
наприклад, [4]).

Оберненi задачi виникають у тих випадках, коли де-
якi параметри цих процесiв невiдомi. Дослiдження обер-
нених задач для одновимiрних параболiчних рiвнянь з
виродженням започатковано в працях М. I. Iванчова та
Н. В. Салдiної [5–8]. Пiзнiше окремi результати було
перенесено на областi з вiльними межами [10], [11].
Частинний випадок оберненої задачi для двовимiрного
рiвняння теплопровiдностi з виродженням розглянуто в
[12].

У цiй роботi встановлено умови iснування та єдино-
стi розв’язку оберненої задачi для двовимiрного парабо-
лiчного рiвняння з виродженням. Невiдомий залежний
вiд часу старший коефiцiєнт, а рiвняння слабко виро-
джується, якщо t → 0, за степеневим законом. Локаль-
не iснування класичного розв’язку вказаної задачi дове-
дено за допомогою теореми Шаудера про нерухому то-
чку цiлком неперервного оператора. Єдинiсть розв’язку
встановлено з використанням властивостей iнтеграль-
них рiвнянь Вольтерра другого роду.

I. Iснування розв’язку

В областi QT = (0, h) × (0, l) × (0, T ) розгляне-
мо обернену задачу знаходження невiдомого коефiцiєн-
та a(t) > 0, t ∈ [0, T ] у параболiчному рiвняннi

ut = tβa(t)∆u+ b1(x, y, t)ux + b2(x, y, t)uy+

+ c(x, y, t)u+ f(x, y, t) (1)

з початковою умовою

u(x, y, 0) = φ(x, y), (x, y) ∈ D := [0, h]× [0, l], (2)

крайовими умовами

u(0, y, t) = µ1(y, t), u(h, y, t) = µ2(y, t),

(y, t) ∈ [0, l]× [0, T ],

uy(x, 0, t) = ν1(x, t), uy(x, l, t) = ν2(x, t),

(x, t) ∈ [0, h]× [0, T ] (3)

та умовою перевизначення

a(t)ux(0, y0, t) = κ(t), t ∈ [0, T ], (4)

де 0 < β < 1 i 0 < y0 < l – деяка фiксована точка.

Теорема 1. Нехай виконуються умови:

(A1) φ ∈ C1(D), µi ∈ C2,1([0, l] × [0, T ]), νi ∈
C1,0([0, h] × [0, T ]), bi, c, f ∈ C1,0(QT ), i = 1, 2, κ ∈
C[0, T ];

(A2) φx(x, y) > 0, (x, y) ∈ D, κ(t) > 0, t ∈ [0, T ];

(A3) µ1(y, 0) = φ(0, y), µ2(y, 0) = φ(h, y), y ∈ [0, l],
ν1(x, 0) = φy(x, 0), ν2(x, 0) = φy(x, l), x ∈ [0, h],
µ1y(0, t) = ν1(0, t), µ1y(l, t) = ν2(0, t), µ2y(0, t) =
ν1(h, t), µ2y(l, t) = ν2(h, t), t ∈ [0, T ].

Тодi для t ∈ [0, T0], де T0 ∈ (0, T ] визначається вихiдни-
ми даними, iснує розв’язок (a, u) задачi (1)–(4) iз класу
C[0, T0]×(C2,1(QT0

)∩C1,0(QT0
)), де a(t) > 0, t ∈ [0, T0]

.
� Доведення. Тимчасово припустимо, що фун-

кцiя a(t) > 0, t ∈ [0, T ] вiдома. Зведемо задачу (1)–(3)
до iнтегро-диференцiального рiвняння

u(x, y, t) = u0(x, y, t) +

t∫
0

l∫
0

h∫
0

G12(x, y, t, ξ, η, τ)×

× (b1(ξ, η, τ)v1(ξ, η, τ) + b2(ξ, η, τ)v2(ξ, η, τ)+

+ +c(ξ, η, τ)u(ξ, η, τ))dξdηdτ, (5)
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де похiднi ux(x, y, t) та uy(x, y, t) позначено через v1 та
v2, вiдповiдно, i

u0(x, y, t) =

l∫
0

h∫
0

G12(x, y, t, ξ, η, 0)φ(ξ, η)dξdη+

+

t∫
0

l∫
0

G12ξ(x, y, t, 0, η, τ)× τβa(τ)µ1(η, τ)dηdτ−

−
t∫

0

l∫
0

G12ξ(x, y, t, h, η, τ)τ
βa(τ)µ2(η, τ)dηdτ−

−
t∫

0

h∫
0

G12(x, y, t, ξ, 0, τ)τ
βa(τ)ν1(ξ, τ)dξdτ+

+

t∫
0

h∫
0

G12(x, y, t, ξ, l, τ)τ
βa(τ)ν2(ξ, τ)dξdτ+

+

t∫
0

l∫
0

h∫
0

G12(x, y, t, ξ, η, τ)f(ξ, η, τ)dξdηdτ.

Через Gij(x, y, t, ξ, η, τ), i = 1, 2 позначено функцiї
Ґрiна для рiвняння теплопровiдностi

ut = tβa(t)∆u+ f(x, y, t)

з крайовими умовами i-го роду за змiнною x i j-го роду
за змiнною y. Вони визначаються рiвнiстю

Gij(x, y, t, ξ, η, τ) =
1

4π(θ(t)− θ(τ))

××
+∞∑

m,n=−∞

((
exp

(
− (x− ξ + 2nh)2

4(θ(t)− θ(τ))

)
+

+ (−1)i exp
(
− (x+ ξ + 2nh)2

4(θ(t)− θ(τ))

))
×

×
(
exp

(
− (y − η + 2ml)2

4(θ(t)− θ(τ))

)
+

+ (−1)j exp
(
− (y + η + 2ml)2

4(θ(t)− θ(τ))

)))
, i, j = 1, 2,

де θ(t) =

t∫
0

τβa(τ)dτ. (6)

Зауважимо, що функцiю Ґрiна Gij можна подати у
виглядi добутку двох одновимiрних функцiй Ґрiна, тоб-
то Gij(x, y, t, ξ, η, τ) = Gi(x, t, ξ, τ)Gj(y, t, η, τ).

Використовуючи властивостi функцiй Ґрiна та iнте-
груючи частинами, з (5) обчислимо v1 та v2:

v1(x, y, t) = u0x(x, y, t) +

t∫
0

l∫
0

h∫
0

G12x(x, y, t, ξ, η, τ)×

× (b1(ξ, η, τ)v1(ξ, η, τ) + b2(ξ, η, τ)v2(ξ, η, τ)+

+ c(ξ, η, τ)u(ξ, η, τ))dξdηdτ, (7)

v2(x, y, t) = u0y(x, y, t) +

t∫
0

l∫
0

h∫
0

G12y(x, y, t, ξ, η, τ)×

× (b1(ξ, η, τ)v1(ξ, η, τ) + b2(ξ, η, τ)v2(ξ, η, τ)+

+ c(ξ, η, τ)u(ξ, η, τ))dξdηdτ, (8)

де

u0x(x, y, t) =

l∫
0

h∫
0

G22(x, y, t, ξ, η, 0)φξ(ξ, η)dξdη+

+

t∫
0

l∫
0

G22(x, y, t, h, η, τ)(µ2τ (η, τ)−τβa(τ)µ2ηη
(η, τ)−

− f(h, η, τ))dηdτ −
t∫

0

l∫
0

G22(x, y, t, 0, η, τ)×

× (µ1τ (η, τ)− τβa(τ)µ1ηη
(η, τ)− f(0, η, τ))dηdτ−

−
t∫

0

h∫
0

G22(x, y, t, ξ, 0, τ)τ
βa(τ)ν1ξ(ξ, τ)dξdτ+

+

t∫
0

h∫
0

G22(x, y, t, ξ, l, τ)τ
βa(τ)ν2ξ(ξ, τ)dξdτ+

+

t∫
0

l∫
0

h∫
0

G22(x, y, t, ξ, η, τ)fξ(ξ, η, τ)dξdηdτ, (9)

u0y(x, y, t) =

l∫
0

h∫
0

G11(x, y, t, ξ, η, 0)φη(ξ, η)dξdη+

+

t∫
0

l∫
0

G11ξ(x, y, t, 0, η, τ)τ
βa(τ)µ1η(η, τ)dηdτ−

−
t∫

0

l∫
0

G11ξ(x, y, t, h, η, τ)τ
βa(τ)µ2η(η, τ)dηdτ+

+

t∫
0

h∫
0

G11η(x, y, t, ξ, 0, τ)τ
βa(τ)ν1(ξ, τ)dξdτ−

−
t∫

0

h∫
0

G11η(x, y, t, ξ, l, τ)τ
βa(τ)ν2(ξ, τ)dξdτ+

+

t∫
0

l∫
0

h∫
0

G11(x, y, t, ξ, η, τ)fη(ξ, η, τ)dξdηdτ. (10)

Отримали систему iнтегральних рiвнянь (5), (7), (8),
еквiвалентну прямiй задачi (1)–(3). Для приєднання до
цiєї системи рiвняння, що отримується з умови переви-
значення (4), оцiнимо знизу v1(0, y0, t). Розглянемо пер-
ший iнтеграл з рiвностi для u0x. Безпосереднiм обчисле-
нням встановлюємо рiвнiсть

h∫
0

G2(x, t, ξ, τ)dξ = 1. (11)
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Застосовуючи її та умови (A2), отримаємо

l∫
0

h∫
0

G22(x, y, t, ξ, η, 0)φξ(ξ, η)dξdη ≥

≥ min
D

φx(x, y) :=M1 > 0.

Беручи до уваги, що всi iншi iнтеграли в (7) пря-
мують до нуля, якщо t → +0, встановлюємо iснування
такого числа T1 ∈ (0, T ], що на промiжку [0, T1] викону-
ватиметься нерiвнiсть∣∣∣∣
t∫

0

l∫
0

G22(0, y0, t, h, η, τ)(µ2τ (η, τ)− τβa(τ)µ2ηη (η, τ)−

− f(h, η, τ))dηdτ −
t∫

0

l∫
0

G22(0, y0, t, 0, η, τ)(µ1τ (η, τ)−

− τβa(τ)µ1ηη
(η, τ)− f(0, η, τ))dηdτ−

−
t∫

0

h∫
0

G22(0, y0, t, ξ, 0, τ)τ
βa(τ)ν1ξ(ξ, τ)dξdτ+

+

t∫
0

h∫
0

G22(0, y0, t, ξ, l, τ)τ
βa(τ)ν2ξ(ξ, τ)dξdτ+

+

t∫
0

l∫
0

h∫
0

G22(0, y0, t, ξ, η, τ)fξ(ξ, η, τ)dξdηdτ+

+

t∫
0

l∫
0

h∫
0

G12(x, y, t, ξ, η, τ)(b1(ξ, η, τ)v1(ξ, η, τ)+

+

t∫
0

l∫
0

h∫
0

G12(x, y, t, ξ, η, τ)(b1(ξ, η, τ)v1(ξ, η, τ)+

+ b2(ξ, η, τ)v2(ξ, η, τ)+

+ c(ξ, η, τ)u(ξ, η, τ))dξdηdτ

∣∣∣∣ ≤ M1

2
. (12)

Тодi

v1(0, y0, t) ≥
M1

2
> 0, t ∈ [0, T1], (13)

i умову (4) можна подати у виглядi

a(t) =
κ(t)

v1(0, y0, t)
, t ∈ [0, T1]. (14)

Отже, задачу (1)–(4) зведено до системи рiвнянь
(5), (7), (8), (14), у якiй час належить звуженому про-
мiжку [0, T1]. Легко переконатись, що у певному сен-
сi ця система еквiвалентна оберненiй задачi (1)–(4).
Справдi, якщо (a(t), u(x, y, t)) – розв’язок задачi (1)–
(4) з класу C[0, T1] × (C2,1(QT1

) ∩ C1,0(QT1
), то зi

способу отримання системи (5), (7), (8), (14) функцiї
(a(t), u(x, y, t), v1=ux(x, y, t), v2=uy(x, y, t)) будуть не-
перервним розв’язком цiєї системи. З iншого боку,
якщо (a(t), u(x, y, t), v1(x, y, t), v2(x, y, t)) – неперерв-
ний розв’язок системи рiвнянь (5), (7), (8), (14), то, ди-
ференцiюючи послiдовно рiвняння (5) за змiнними x та

y, переконуємось у тому, що v1(x, y, t) ≡ ux(x, y, t),
v2(x, y, t) ≡ uy(x, y, t). Тодi з рiвняння (5) випливатиме,
що u(x, y, t) належить до класу C2,1(QT1)∩C1,0(QT1

) i
задовольняє умови (1)–(3) для будь-якої функцiї a(t) > 0
з класу C[0, T1]. Виконання умови (4) очевидне внаслi-
док рiвняння (14).

Доведемо iснування неперервного розв’язку системи
рiвнянь (5), (7), (8), (14), використовуючи теорему Ша-
удера про нерухому точку цiлком неперервного опера-
тора. Знайдемо апрiорнi оцiнки розв’язкiв цiєї системи.
Для оцiнки a(t) зверху використаємо рiвняння (14) та
нерiвнiсть (13):

a(t) ≤
2max

[0,T ]
κ(t)

M1
:= A1 <∞, t ∈ [0, T1]. (15)

Перейдемо до оцiнки a(t) знизу. Введемо по-
значення: U(t) := max

(x,y)∈D
|u(x, y, t)|, Vk(t) :=

max
(x,y)∈D

|vk(x, y, t)|, k ∈ {1, 2}. Використовуючи (11) та

оцiнки функцiй Грiна [13]

Gk(x, t, ξ, τ) ≤ C1 +
C2√

θ(t)− θ(τ)
, k ∈ {1, 2},

h∫
0

G1(x, t, ξ, τ)dξ ≤ 1,

наведемо приклади оцiнювання iнтегралiв, якi входять
до u0:∣∣∣∣

t∫
0

l∫
0

G12ξ(x, y, t, 0, η, τ)τ
βa(τ)µ1(η, τ)dηdτ

∣∣∣∣ ≤
≤ max

[0,l]×[0,T ]
|µ1(y, t)|

t∫
0

G1ξ(x, t, 0, τ)τ
βa(τ)dτ×

×
l∫

0

G2(y, t, η, τ)dη ≤ C3,

∣∣∣∣
t∫

0

h∫
0

G12(x, y, t, ξ, 0, τ)τ
βa(τ)ν1(ξ, τ)dξdτ

∣∣∣∣ ≤
≤ max

[0,h]×[0,T ]
|ν1(x, t)|

t∫
0

G2(y, t, 0, τ)τ
βa(τ)dτ×

×
h∫

0

G1(x, t, ξ, τ)dξ ≤

≤ C4 + C5

t∫
0

τβa(τ)dτ√
θ(t)− θ(τ)

≤ C4 + C6

√
θ(t) ≤ C7.

Зауважимо, що тут використано (15). Отже,

|u0(x, y, t)| ≤M0 <∞, (x, y, t) ∈ QT1
,
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де стала M1 визначається вихiдними даними. З аналогi-
чних мiркувань знаходимо

|u0y(x, y, t)| ≤M1 <∞, |u0x(x, y, t)| ≤ C8+

+ C9

t∫
0

dτ√
θ(t)− θ(τ)

, (x, y, t) ∈ QT1
.

Використовуючи знайденi оцiнки, з рiвнянь (5), (7),
(8) отримаємо

U(t) ≤ C10 + C11

t∫
0

(V1(τ) + V2(τ) + U(τ)) dτ,

t ∈ [0, T1], (16)

V1(t) ≤ C12 + C13

t∫
0

(V1(τ) + V2(τ) + U(τ) + 1)dτ√
θ(t)− θ(τ)

,

t ∈ [0, T1], (17)

V2(t) ≤ C14 + C15

t∫
0

(V1(τ) + V2(τ) + U(τ))dτ√
θ(t)− θ(τ)

,

t ∈ [0, T1]. (18)

Домножимо i подiлимо пiдiнтегральний вираз у (16) на√
θ(t)− θ(τ). Використавши (15), матимемо

U(t) ≤ C10+C16

t∫
0

V1(τ) + V2(τ)+U(τ)√
θ(t)− θ(τ)

dτ, t ∈ [0, T1].

(19)
Додамо нерiвностi (17)–(19). Ввiвши позначення
W (t) := U(t)+V1(t)+V2(t)+1, прийдемо до нерiвностi

W (t) ≤ C17 + C18

t∫
0

W (τ)√
θ(t)− θ(τ)

dτ, t ∈ [0, T1].

(20)
Iз умови перевизначення (4) маємо

a(t)W (t) ≥ κ(t)

або

1 ≤ a(t)W (t)

κ(t)
Пiдставимо отриману нерiвнiсть у (20) :

W (t) ≤ C19 + C20

t∫
0

a(τ)W 2(τ)√
θ(t)− θ(τ)

dτ. (21)

Пiднесемо обидвi частини (21) до квадрата i застосуємо
нерiвнiсть Кошi–Буняковського та оцiнку (15):

W 2(t) ≤ 2C2
19 + 2C2

20

t∫
0

A1W
4(τ)√

θ(t)− θ(τ)
dτ×

×
t∫

0

a(τ)√
θ(t)− θ(τ)

dτ. (22)

Оцiнимо останнiй iнтеграл в цiй нерiвностi. Беручи до
уваги нерiвнiсть

θ(t) ≤ tβ+1

β + 1
A1, тобто

(
θ(t)(β + 1)

A1

) β
β+1

≤ tβ ,

матимемо

t∫
0

a(τ)√
θ(t)− θ(τ)

dτ ≤ C21

t∫
0

a(τ)τβdτ

(θ(τ))
β

β+1

√
θ(t)− θ(τ)

.

Пiсля замiни z =
θ(τ)

θ(t)
одержимо

t∫
0

a(τ)√
θ(t)− θ(τ)

dτ ≤ C22(θ(t))
1−β

2(β+1)

1∫
0

dz

z
β

β+1
√
1− z

.

Оскiльки
β

β + 1
<

1

2
для 0 < β < 1, то

t∫
0

a(τ)√
θ(t)− θ(τ)

dτ ≤ C23(θ(t))
1−β

2(β+1)

1∫
0

dz√
z(1− z)

≤ C24.

Тодi нерiвнiсть (22) зведеться до вигляду:

W 2(t) ≤ C25 + C26

t∫
0

W 4(τ)√
θ(t)− θ(τ)

dτ.

Звiдси знаходимо

t∫
0

a(σ)W 2(σ)√
θ(t)− θ(σ)

dσ ≤ C27

t∫
0

a(σ)√
θ(t)− θ(σ)

dσ+

+ C28

t∫
0

a(σ)√
θ(t)− θ(σ)

dσ

σ∫
0

W 4(τ)√
θ(σ)− θ(τ)

dτ.

В останньому доданку цiєї нерiвностi змiнимо порядок

iнтегрування та виконаємо замiну z =
θ(σ)− θ(τ)

θ(t)− θ(τ)
. Ви-

користовуючи рiвнiсть

t∫
τ

a(σ)σβdσ√
(θ(t)− θ(σ))(θ(σ)− θ(τ))

= π,

матимемо

t∫
0

a(σ)W 2(σ)√
θ(t)− θ(σ)

dσ ≤ C29 + C30

t∫
0

W 4(τ)dτ

τβ
.

Пiдставивши цю оцiнку в (21), одержимо:

W (t) ≤ C31 + C32

t∫
0

W 4(τ)dτ

τβ
. (23)
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Позначимо праву частину нерiвностi через W1(t). Ди-
ференцiюючи її, знаходимо

W ′
1(t) = C32

W 4(t)

tβ
≤ C32

W 4
1 (t)

tβ
.

Розв’язавши цю нерiвнiсть, прийдемо до оцiнки

W (t) ≤ C32(1− β)
1
3

(1− β − 3C3
31C32t1−β)

1
3

, t ∈ [0, T0],

де T0 ∈ (0, T1] задовольняє нерiвнiсть 1 − β −
3C3

31C32T
1−β
0 > 0. Отже,

W (t) ≤M3, t ∈ [0, T0].

Звiдси випливають оцiнки

|v1(x, y, t)| ≤M3, |v2(x, y, t)| ≤M3,

|u(x, y, t)| ≤M3, (x, y, t) ∈ QT0
. (24)

Застосовуючи їх до (14), отримаємо оцiнку знизу для
a(t):

a(t) ≥ A0 > 0, t ∈ [0, T0], (25)

де A0 визначається вихiдними даними.
Систему рiвнянь (5), (7), (8), (14) подамо у виглядi

(a, u, v1, v2) = P (a, u, v1, v2), (26)

де оператор P визначається правими частинами рiвнянь
(5), (7), (8), (14). З оцiнок (15), (24), (25) випливає, що

оператор P переводить множину N =

{
(a, u, v1, v2) ∈

C[0, T0] ×
(
C(QT0

)
)3

: A0 ≤ a(t) ≤ A1, |u(x, y, t)| ≤

M3,
M1

2 ≤ v1(x, y, t) ≤ M3, |v2(x, y, t)| ≤ M3

}
в се-

бе. Те, що цей оператор цiлком неперервний, показано
в [8]. Тому за теоремою Шаудера iснує нерухома точка
оператора P , а, отже, i неперервний розв’язок системи
рiвнянь (5), (7), (8), (14). Теорему 1 доведено. �

II. Єдинiсть розв’язку

Теорема 2. Нехай виконуються умови:

(A4) φ ∈ C2(D), bi, c, f ∈ C1,0(QT ), µi ∈ C2,1([0, l] ×
(0, T ]) ∩ C1,0([0, l] × [0, T ]), νi ∈ C2,1([0, h] ×
(0, T ]) ∩ C1,0([0, h] × [0, T ]), iснують скiнченнi границi
lim
t→+0

tβµiyy(y, t), lim
t→+0

tβνixx(x, t), i ∈ {1, 2};

(A5) κ(t) ̸= 0, t ∈ [0, T ].

Тодi розв’язок (a(t), u(x, y, t)) задачi (1)–(4) єдиний в
класi C([0, T ]) × C2,1(D × (0, T ]) ∩ C1,0(QT ), a(t) > 0,
t ∈ [0, T ].

� Доведення. Нехай (ak, uk), k ∈ {1, 2} – два
розв’язки задачi (1)–(4). Для їх рiзницi a := a1 − a2,
u := u2 − u2 матимемо задачу

ut = tβa1(t)∆u+ tβa(t)∆u2 + b1(x, y, t)ux+

+ b2(x, y, t)uy + c(x, y, t)u, (x, y, t) ∈ QT , (27)

u(x, y, 0) = 0, (x, y) ∈ D, (28)

u(0, y, t) = u(h, y, t) = 0, (y, t) ∈ [0, l]× [0, T ],

uy(x, 0, t)=uy(x, l, t) = 0, (x, t) ∈ [0, h]× [0, T ], (29)

a1(t)ux(0, y0, t) = −a(t)u2x(0, y0, t), t ∈ [0, T ]. (30)

Iз використанням функцiї Ґрiна G̃12(x, y, t, ξ, η, τ) для
параболiчного рiвняння (27) задача (27)–(30) зведеться
до iнтегрального рiвняння

a(t) = − a1(t)

u2x(0, y0, t)

t∫
0

l∫
0

h∫
0

G̃12x(0, y0, t, ξ, η, τ)×

× τβa(τ)∆u2(ξ, η, τ)dξdηdτ, t ∈ [0, T ]. (31)

Зауважимо, що з умови (A5) випливає, що
u2x(0, y0, t)̸=0. Оцiнимо ядро цього рiвняння. Позна-
чимо через G∗

12(x, y, t, ξ, η, τ) функцiю Ґрiна задачi (2),
(3) для рiвняння теплопровiдностi

ut = tβa2(t)∆u.

Використовуючи для зображення u2 формулу, аналогi-
чну (5), та диференцiюючи її, знаходимо

u2xx(x, y, t) = u02xx(x, y, t) +

t∫
0

l∫
0

G∗
12ξ(x, y, t, h, η, τ)×

×
(
b1(h, η, τ)u2ξ(h, η, τ) + b2(h, η, τ)µ2η(η, τ)+

+ c(h, η, τ)µ2(η, τ)
)
dηdτ −

t∫
0

l∫
0

G∗
12ξ(x, y, t, 0, η, τ)×

×
(
b1(0, η, τ)u2ξ(0, η, τ) + b2(0, η, τ)µ1η(η, τ)+

+ c(0, η, τ)µ1(η, τ)
)
dηdτ −

t∫
0

l∫
0

h∫
0

G∗
12ξ(x, y, t, ξ, η, τ)×

× (b1(ξ, η, τ)u2ξξ + b2(ξ, η, τ)u2ηξ + (b1ξ(ξ, η, τ)+

+ c(ξ, η, τ))u2ξ + b2ξ(ξ, η, τ)u2η + cξ(ξ, η, τ)u2)dξdηdτ,
(32)

u2yy(x, y, t) = u02yy(x, y, t)−
t∫

0

l∫
0

h∫
0

G∗
12η(x, y, t, ξ, η, τ)×

× (b1(ξ, η, τ)u2ξη + b2(ξ, η, τ)u2ηη + (b2η (ξ, η, τ)+

+ c(ξ, η, τ))u2η + b1η (ξ, η, τ)u2ξ + cη(ξ, η, τ)u2)dξdηdτ,
(33)

MATHEMATICS 37

Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua



В. А. Власов

де

u02xx(x, y, t) =

l∫
0

h∫
0

G∗
12(x, y, t, ξ, η, 0)φξξ(ξ, η)dξdη−

−
t∫

0

l∫
0

G∗
12ξ(x, y, t, h, η, τ)(µ2τ (η, τ)−

− τβa2(τ)µ2ηη(η, τ)− f(h, η, τ))dηdτ+

+

t∫
0

l∫
0

G∗
12ξ(x, y, t, 0, η, τ)(µ1τ (η, τ)− τβa2(τ)×

× µ1ηη(η, τ)−f(0, η, τ))dηdτ +
t∫

0

h∫
0

G∗
12(x, y, t, ξ, l, τ)×

× τβa2(τ)ν2ξξ(ξ, τ)dξdτ−

−
t∫

0

h∫
0

G∗
12(x, y, t, ξ, 0, τ)τ

βa2(τ)ν1ξξ(ξ, τ)dξdτ−

−
t∫

0

l∫
0

h∫
0

G∗
12ξ(x, y, t, ξ, η, τ)fξ(ξ, η, τ)dξdηdτ,

u02yy(x, y, t) =

l∫
0

h∫
0

G∗
12(x, y, t, ξ, η, 0)φηη(ξ, η)dξdη−

−
t∫

0

l∫
0

G∗
12ξ(x, y, t, h, η, τ)τ

βa2(τ)µ2ηη(η, τ)dηdτ+

+

t∫
0

l∫
0

G∗
12ξ(x, y, t, 0, η, τ)τ

βa2(τ)µ1ηη(η, τ)dηdτ+

+

t∫
0

h∫
0

G∗
12(x, y, t, ξ, l, τ)(ν2τ (η, τ)− τβa2(τ)×

× ν2ξξ(ξ, τ)−f(ξ, l, τ))dξdτ −
t∫

0

h∫
0

G∗
12(x, y, t, ξ, 0, τ)×

× (ν1τ (η, τ)− τβa2(τ)ν1ξξ(ξ, τ)− f(ξ, 0, τ))dξdτ−

−
t∫

0

l∫
0

h∫
0

G∗
12η(x, y, t, ξ, η, τ)fη(ξ, η, τ)dξdηdτ,

Якщо в (31) пiдставити вираз ∆u2, знайдений з (32),
(33), то утвориться iнтегральне рiвняння Вольтерра ви-
гляду

a(t) =

t∫
0

K(t, τ)a(τ)dτ, t ∈ [0, T ] (34)

стосовно невiдомої a(t). Дослiдимо порядок особливо-
стi ядра K(t, τ). Для цього видiлимо з ядра доданок K0

з найвищою особливiстю

K0(t, τ) :=

t∫
0

l∫
0

h∫
0

G̃12x(0, y0, t, ξ, η, τ)τ
βdξdηdτ×

×
τ∫

0

l∫
0

G∗
12ξ1(ξ, η, τ, 0, η1, τ1)dη1dτ1.

Беручи до уваги (11), матимемо

|K0(t, τ)| ≤ C1

t∫
0

τβdτ

h∫
0

G̃1x(0, t, ξ, τ)dξ

τ∫
0

×

×G∗
1ξ1(ξ, τ, 0, τ1)dτ1.

За властивостями функцiй Грiна для встановлення по-
рядку особливостi K0 достатньо оцiнити аналогiчний
вираз, складений iз параметриксiв [14]:

K1(t, τ) :=

t∫
0

τβdτ

τ∫
0

dτ1

h∫
0

ξ2 exp
(
− ξ2

4(θ(t)−θ(τ))

)
(θ(t)− θ(τ))3/2

×

×
exp

(
− ξ2

4(θ(τ)−θ(τ1))

)
(θ(τ)− θ(τ1))3/2

dξ.

Застосовуючи нерiвнiсть Кошi–Буняковського, оцiнимо
внутрiшнiй iнтеграл з K1(t, τ):

h∫
0

ξ2 exp
(
− ξ2

4(θ(t)−θ(τ))

)
(θ(t)− θ(τ))3/2

exp
(
− ξ2

4(θ(τ)−θ(τ1))

)
(θ(τ)− θ(τ1))3/2

dξ ≤

≤
( h∫

0

ξ2e−
ξ2

2(θ(t)−θ(τ))

(θ(t)− θ(τ))3
dξ

)1/2( h∫
0

ξ2e
− ξ2

2(θ(τ)−θ(τ1))

(θ(τ)− θ(τ1))3
dξ

)1/2

.

У кожному з iнтегралiв замiнимо змiннi, вiдповiдно
z = ξ√

2(θ(t)−θ(τ))
та ζ = ξ√

2(θ(τ)−θ(τ1))
:

h∫
0

ξ2 exp
(
− ξ2

4(θ(t)−θ(τ))

)
(θ(t)− θ(τ))3/2

exp
(
− ξ2

4(θ(τ)−θ(τ1))

)
(θ(τ)− θ(τ1))3/2

dξ ≤

≤ C1

(θ(t)− θ(τ))3/4(θ(τ)− θ(τ1))3/4

 ∞∫
0

z2e−z
2

dz

1/2

×

×

 ∞∫
0

ζ2e−ζ
2

dζ

1/2

≤ C2

(θ(t)−θ(τ))3/4(θ(τ)−θ(τ1))3/4
≤

≤ C3

(tβ+1 − τβ+1)3/4(τβ+1 − τβ+1
1 )3/4

.

Тодi

K1(t, τ) ≤ C3

t∫
0

τβdτ

τ∫
0

dτ1

(tβ+1−τβ+1)3/4(τβ+1−τβ+1
1 )3/4

.
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Змiнимо порядок iнтегрування i виконаємо замiну змiн-

ної z =
τβ+1 − τβ+1

1

tβ+1 − τβ+1
1

:

K1(t, τ) ≤ C4

t∫
0

dτ1√
tβ+1 − τβ+1

1

1∫
0

dz

z3/4(1− z)3/4
≤

≤ C5

t∫
0

dτ1√
tβ+1 − τβ+1

1

.

Пiсля замiни σ =
τ

t
отримуємо оцiнку

K1(t, τ) ≤ C6t
1−β
2 ,

i, отже, особливiсть ядра K(t, τ) iнтегровна. Це озна-
чає, що рiвняння (34) має тiльки тривiальний розв’язок
a(t) ≡ 0, t ∈ [0, T ]. Тодi i u(x, y, t) ≡ 0, (x, y, t) ∈ QT
як розв’язок однорiдної задачi, що вiдповiдає (27)–(29).
Теорему доведено. �
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INVERSE PROBLEM FOR A WEAKLY DEGENERATE TWO-DIMENSIONAL PARABOLIC
EQUATION

V. A. Vlasov

Ivan Franko National University of Lviv
1, Universytetska Str., 79001, Lviv, Ukraine

The paper establishes existence and uniqueness conditions for an inverse problem for a weakly
degenerate parabolic equation in a rectangular domain. Major time-dependent coefficient of the equation
is unknown.
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