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Вступ

Властивостi ортогональних систем многочленiв дiй-
сної змiнної достатньо ґрунтовно вивчено в науковiй лi-
тературi, зокрема, у роботах [1–3]. Значно менше до-
слiджень властивостей цих систем у комплекснiй обла-
стi. Так, у роботi [1] розглянуто розвинення аналiтичних
функцiй у комплекснiй областi за системою многочленiв
Чебишова. У статтi [4] вивчено властивостi многочле-
нiв комплексної змiнної, спорiднених з многочленами
Чебишова. У роботах [5, 6] дослiджуються властивостi
многочленiв, що є перетвореннями Меллiна аналiтичних
функцiй, та многочленiв, побудованих за аналогiчною з
многочленами Бернуллi та Ейлера схемою. У роботах
[7, 8] розглянуто аналогiчнi питання для многочленiв
Лежандра та їх похiдних у комплекснiй областi.

У роботi [7] отримано iнтегральне зображення мно-
гочленiв Лежандра комплексної змiнної. У цiй статтi
отримано iнтегральне зображення похiдних многочленiв
Лежандра комплексної змiнної.

Позначимо через Pn(z) многочлени Лежандра ком-
плексної змiнної (див., наприклад, [9, с. 154], а через
P

(s)
n (z) – їхню s-ту похiдну. Зауважимо, що P

(s)
n (z) –

многочлени степеня n− s.
Для s-ї похiдної многочленiв Лежандра справедливi

явнi формули (див. [9, с. 178], [10, с. 181]):

P (s)
n (z) =

s!Csn+s
2n

[n−s
2 ]∑

k=0

(−1)kCknC
n+s
2(n−k)z

n−s−2k, (1)

де Ckn – бiномiальнi коефiцiєнти, n = 0, 1, . . .; n ≥ s.

I. Iнтегральне зображення похiдних мно-
гочленiв Лежандра комплексної змiнної

Теорема 1. Для похiдних многочленiв Лежандра
комплексної змiнної справедливе iнтегральне зображе-
ння

P (s)
n (z) =

1

2πi

∫
γ

(
z + t

√
z2 − 1

)n−s
φ(t)dt, (2)

де φ(t) = ans
(
t2 − 1

)s− 1
2 , ans = (−1)s2ss!Cn−sn+s , γ –

додатно орiєнтоване коло |t| = r, 1 < r <∞.
� Доведення. Нехай Γ(x) позначає гамма-

функцiю. Використовуючи бiномiальний ряд, записаний
у виглядi

(1 + z)α =

∞∑
j=0

Γ(α+ 1)

Γ(j + 1)Γ(α− j + 1)
zα, |z| < 1,

отримаємо розклад для функцiї φ(t):

φ(t) = anst
2s−1

(
1− 1

t2

)s− 1
2

= ansΓ
(
s+ 1

2

)
×

×
∞∑
j=0

(−1)j

Γ(j + 1)Γ
(
s− j + 1

2

) 1

t2(j−s)+1
, |t| > 1.

Пiдставимо його у спiввiдношення (2). Матимемо

P (s)
n (z) =

ansΓ
(
s+ 1

2

)
2πi

∫
γ

(
z + t

√
z2 − 1

)n−s
×

×
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j=0

(−1)j

Γ(j + 1)Γ
(
s− j + 1

2

) 1

t2(j−s)+1
dt.

Враховуючи формулу бiнома Ньютона

(
z + t

√
z2 − 1

)n−s
=
n−s∑
i=0

Cin−sz
n−s−iti

(
z2 − 1

) i
2 ,

знаходимо

P (s)
n (z) = ansΓ

(
s+ 1

2

)n−s∑
i=0

Cin−sz
n−s−iti

(
z2 − 1

) i
2×

×
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(−1)j
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(
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2

) 1

2πi

∫
γ
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t2(j−s)−i+1
.

На пiдставi вiдомого iнтеграла [11, с. 81–82]

1

2πi

∫
γ

dz

(z − a)n
=

{
1, n = 1,

0, n ̸= 1,
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де γ – довiльний замкнений контур, що охоплює точку
a i однократно пробiгається в додатному напрямi, отри-
маємо

P (s)
n (z) = ansΓ

(
s+ 1

2

) [n+s
2 ]∑
j=s

(−1)jC
2(j−s)
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2

)×
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=
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Застосуємо до
(
z2 − 1

)k
формулу бiнома Ньютона та

змiнимо порядок пiдсумовування. Матимемо
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n (z)=(−1)sansΓ

(
s+ 1

2

)[n−s
2 ]∑

k=0

(−1)kC2k
n−s

Γ(k + s+ 1)Γ
(
1
2 − k

)×
×zn−s−2k

k∑
j=0

(−1)jCjkz
2(k−j) =

= (−1)sansΓ
(
s+ 1

2

) [n−s
2 ]∑
j=0

(−1)jzn−s−2j×

×
[n−s

2 ]∑
k=j

(−1)kC2k
n−sC

j
k

Γ(k + s+ 1)Γ
(
1
2 − k

) .
Оскiльки [12, с. 81–82]
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Враховуючи комбiнаторну тотожнiсть
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=
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На пiдставi рiвностi [12, с. 81–82]

Γ
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2

)
=

√
π(2s− 1)!!

2s
=

√
π(2s− 1)!

22s−1(s− 1)!
=
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та, врахувавши вираз для ans, знаходимо

P (s)
n (z) =
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=
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що збiгається iз виразом (1). �

Висновки

Отримано iнтегральне зображення похiдних много-
членiв Лежандра комплексної змiнної. Зауважимо, що
якщо s = 0, матимемо iнтегральне зображення много-
членiв Лежандра. Крiм того, отримано комбiнаторну то-
тожнiсть, яка становить самостiйний iнтерес.
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An integral representation of derivatives of Legandre polynomials of complex variable are obtained.

Key words: Legandre polynomials, derivatives of Legandre polynomials.

2000 MSC: 33C47

UDK: 517.538.3

32 МАТЕМАТИКА

Lviv Polytechnic National University Institutional Repository http://ena.lp.edu.ua


