
ВIСНИК НАЦIОНАЛЬНОГО УНIВЕРСИТЕТУ
“ЛЬВIВСЬКА ПОЛIТЕХНIКА”

“Фiзико-математичнi науки”
№ 871, 2017, c. 27–29

JOURNAL OF LVIV POLYTECHNIC
NATIONAL UNIVERSITY

“Physical and mathematical sciences”
№ 871, 2017, p. 27–29

ПРО ОДНУ ВЛАСТИВIСТЬ СIМ’Ї СУБГАРМОНIЙНИХ
У ПРОСТОРI Rm ФУНКЦIЙ

О. В. Веселовська

Нацiональний унiверситет “Львiвська полiтехнiка”
вул. С. Бандери, 12, 79013, Львiв, Україна

(Отримано 15 березня 2017 р.)
Встановлюються умови, за яких сiм’я субгармонiйних функцiй {gR : R ∈ ℜ}, gR(0) = 0, де

ℜ – необмежена множина додатних чисел, прямує до нуля рiвномiрно на компактах з Rm, коли
ℜ ∋ R → ∞.
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Вступ

Нехай ℜ – необмежена множина додатних чисел. У
роботi [1] показано, що за виконання певних умов сiм’я
{hR : R ∈ ℜ} цiлих функцiй комплексної змiнної таких,
що hR(0) = 1, прямує до одиницi рiвномiрно на ком-
пактах з C, коли ℜ ∋ R → ∞. У статтi цей результат
узагальнюється на сiм’ю субгармонiйних у просторi Rm
функцiй.

Нехай Rm – m-вимiрний евклiдiв простiр, m ≥ 2,
Sm = {x ∈ Rm : |x| = 1} – одинична сфера в Rm з цен-
тром у початку координат, а ωm – площа її поверхнi.

Позначимо

dm =

{
1, m = 2,

m− 2, m > 2.

Нехай u – субгармонiйна в Rm функцiя, а ∆ – опе-
ратор Лапласа. Оскiльки ∆u ≥ 0 у розумiннi узагаль-
нених функцiй [2, с. 56–57], то кожнiй функцiї u вiд-
повiдає єдиний розподiл мас µ = µu = 1

dmωm
∆u, який

називається розподiлом мас, асоцiйованих за Рiссом iз
субгармонiйною функцiєю u [3].

Сферичною гармонiкою, або сферичною функцiєю
Лапласа степеня k, k ∈ Z+ = {0, 1, 2, . . .}, яку познача-
тимемо через Y (k), називається звуження на одиничну
сферу Sm однорiдного гармонiйного многочлена степе-
ня k [4, c. 157–174], [5].

Множину сферичних гармонiк степеня k можна роз-
глядати як пiдпростiр простору L2(Sm) дiйснозначних
функцiй зi скалярним добутком

(f, g) =
1

ωm

∫
Sm

f(x)g(x)dS,

де dS – елемент площi сфери Sm. Якщо{
Y

(k)
1 , . . . , Y

(k)
γk

}
– ортонормований базис у цьому

просторi, то
∞∪
k=0

{
Y

(k)
1 , . . . , Y

(k)
γk

}
буде ортонормо-

ваним базисом у просторi L2(Sm) [4, c. 161]. Тут

γk =
(2k +m− 2)(k +m− 3)!

k!(m− 2)!
– кiлькiсть лiнiйно-

незалежних сферичних гармонiк степеня k.
Рядом Фур’є–Лапласа функцiї f ∈ L1(Sm) називає-

ться ряд

∞∑
k=0

Y (k)(x; f), x ∈ Sm,

де

Y (k)(x; f) = a
(k)
1 Y

(k)
1 (x) + . . .+ a(k)γk

Y (k)
γk

(x),

a
(k)
j =

(
f, Y

(k)
j

)
, j = 1, γk,

(f, Y
(k)
j ) – скалярний добуток в L2(Sm). Якщо m = 2,

маємо звичайний тригонометричний ряд Фур’є.
Справедлива теорема додавання [5, c. 206]

Cνk [(x, y)] =
dmωm
2(k + ν)

γk∑
j=1

Y
(k)
j (x)Y

(k)
j (y),

де (·, ·) – скалярний добуток в Rm, а Cνk – многочлени
Гегенбауера степеня k i порядку ν, якi визначаються iз
спiввiдношення

1− τ2

(1− 2τt+ τ2)
ν+1 = 1 + 2

∞∑
k=1

k + ν

dm
Cνk (t)τ

k,

де |t| ≤ 1, 0 ≤ τ < 1.
Iз цiєї теореми випливає, що сферичнi гармонiки

Y (k)(x; f) можуть бути вираженi через многочлени Ге-
генбауера:

Y (k)(x; f) =
2(k + ν)

dmωm

∫
Sm

Cνk [(x, ξ)]f(ξ)dS(ξ).

Позначимо ur = u(rx), r > 0, x ∈ Sm. Функцiї

ck(x, r;u) = Y (k)(x;ur), k ∈ Z+,
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називаються сферичними гармонiками, асоцiйованими
iз субгармонiйною функцiєю u [6].

Вiдомо, що [6, 7]

ck(x, r;u)=r
kY (k)

u (x;ur) + rk
∫

|ς|≤r

Cνk

[(
x,

ς

|ς|

)]
dµu(ς)

|ς|k+2ν
−

− 1

rk+2ν

∫
|ς|≤r

|ς|kCνk
[(
x,

ς

|ς|

)]
dµu(ς) (k ∈ Z+) ,

де Y (k)
u (x) визначаються iз розкладу

u(rx) =
∞∑
k=0

rkY (k)
u (x)

для достатньо малих r > 0.

I. Рiвномiрна збiжнiсть до нуля сiм’ї суб-
гармонiйних функцiй на компактах з Rm

Нехай λ – додатна, неперервна, неспадна на (0,∞)
функцiя, яка називається функцiєю росту, ℜ – необме-
жена множина додатних чисел.

Теорема 1. Нехай {gR : R ∈ ℜ}, gR(0) = 0, – сiм’я
субгармонiйних у просторi Rm функцiй таких, що

а) розподiл мас, асоцiйованих за Рiссом iз функцiєю gR,
дорiвнює нулю в замкненiй кулi

V
m

R = {y ∈ Rm : |y| ≤ R} ;

б) |ck(x, r; gR)| ≤ A(k + 1)lλ(Br) за деяких сталих
A > 0, B > 0, l ∈ R+ i всiх r > 0, x ∈ Sm, k ∈ Z+,
R ∈ ℜ;

в) lim
ℜ∋R→∞

ck(x, r; gR) = 0 для всiх k ∈ Z+, r > 0 i

x ∈ Sm.

Тодi lim
ℜ∋R→∞

gR(y) = 0 рiвномiрно на компактах з Rm.

� Доведення. Згiдно з умовою а, функцiя gR
гармонiйна в кулi V

m

R . Тому за формулою Пуассона–
Йенсена [8, c. 139–140] маємо, якщо r < r∗ < R i

x ∈ Sm

gR(rx) =
(r∗)2

ωm

∫
Sm

[
(r∗)2 − r2

]
gR(r

∗ξ)dS(ξ)

[(r∗)2 − 2r∗r(x, ξ) + r2]
ν+1 ,

де ν = m−2
2 , (·, ·) – скалярний добуток у Rm.

Розкладаючи iнтеграл Пуассона в ряд за сферичними
гармонiками (див. [7]), знаходимо

gR(rx) =
∞∑
k=0

( r
r∗

)k
Y (k)(x; (gR)r∗).

Виберемо r∗ = 2r. Тодi

|gR(rx)| ≤
∞∑
k=0

2−k |ck (x, 2r; gR)| .

Для фiксованого r > 0 i x ∈ Sm ряд
∞∑
k=0

2−k |ck (x, 2r; gR)| є функцiональним i визначеним

на ℜ. Згiдно з умовою б i ознакою Вейєрштрасса, цей
ряд збiгається рiвномiрно на ℜ. Нехай S(R) – його су-
ма. Тодi

lim
R→∞

S(R) = lim
R→∞

∞∑
k=0

2−k |ck (x, 2r; gR)| =

=
∞∑
k=0

2−k lim
R→∞

|ck (x, 2r; gR)| = 0.

Звiдси отримаємо, що

lim
ℜ∋R→∞

gR(rx) = 0

рiвномiрно по r ≤ r0 < r∗. Теорема доведена. �

Висновки

Показано, що за виконання певних умов сiм’я су-
бгармонiйних функцiй {gR : R ∈ ℜ}, gR(0) = 0, де ℜ –
необмежена множина додатних чисел, прямує до нуля
рiвномiрно на компактах з Rm, коли ℜ ∋ R→ ∞.
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Про одну властивiсть сiм’ї субгармонiйних у просторi Rm функцiй

ON THE ONE PROPERTY OF THE FAMILY OF
SUBHARMONIC FUNCTIONS IN Rm

O. V. Veselovska

Lviv Polytechnic National University
12, S. Bandera Str., Lviv, 79013, Ukraine

The conditions under which family of subharmonic functions {gR : R ∈ ℜ}, gR(0) = 0, where ℜ is
unbounded set of positive numbers, tends to zero uniformly on compacts of Rm, when ℜ ∋ R → ∞.

Key words: subharmonic fuction, Riesz mass distribution associated with a subharmonic fuction,

spherical harmonics associated with a subharmonic fuction.
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